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Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  29.  30.  Wies- 
baden 1876—77. 

Abhandlungen  der  nalui historischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Bd.  6. 
Nürnberg  1877. 

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Jahrg.  24  (1877;  ,  No.  8.  August. 

Verhandlungen  der  physikal. -medicin.  (iosellsch.  in  Würzburg.  Neue  Folge. 
Bd.  XI,  Heft  3  u.  4.  Würzburg  1877.  Bd.  XII,  Heft  1—4.  Würz- 
burg 1878. 

Verhandlungen  des  naturhistor.-mecliein.  Vereins  zu  Heidelberg.  Neue 
Folge.  Bd.  II,  Heft  2.   Heidelberg  1878. 

17.  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heilkunde. 
Glessen  1878. 

13.  u.  16.  Bericht  über  die  Thatigkeit  des  Offenbacher  Vereins  für  Natur- 
kunde.   Vereinsjahr  1873—75.    OfTenbach  1876. 

Korrespondenzblatt  des  Vereins  für  Kunst  und  Alterthum  in  Ulm  und 
Oberschwaben.   Zweiter  Jahrg.    1877),  Nr.  3—12. 

Mittheilungen  der  historischen  und  antiquarischen  Gesellschaft  zu  Basel. 
N.  F.  1.  (Bernoulli,  A.,  Die  Deckengemälde  in  der  Krypta  des 
Münsters  zu  Basel.)    Basel  1878. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft. 
Theil  6,  Heft  3.  4.    Basel  1878. 

Vierteljahrsschrift  der  naturrorschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  21, 
Heft  1—4.    Jahrg.  22,  Heft  1—4.    Zürich  1876.  77. 

Jahresbericht  der  nalurforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  Neue  F. 
Jahrg.  20  (Vereinsjohr  1875  —  76;.    Chur  1877. 

Memoires  de  la  Societe  de  Physiquo  et  d'  Histoire  naturelle  de  Geneve. 
Tome  XXV,  P.  2  Geneve  1878.  T.  XXVI,  P.  1.  Geneve  4877—78. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Wetterkunde. 
Deel  9 — 11.  Amsterdam  1876.  77.  AM.  Natuurkundc.  Deel  17. 
Amsterdam  1877. 

Verslagen  en  Mededeelingcn  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Lettei- 
kunde.  2«?  Reeks.  Deel  5.  6.  Amsterdam  1876.  77.  Afd.  Naluur- 
kunde.  2C  Reeks.  Deel  11.   Amsterdam  1877. 

Jaarboek  van  de  Kon/Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  tc  Amsterdam,  voor 
1876.   Amsterdam  1876. 

Processen -Verbaal  van  de  gewone  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. te  Amsterdam.  Afd.  Natuurkunde.  Mei  1876    April  1877. 

Catalogus  van  de  ßoekerij  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te 
Amsterdam.    Deel  3,  Stuk  1.    Amsterdam  1876. 
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Programms  cerlaminis  poetici  ab  Academia  Regia  disciplinarum  Neer- 
landica  ex  legato  Hoeuflftiano  indicti  in  annum  4  878. 

Nederlandsch  Kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeel.  d.  Nederl. 
Botanische  Vereeniging.  Tweede  Serie.  Deel  2,  Sluk  4.  Deel  3, 
Sluk  4.    Nijmegen  1877. 

Onderzoekingen  gedaan  in  hei  physiologisch  Laboratorium  der  Utrechtsche 
Hoogeschool.  Uitgeg.  door  F.  C.  Donders  en  Th.  W.  Engel- 
mann.  Derde  Beeks.   V,  Afl.  4.   Utrecht  4  878. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Sociöte  des  arts  et  des  sciences 
ötablie  ä  Utrecht.   4  877. 

Vcrhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbaarden  Godsdienst, 
uitgeg.  door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.  Nieuwe  Serie.  Deel  6. 
Haarlem  1878. 

Natuurkundige  Verhandelingen  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  \ve- 
tenschappen,  te  Haarlem.  3.  Verzamcling.  Deel  II,  No.  6  (Blee- 
ker,  Memoire  sur  les  chromides  marins  etc.).    Haarlem  4877. 

Arcbives  Neerlandatses  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publikes  par 
la  Sudele  Hollandaise  des  sciences  k  Hadem.  T.  XII,  Livr.  2—5. 
T.  XIII.  Livr.  4—8.  Harlem  4  877.  4  878. 

Programme  de  la  Societe  Hollandaise  des  sciences,  ä  Harlem.  Ann*e  4  878. 

Annuaire  de  l'Observatoire  Royal  de  Bruxelles.  Annee  4  4  (4  877). 
Bruxelles  4  877. 

Annales  de  l'Observatoire  Boyal  de  Bruxelles.  Tome  23.  24.  25. 
Bruxelles  4874—77. 

Annales  de  l'Academie  d'archeologie  de  Belgique.  Tome  24—30  (2.  S6r., 
T.  4—9).    Anvers  4865—74. 

Annales  de  la  Societe  geologique  de  Belgique.  Tome  2  (4874  —  75). 
3  (4875—76).    Liege  4875.  4876. 

Societe  entomologique  de  Belgique.  Comptes-rendus.  Serie  II.  No.  45 — 49. 
51.  52.  54—57.    4877.  4878. 

Bullettino  dell'  Institulo  di  corrispondenza  archeologica  per  I'anno  4  877, 
No.  4  2  {und  Elenco  de'  participanti  alla  finc  doli'  anno  4  877). 
4878,  No.  4—44.  Roma  4878. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXIV  (4876—77).  Serie  III. 
Memorie  della  classe  di  scienze  fisichc,  matem.  c  nalurali,  Vol.  I, 
Disp.  4.  2.  Roma  1877.  —  Memorie  della  classe  di  scienze  morali, 
storiche  e  filologiche,  Vol.  I.  Roma  4  877.  —  Transunti  Vol.  II,  Fase. 
4—7.  Roma  1878. 

Atti  del  R.  Istituto  Vencto  «Sic.  Serie  V.  Tomo  III,  Disp.  8  —  4  0.  Venezia 
4876—77.    Tomo  IV,  Disp.  4—9.  Venezia  4 877— 78. 

Temi  di  premio  proposti  dal  R.  Istituto  Vcneto  di  scienze,  letterc  ed 
arti  nella  solenne  adunanza  del  4  5.  agosto  4  878. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  letterc.  Cl.  di  scienze 
matematiche  e  naturali.  Vol.  XIV.  (Serie  III,  Vol.  V),  Fase.  4. 
Milano  4  878. 

R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  leltere.  Benditonti.  Serie  II.  Vol.  X. 
Milano  4  877. 

Annuario  dell1  Accademia  R.  delle  scienze  di  Torino  per  I'anno  1877—78. 
Anno  I.  Torino  4  877. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XIII  (4  877—78), 
Disp.  4—8.  Torino  4  877  f. 
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Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Serie  II.  Tomo  29. 
Torino  1878. 

Bolliittinn  meteorologico  ed  astronomico  del  Reg.  Osservatorio  della  Reg. 
Universitä  di  Torino.   Anno  XII  (1877).  Torino  1878. 

Bullettino  della  Societä  di  scienze  naturali  ed  cconomiclie  dt  Palermo. 
No.  4.  7.  8.  1878. 

Giornale  dt  scienze  naturali  ed  economiche,  pubbl.  p.  cura  della  Socielä 
di  scienze  naturali  ed  econom.  di  Palermo.  Anno  1876—77.  Vol. 
12.   Palermo  1877. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Vul.  III, 
Pasc.  2.  Pisa  1878. 

Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali.  Adunanza  del 
18.  nov.  1877,  13.  genn.,  7.  luglio,  10.  nov.  1878. 

Pubblicaiioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  c  di  perfczioim- 
mento  in  Firenze.  Sezione  di  tilosofia  e  filologia.  Vol.  I.  II,  Disp. 
1 — 5.  Firenze  1875  —  77.  —  Sezione  di  filos.  e  fllol.  Accademiu 
Orientale.  Fase.  1.  Firenze  1877.  —  Sezione  di  filos.  e  lilol.  Re- 
pertorio  sinico-giapponesc.  Fase.  1.  2.  Firenze  1875.  77.  —  Soziom« 
di  medicina  e  chirurgia  e  scuola  di  farmacia.  Vol.  1.  Firenze  1876. 
—  Sezione  di  scienze  fisiebe  c  naturali.  Vol.  I.  Firenze  1877. 
Opere  pubblicate  dai  Professori  della  Sez.  di  scienze  Iis.  e  nat. 
o.  0.  u.  J.  Cavanna,  G.,  Studi  e  ricerche  sui  pignogonidi.  P.  1. 
Anatomia  e  biologia.  Firenze  1877. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  166,  P.  II. 
(1876.)   London  1877.  Vol.  167,  P.  I.  (1877.)    London  1877. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XXV.  No.  175—178.  Vol. 
XXVI.  No.  179—188.    London  1876.  1877. 

Catalogue  of  scientific  papers.  1864 — 1873.   Vol.  7.   London  1877. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Brilain.  Vol.  VIII,  P.  III.  No.  66. 
P.  IV.  No.  67.  London  1877.  78.  —  List  of  the  members,  1877, 
with  the  report  of  the  visitors,  in  1876.    o.  0.  u.  J. 

Astronomical  Observations  made  at  the  R.  Observatory  of  Edinburgh. 
Vol.  14,  for  the  years  1870-77.  Edinburgh  1877. 

Proceedings  of  the  literary  and  philosophical  Society  of  Liverpool  during 
the  66th  session,  1876 — 77.  No.  31.  London  and  Liverpool  1877. 

Journal  of  the  R.  geological  Society  of  Ireland.  New  Series.  Vol.  4,  Patt 
3.  4.  London,  Dublin,  Edinburgh  1877. 

Memoires  de  1' Academie  des  Sciences ,  bclles-letlrcs  et  arts  de  Lyon. 
Classe  des  lettres.  Tome  17.  Pariset  Lyon  1876 — 77. 

Societö  de  gäographie  commerciale  de  Bordeaux.  Bulletin,  2.  Ser.  No.  2. 
Bordeaux  1878. 

Memoires  de  la  Sociätö  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
2.  Ser.  T.  II,  Cahier  2.  3.  Paris  et  Bordeaux  1878. 

Memoires  de  la  Sociale  Nationale  des  sciences  naturelles  de  Cherbouiy. 
T.  20  (2.  S6r.  T.  10).  Paris,  Cherbourg  1876—77. 

Annales  de  la  Societe  Linneemi  de  Lyon.  Annöe  1876.  (Nouv.  Ser.; 
Tome  23.  Lyon,  Paris  1877. 


Digitized  by  Google 


Academie  des  scienccs  et  lettres  de  Montpellier.  M6moires  de  la  section 
des  sciences.  Tome  VIII,  Fase.  4  (Annee  1 875] .  Tome  IX,  Fase.  4 
(Annee  4  876).  Montpellier  4  876.  77.  —  Mämoires  de  la  section 
de  meMecinc.  Tome  V,  Fase.  4  (Annees  4  872—76).  Montpellier  4877. 
—  Mämoires  de  la  section  des  lettres.  Tome  VI,  Fase,  2  (Annee 
4  876).  Montpellier  4  877. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Proces-verbaux  des  söances 
de  4  877.   Paris  4  878. 

Anales  del  Iristitnto  y  Observatorio  de  marina  de  San  Fernando.  Seccion  II. 
Observaciones  meteorolögicas.  Ano  4875.  4876.  San  Fernando  4877. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  og 
dets  Mcdlemmers  Arbejder  i  Aaret  4  876,  No.  3.  4  877,  No.  2.  8. 
Kjebenhavn. 

* 

Det  kong.  Danske  Vidensk.  Selskabs  Skrifter.  5  Rsekke.  Iiistor.  og  pliilos. 
Afd.  Bd.  5,  No.  4.  2.  Kjobenhavn  4  876. 

Astronomiska  Jakltagelser  ocli  Undersökningar  anstälda  pä  Stockholms 
Observatorium.  Bd.  4,  Haftet  3.  Stockholm  4S77. 

Wu*  rn,  C.  Fr.,  Minnesteckning  öfver  Aug.  Ehrensvärd.  Föredragen  pä 
Kongl.  Vetenskaps- Akademiens  Höglidsdag  d.  34.  Mars  4  876. 
Stockholm  4  876. 

Acta  Univcrsitatis  l.undcnsis.  Lunds  Univcrsitets  Ärs-Skrift.  Tom.  IX. 
4874.  Thcologi,  Philosophi,  Spräkvetenskap  och  Historia.  Lund 
4874—75. 

Mcmoires  de  1' Academie  Imperiale  des  sciences  de  St.-P6tersbourg. 
VII«  Serie.  T.  XXIV,  No.  4—4  4.  T.  XXV,  No.  4—4.  St.-PiHers- 
bourg  4  877. 

Bulletin  de  l'Aead.  Imper.  des  sciences  de  St.-Petersboorg.  T.  XXIV, 
No.  4.  T.  XXV,  No.  4.  2.  St. -Petersbourg  4878. 

Compte-rendu  de  la  Commission  Imperiale  Archeolopiquc  pour  I'annee 
4  875  (mit  dem  dazu  gehörigen  Atlas).    St.  Petcrsbourg  4878. 

Acta  horti  Petropolilnni.  Tom.  V,  Fase.  4.  St.  Petersburg  4877. 

Annalcn  d.  physikalischen  Centraiobservatoriums,  herausgeg.  von  H.Wild. 
Jahrg.  4  876.  St.  Petersburg  4  877. 

Bulletin  de  la  Societe  Imper.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Anuee  4  877. 
No.  3.    Moscou  4  877. 

Observations  de  Pulkova  publieos  par  0.  Struve.  Vol.  IX.  St. -Peters- 
bourg 4  878. 

Izveslija  i  ucenyja  zapiski  Imper.  Kazanskago  Univcrsilcta.  God  43  fl 876  , 
No.  4—6.  44  (4  877),  No  4—6.  Kazan  4  876.  77. 

Meteorologische  Beobachtungen  angestellt  in  Dorpat  im  J.  4876,  redigirt 
und  bearbeitet  von  Karl  Weihrauch.  Jahrgang  XI.  Bd.  3, 
Heft  4.  Dorpat  4  878. 

Corrcspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  22.  Riga  1877. 

Procecdings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  XVII,  June  — Dcc.  4  877 
(No.  400).  Vol.  XVII.  Jan.  — June  4S78  (No.  4  04). 

Proccedings  of  the  9»t>  annual  session  of  the  American  Philological  Asso- 
ciation, held  in  Baltimore,  MD.,  Jul>  1877.    Hartford  1877. 
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Proceedings  of  the  American  Orient»!  Society,  Nov.  1876,  May  aud  Orl. 
4  877,  May  1878.  Boston. 

Departement  of  the  interior.  United  States  geologic.  and  geograpb.  sur- 
vey  of  the  territories.  Mi$eellaneou«  Publicatious  No.  7.  9.  10. 
Washington  1877.  1878. 

Preliminary  report  of  the  field  work  of  the  C.  S.  gcological  aud  grographicnl 
survey  of  the  territorics  for  the  season  of  1x77.  Washington  1877. 

Einunddreissigster  Jahresbericht  der  Staats- Ackerbaubchördc  von  Ohio. 
Columbus,  Ohio,  1877. 

Memoire  of  the  Boston  Society  of  Natural  History.  Vol.  II,  P.  IV,  No.  6. 
Boston  1878. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  Natural  Hislorv.  Vol.  XIX  ,  Part 
1.2.   Boston  1877. 

Proceedings  of  the  American  Acadcmy  of  Arts  aud  Sciences.  New  .Serie««. 
Vol.  V  'Whole  Series  Vol.  XIII),  Part  1  —  i    Boston  1*78. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogv ,  al  Harvard  College, 
Cambridge,  Mass.  Vol.  IV.  V,  Nr.  1  —  7.  Cambridge  1878. 

Memoire  of  the  Museum  of  comparative  Zoology,  at  Harvard  College, 
Cambridge,  Mas*.  Vol.  V,  Nr.  2.  VI,  No.  2.  Cambridge  1877.  78. 

Annual  Report  of  the  Curator  of  the  Museum  of  comparative  Zoology  at 
Harvard  College  in  Cambridge  for  1877—78.  Cambr.  1878. 

Transactions  of  the  Wisconsin  Academv  of  sciences,  ails,  and  leltcre. 
Vol.  8  (1875—76;.    Madison  Wisc.  1876. 

The  Transactions  of  the  Academv  of  science  of  St.  Louis.  Vol.  8,  No.  4. 
St.  Louis  1878. 

Transactions  of  the  Connecticut  Academv  of  arts  and  sciences.  Vol.  3, 
Part  2.  Vol.  4,  Part  1.   New  Häven  1877.  78. 

Journal  of  the  American  geographica!  and  Statistical  Societv.  Vol.  2,  Part 
1.  2.  New  York  1860.  1870. 

Journal  of  the  American  geographica!  Societv  of  New  York.  Vol.  3  (1 872  . 
4  (1873).    5  (1874).    6  (1875).    New  York  1873-76. 

Proceedings  of  the  Academv  of  natural  sciences.  Part  1—3.  Philadelphia 
1877. 

Catalogue  of  the  American  philosophical  Society  Library.  Part  III.  Class 
VI.  Sociology  etc.    Philadelphia  1878. 

Report  of  the  United  States  geological  and  geographica!  survcv  of  the 
Territories.  Vol.  VII.   Washington  1878. 

Bulletin  of  the  United  States  geological  and  geographica!  survey  of  the 
Territories.  Vol.  IV,  Nr.  1—3.   Washington  1878. 

First  annual  Report  of  tbe  Uniled  States  entomological  Commission  for 
the  year  1877.  Washington  1878. 

Bulletin  of  the  American  Geographica!  Society.  Session  of  1876 — 77, 
No.  4.  5.    4878,  No.  1.2.  New  York  1877.  1878. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collections.  301.  List  of  the  publications  of  the 
Smithsonian  Institutton,  July  4  877.  Washington  1877. 

Bulletin  of  tbe  U.  S.  National  Museum.  No/8  (Dali,  W.  H. ,  Index  to 
the  names  which  have  been  applied  to  the  subdivisions  of  the  class 
Brachiopoda  etc.).    Washington  1877. 
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Report  of  the  commissioner  of  ngriculturc,  for  the  year  1876.  Washington 
1877. 

Anales  de  )a  Sociedad  cientifica  Argentina.  Tomo  6,  Entrcga  I.  4.  5. 
Buenos  Aires  1878. 

Ycrhandelingen  van  het  Bataviaasch  Genootschap  van  kunslen  cn  welcn- 
schappen.  Deel  89,  Stuk  1.  Batavia  1877. 

Notulen  van  de  algemeene  en  bestuurs-vergaderingen  van  het  Bataviaasch 
Genootschap  van  kunsten  en  vvetensch.  Deel  11  (1873),  No.  2.  Ba- 
tavia 1873.    Deel  15  (1877),  No.  1—4.  Batavia  1878. 

Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  cn  volkenkunde,  uitgcg.  door  het 
Batav.  Gcnootsch.  van  kunsten  en  vvetensch.  Deel  23,  AFI.  5.  6. 
Deel  84,  Afl.  1—6.   Batavia  1876-78. 

Calalogus  der  ethnologische  Afdeeling  van  het  Museum  van  het  Batav. 
Gcnootsch.  van  kunsten  cn  vvclcnsch.  2d*  Druk.  Batavia  1877. 

Van  den  Berg,  L.  W.  C. ,  Verslag  van  eene  Verzamcliug  nialcischc, 
arabische,  javaansche  en  andere  Handschriften,  door  de  Regeering 
van  Nederlandsch  Indie  aan  het  Batav.  Genootsch.  v.  kunsten  cn 
vvetensch.  afgestaan.  Batavia  1877. 

Codicum  arabicorum  in  Bibliolhcca  societalis  artium  et  scicnliarurn  quac 
ßataviae  floret  asservatorum  Calalogum  inchoalum  a  R.  Friederich 
absolvit  L.  W.  C.  van  den  Berg.   Bataviae  1873. 

jdc  Vervolg-Calalogus  d.  Bibliolheek  van  bot  Batav.  Geuoolsch.  v.  kun- 
sten en  vvetensch.   Batavia  1877. 


Einzelne  Schriften. 

Berlanga,  M.  R.  de,  Los  nuevos  Bronzes  de  Osuna.   Malaga  1876. 

Boldü,  Rob.,  Ragionc  c  fedo  nel  nioto  sociale.   Fircnzc  1878. 
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C.  Neumann,  Seite  Methode  zur  Betluctkn  gewisser  Po- 
tentialaufyaben.*) 

Die  Aufgabe,  eine  Function  <D  =  0  {xyy)  zu  finden,  welche 
innerhalb  einer  gegebenen  Flüche  3  den  bekannten  Potential- 
bedingungen : 

0    dO    1 0  =  eindeuti},  und  slotip, 
(1.)  '  bx  by 

A<t>  =  0 

entspricht,  und  welche  gleichzeitig  am  Rande-  jener  Flüche  vor- 
geschriebene Werthe  besitzt;  —  kann  bekanntlich  reducirt  wer- 
den auf  die  Ermittelung  der  Green' sehen  Function. 

Ich  werde  im  Folgenden  zeigen,  dass  die  genannte  Aufgabe 
noch  in  anderer  Weise  sich  reduciren  lüsst;  wobei  allerdings 
von  vornherein  zu  bemerken ,  dass  diese  neue  Methode  gegen- 
über der  Grmi'schen  keine  wesentlichen  Vortheile  darbietet. 


Es  sei  o(a,  (i)  ein  fester  Puncl  am  Rande  einer  gegebenen 
Kreisflüche,  ferner  i(x,y)  ein  variabler  Punct  im  Innern  der 
Flüche;  ferner  sei  E  =  V  {x  -  a)*  +  [y  -  ß)\  und 


wo  v  die  innere  Normale  des  Kreisrandes  im  Puncle  a,  und 
#  denjenigen  Winkel  bezeichnet,  unter  welchem  v  gegen  die 


*)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am 
H.  März  1878. 


endlich  sei : 


(3.) 


Linie  E  (o  — ►  i)  geneigt  ist. 


JJath.-phys.  Classe.  1878. 


Digitized  by  Google 


2  C.  Neumann, 

Lässt  man  /  noch  einer  beliebigen  Stelle  s  des  Kreisrandes 

rücken,  und  markirt  man  gleich- 
zeitig den  zu  o  diametral  gegen- 
überliegenden Punct  d,  so  bil- 
den 5,  a,  d  ein  rechtwinkliges 
Dreieck,  in  welchem  #  durch 
den  Winkel  saö  dargestellt  ist. 
Somit  folgt: 

(er*)  =  [ad]  cos#. 

oder  was  dasselbe: 

E  =  C  cos 

wo  C  den  Durchmesser  des 
Kreises  bezeichnet.  Subslituirt 

man  aber  den  hieraus  für  <  OS  * 

B 

entspringenden  Werth  ~  in  (3.),  so  folgt: 

(4.)  .  Ü=±. 

Dies  ist  also  der  Handicerlh  l)  der  Function  U,  d.  i.  derjenige 
Werth,  den  diese  Function  annimmt,  sobald  der  variable 
Punct  i(oc,y)  nach  irgend  einer  Stelle  s  des  Randes  rückt. 

Demgemäss  ist  V  eine  Function,  welche  [wie  aus  (2.),  (3.) 
ersichtlich]  innerhalb  der  Kreisfläche  den  Potentialbedingungen  (1.) 
entspricht,  und  welche  gleichzeitig  (wie  aus  (4.)  ersichtlich!  am 

Hände  dieser  Flüche  den  constanten  Werth  ~  besitzt.  Hieraus 

aber  folgt  nach  bekanntem  Satz2),  dass  U  auf  der  Kreisflüche 

allenthalben  constant,  also  allenthalben  =  ist. 

Dieses  Resultat  ist,  wie  ein  Blick  auf  die  Function  Ufi.) 
zeigt,  voll  kommen  absurd;  und  der  innere  Grund  dieser 
Absurdität  liegt  in  der  Unrichtigkeit  oder  wenigstens  nur  be- 
dingten Richtigkeit  der  Formel  (4.). 


1)  Um  diesen  Werth  V  als  Handwerth  kenntlich  zu  machen,  ist  das 
V  mit  einem  horizontalen  Strich  versehen  worden. 

t)  Vgl.  z.  B.  meine  »Untersuchungen  über  das  Logarithmische  und 
Newton' »che  Potential«  (Leipzig,  bei  Teubner,  1877}  Seite  41,  Nr.  30. 
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Nmi  MkTHODF  ZIR  RPIIUCTION  GEWISSER  PoENTlALAUFGABEN.  3 


In  der  That  ist  die  Formel  (i.)  durch  die  angestellten  Be- 
trachtungen nur  für  solche  Randpuncle  s  constatirt,  welche  vom 
festen  Puncte  a  durch  irgend  welche  (wenn  auch  noch  so  kleine) 
Zwischenräume  gelrennt  sind ,  während  das  Verhalten  der 
Function  U  in  a  selber  noch  einer  nahern  Untersuchung  bedarf. 
Zu  diesem  Zwecke  construire 
man  [vgl.  die  beistehende  Fi- 
gur, in  welcher  ad  den  Durch- 
messer des  gegebenen  Kreises 
vorstellt]  irgend  einen  Hülfs- 
kreis, der  den  gegebenen  Kreis 
in  o  berührt.  Lässt  man  nun 
den  Punct  i  längs  dieses  Hülfs- 
kreises  ria  sich  fortbewegen, 
so  folgt  aus  (3.)  : 

,j        cos  &  1 

d.  i. 

falls  nämlich  D  den  Durchmesser  des  HUlfskreises  hezeichnet. 
Somit  wird  also  V  den  constanten  Werth      besitzen ,  und  mit 

diesem  conslanlen  Werth  in  a  eintreffen,  sob.ild  man  den  va- 
riablen Punct  i  längs  des  HUlfskreises  weiter  und  weiter  fort- 
wandern und  schliesslich  nach  a  gelangen  lässl.  Solcher  Hülfs- 
kreise,  die  innerhalb  des  gegebenen  Kreises  liegen ,  und  den 
letzlern  im  Puncte  a  berühren ,  giebt  es  offenbar  unendlich 
viele;  und  jeder  dieser  Hülfskreise  liefert  für  die  Function  U 
im  Puncte  a  einen  andern  Werth ,  nämlich  einen  Werth ,  wel- 
cher gleich  ist  dem  reciproken  Werth  seines  Durchmessers.  Die 
Durchmesser  jener  Hülfskreise  variiren  aber  zwischen  C  und  0. 
Folglich  wird  die  Function  U  im  Puncte  a ,  je  nach  dem  Wegey 
auf  welchem  man  i  nach  a  rücken  lüsst,  alle  möglichen  Werthe 

zwischen       und  oo  annehmen  können. 
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C.  Neuhann, 


§  2- 

Heber  die  Im  Vorhergehenden  betrachtete  Fnnetlou  U,  welche 
für  die  weiter  folgende  Untersuchung1  toii  Wichtigkeit  ist. 

Um  anzudeuten,  dass  die  Functionen  jT,  U,  (2.),  (3.)  auf 
die  Puncto  /,  a  siel»  beziehen  ,  wird  es  angemessen  sein  ,  die 
betreffenden  Indices  beizufügen,  also  zu  schreiben: 


(5.) 


1  7'.' 


oder,  falls  i  nach  s  rUckl: 

(6.)  Vi  =  -1 . 

Öl' 

Wir  wollen  nun  gegenwärtig  statt  der  Kreisfläche  eine 
beliebig  gegebene  Fläche  3  unserer  Betrachtung  zu  Grunde 
legen  ,  mithin  unter  a  und  &  irgend  zwei  Puncle  am  Rande 
dieser  Fläche,  ferner  unter  v  die  in  o  errichtete  innere  Normale 
des  Randes  verstehen.  Und  zwar  wollen  wir  unsere  Aufmerk- 
samkeit richten  auf  diejenigen  Werlhe,  welche  die  Function  (6.) 
durchläuft,  wenn  man  o  festhält,  und  s  variiren  lässl,  oder 
umgekehrt  s  festhält,  und  a  sich  ändern  lässt.  Dabei  mag  der 
jedesmal  festgehaltene  Punct  durch  Einklammerung  (  )  kennt- 
lich gemacht  werden. 

Offenbar  ist  [vgl.  (3.)]: 

m  \      ITs         COS  g    1 

l'-J      U0  p  ~ßy 

wo  0-,  E,  D  die  aus  der 
nebenstehenden  Figur  er- 
sichtlichen Bedeutungen 
haben.  Sind  also  s,  o,  v 
gegeben,  so  hat  man,  um 
den  zu  gehörige n Werth  der 
Function  (7.)  zu  finden, 
auf  der  Linie  os  im  Puncle  s  ein  Perpendikel  zu  errichten, 
und  den  Schnittpunct  %  dieses  Perpendikels  mit  der  Nor- 
male v  zu  markiren;  das  so  erhaltene  Segment  (öt)  =  D 
repräsentirt  alsdann  den  reeiproken  Werth  der  Function. 
Oder  kurzer  ausgedrückt  :  Man  hat  einen  die  Randcurve  in  o 
berührenden  und  durch  s  gehenden  Htilfskreis  zu  construiren; 


r 


Fig.  3. 
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Neue  Methode  zur  Reduction  gewisser  Potentialaifgabe*.  5 

der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  alsdann  der  reeiproke  Werth 
der  Function.  —  Uieraus  ergiebt  sich,  was  die  Werthe  U*0) 
betrifft,  die  Rogel : 

Man  bringe  mit  der  gegebenen  Randcurve  im  festen 
Piincte  a  einen  Kreis  in  Berührung,  und  lasse  die 
Grösse  dieses  Kreises  in  solcher  Weise  variiren,  dass 
derselbe  jederzeit  hindurchgeht  durch  den  in  lie- 
ft.) wegung  begriffenen  Punct  s.  Alsdann  wird  der  dem 
Puncte  s  entsprechende  Werth  von 

l(o) 

in  jedem  Augenblick  dargestellt  sein  durch  den  re- 
eiproken  Durchmesser  jenes  Kreises. 

Kommt  s  dem  festen  Punct  o  unendlich  nahe,  so  geht 
offenbar  der  genanule  Kreis  über  in  den  Krümmungskreis  der 
Randcurve.  Folglich  ist  U{°0)  gleich  dem  reeiproken  Durchmesser 
des  Krümmungskreises  jener  Curve  im  Puncte  a.  Auch  erkennt 
man  sofort >  dass  die  Werthe  der  Function  U{$0)  bei  fortschrei- 
tendem s  durchweg  stelig  aufeinander  folgen,  falls  nur  jene 
Curve  allenthalben  von  stetiger  Krümmung  ist. 

Was  andrerseits  die  Function  Ua  betrifft,  so  gelangt  man 
zu  folgender  ebenfalls  sehr  einfachen  Regel : 

Man  lasse  auf  der  gegebenen  Randcurve  einen  Kreis 

von  veränderlicher  Grosse  fortrollen,  dessen  Peripherie 

fortwährend  durch  den  festen  Punct  s  geht.  Alsdann 

.  wird  der  Werth  von  M 

l9-)  U0S) 

für  den  augenblicklichen  Berührungspunct  o  stets 
ebensogross  sein  ,  wie  der  augenblickliche  reeiproke 
Durchmesser  jenes  Kreises. 

Rückt  a  an  den  festen  Punct  s  unendlich  nahe  heran,  so 
verwandelt  sich  dieser  Kreis  in  den  Krümmungskreis  der  Rand- 
curve. Folglich  ist  UsS)  identisch  mit  dem  reeiproken  Durch- 
messer des  Krümmungskreises  jener  Curve  im  Puncte  s.  Auch 
übersieht  man  leicht,  dass  siimmtliche  Werthe  der  Function 
stetig  aufeinander  folgen,  falls  nur  jene  Curve  Uberall  von 
stetiger  Krümmung  ist. 
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C.  Neumann, 


§  3. 

Darlegung  der  neuen  Methode  für  eine  Flüche  3  <  deren  Hand  - 
curve  a  überall  von  stetiger  Krümmung  ist. 

Es  sei  i(xfy)  ein  variabler  Punct  im  Innern  der  gegebenen 
Flache  3;  und  es  handele  sich  um  die  Ermittelung  einer  von 
diesem  Punct  abhängenden  Function 

,  welche  auf  der  Fläche  3  den  Polentialbedin- 
^0  \  gungen  (\.)  entspricht,  und  ausserdem  am  Rande  der 

v  Flüche  vorgeschriebene  Werthe  besitzt.  Diese 

vorgeschriebenen  Werthe  seien  bezeichnet  mit  f. 

Wir  betrachten  die  innere  Seite  der  gegebenen  Randcurve  a 
als  die  positive,  breiten  auf  a  eine  Doppelbelegung  aus  vom 
f 

Momente     ,  und  bezeichnen  das  Potential  dieser  Belegung  auf 

irgend  einen  innern  Punct  i  oder  auf  irgend  einen  Randpunct  s 
mit  Hr,  resp.  Ws.    Alsdann  ist: 

(42.)  Ws  =  ^julf0do, 

wo  da  ein  Element  der  gegebenen  Randcurve  vorstellt,  fa  den 
in  da  vorhandenen  Werth  von  f  bezeichnet,  und  U%oi  Vi  die 
Functionen  (5.),  (6.)  repräsentiren.    Ferner  ist  alsdann: 

(13.)  Wis  =  W,  +  fsi 

falls  mimlich  Wis  den  Werth  von  W  in  einem  Puncte  i  vor- 
stellt, der  dem  Randpuncte  s  unendlich  nahe  liegt1). 

Solches  vorangeschickt,  machen  wir  für  die  unbekannte 
Function  <t>,  folgenden  Ansatz  : 

(U.)  <t>,=  Wi-^fHif.do, 

wo  a  den  Ort  des  Elementes  da  bezeichnet,  und  H%0  eine  noch 
disponible  stetige  Function  der  beiden  Puncte  a,  i  vorstellen  soll. 
Alsdann  ergiebt  sich,  falls  man  i  nach  irgend  welcher  Rand- 
stelle s  wandern  lässt: 


1)  Näheres  über  die  Formeln  (H .) ,  (12.),  (13.)  findet  man  in  dem 
citirten  Werke  Seite  139;  wobei,  was  die  Formel  (13.)  betrifft,  zu  be- 
achten ist,  dass  im  gegenwärtigen  Fall  die  Grösse  «,  durchweg  =  0  ist, 
weil  die  gegebene  Randcurve  nach  unserer  Voraussetzung  von  überall 
stetiger  Krümmung  sein  soll. 
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(i5.)  <t>s  =  wis-±fii;/ado, 

d.  i.  nach  (13.)  : 

(<«•)       *.-r.  +  w,-±fii:r.d«, 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (48.): 

Aus  (44.)  folgt,  dass  <l>  den  auferlegten  Potentialbedingungen 
genügt,  sobald  man  //  (d.  i.  H9)  denselben  entsprechen  lagst. 
Und  aus  (17.)  folgt,  dass  <l>  die  vorgeschriebenen  Kandwerlhc 
besitzt ,  sobald  man  //  der  Bedingung  unterwirft : 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat: 

Gelingt  es  für  jeden  gegebenen  Randpunet  (ff)  eine  von 
dem  variablen  Panel  i  [x,  y)  abhängende  Function  ll[0) 
zu  finden,  welche  auf§  den  Potentialbedingungen  (1.) 
entspricht,  und  welche  gleiehzeitig  am  Rande  von  3 
die  in  (8.)  besprochenen  stetigen  Werthe  U*0)  be- 
sitzt, also  der  Bedingung  entspricht  : 

so  wird  die  Lösung  des  Problemes  (10.)  dargestellt 
sein  durch  die  Formel  (14.)  : 

eine  Formel ,  welche  mit  Rücksicht  auf  (11.)  auch  so 
geschrieben  werden  kann  : 

wo  U„  die  Function  (5.)  bezeichnet. 

Beispiel.    Ist  3  eine  Kreisflache  vom  Durchmesser  C,  so 

wird,  nach  (8.),  £/„(s)  =  ^— ;   so  dass  also  üL)  eine  Function 

von  /(.z*,  ,y)  sein  muss,  welche  auf  der  gegebenen  Kreisflache 
den  Potentialbedingungen  (1.)  entspricht,  und  am  Rande  den 

constanten  Werth       besitzt.    Hieraus  aber  folgt,  dass  diese 

Function  auf  dor  Kreisfläche  allenthalben  den  constanten 
Werth  besitzen  muss,  und  dass  also  die  Lösung  (21.)  uusers 
Problems  im  gegenwärtigen  Fall  folgende  Gestalt  gewinnt: 
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(**•>       *<-^/(tf-ir)Arf»;  - 

eine  Formel,  zu  der  ich  bereits  früher  auf  anderem  Wege) 
gelangt  war1). 

§  *. 

Ueber  den  besondern  Fall,  dass  die  am  Rande  ?on  3  vor- 
geschriebenen Werthe  /  daselbst  unstetig  sind. 

Um  die  Hauptsache  deutlich  hervortreten  zu  lassen,  be- 
schränken wir  uns  auf  einen  möglichst  einfachen  Fall,  indem  wir 
annehmen ,  dass  die  Handcurve  durch  zwei  gegebene  Puncte  </,  h 
in  zwei  Theile  a'und  a"  zerfällt,  und  dass  f  auf  a'  Uberall  stetig, 
andererseits  auf  &'  Uberall  Null  sei.  Alsdann  stossen  in  g  von 
beiden  Seiten  her  zwei  verschiedene  Werlhe  fg  und  0  zu- 
sammen ;  ebenso  in  h  zwei  Werthe  fh  und  0 ;  so  dass  also  f 
in  jenen  Stellen  g,  h  mit  UnStetigkeiten  oder  (besser  ausge- 
drückt) mit  gewissen  endlichen  Differenzen  behaftet  ist. 

In  diesem  Falle  wird,  falls  wir  genau  denselben  Gang 
einschlagen  wie  im  vorhergehenden  §,  die  Formel  (13.) 
(23)  Wis  =  W,  +  f, 

nur  für  solche  Puncte  s  gelten,  welche  von  g  und  h  verschieden 
sind,  hingegen  für  die  Puncte  g  und  h  selber  durch  folgende 
Formeln  zu  ersetzen  sein :  2) 

W,„  =  W„  +fh  (<  -  |)  , 

wo  A  und  A'  die  Azimuthe  vorstellen,  unter  denen  die  un- 
endlich kleinen  Linien  gi  und  hi  gegen  die  positive  (d.  i. 
innere)  Seite  der  Curve  a  geneigt  sind.  —  Demgemäss  wird 
die  Formel  (16.) 

(25.)  <t>is  =  fps  \VS  -  -///*  f0  da 

im  gegenwartigen  Fall  ebenfalls  nur  auf  solche  Puncte  s  anwend- 
bar sein,  welche  von  g  und  h  verschieden  sind,  hingegen  für 
g  und  h  selber  zu  ersetzen  sein  durch  folgende  Formeln: 

(26)  % = h  0  -  ~)  +  w*  -  ii S f'd°> 

*i*  -  A  («  -  *)  +  *k  ~  y«}f.  da. 


i)  Vgl.  die  Math.  Annalen,  Bd.  3,  Seite  336,  Formel  (26.). 
1)  Vgl.  das  citirte  Werk  Seile  178,  Nr.  63. 
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Disponirt  man  also  über  die  Function  //  genau  in  derselben 
Weise  wie  früher,  so  wird  man  vermöge  der  Formel  (20.)  oder  (21 .) 
zu  einer  Function  <t>,  gelangen,  welche  auf  der  gegebenen  Fläche  3 
den  Potentialbedingungen  (1.)  entspricht,  und  deren  Randwcrthe 
sich  darstellen  durch  die  Formeln: 


wo  unter  deu  5  sämmlliche  Randpuncte  mit  Ausnahme  von  g  und  h 
zu  verstehen  sind.  —  Ks  wird  also  diese  Function  <t>  in  allen 
von  g  und  Ii  verschiedenen  Punclen  s  die  vorgeschriebenen  Rand- 
wcrthe /'  besitzen ,  hingegen  in  jedem  der  Puncto  h  unend- 
lich viele  Werthe  haben,  welche  abhangen  von  dem  Wege,  auf 
welchem  man  einem  solchen  Punct  sich  nähert.  Und  zwar  wird 
die  Gesammtheit  der  in  g  möglichen  Werthe  zwischen  fg  und  0, 
die  Gesammtheit  der  in  h  möglichen  Werthe  zwischen  fh  und  0 
liegen. 


Die  Debertragbarkeit  der  angestellten  Betrachtungen  auf  die 
Theorie  des  Newton'scheu  Potentials  Im  Räume. 

In  meinem  mehrfach  citirten  Werke  über  das  Logarithmische 
und  Newton'sche  Potential  habe  ich  (auf  Seile  128  in  Nr.  19) 
einen  gewissen  Satz  für  Ebene  und  Raum  ausgesprochen ,  dessen 
Gültigkeit  ich  durch  eine  spätere  Berichtigung  (Seile XVI  des  ge- 
nannten Werkes)  auf  den  Fall  der  Ebene  einschränken  zu  müssen 
glaubte.  Zu  aufrichtigem  Danke  bin  ich  Herrn  Professor  Heltrumi 
verpachtet,  der  kürzlich  durch  eine  briefliche  Miltheilung  mich 
darauf  aufmerksam  zu  machen  die  Güte  hatte,  dass  jener 
Satz  bei  genauerer  Untersuchung  auch  für  den  Raum  sich 
bewahrheite. 

Hieran  knüpft  sich  die  Aussicht,  die  in  den  vorhergehen- 
den §§  angestellten  Betrachlungen  vielleicht  auch  auf  den  Raum, 
d.i.  auf  die  Theorie  des  Newton'schen  Potentials  übertragen  zu 
können. 


(27.) 


§  5- 
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C.  Heumann,  lieber  zwei  von  Green  gegebene  Formeln.*) 

Bezeichnet  man  mit  o  eine  geschlossene  Flüche  mit  der 
innern  Normale  v,  und  bezeichnet  man  feiner  irgend  welche 
Puncto  ausserhalb,  auf  und  innerhalb  a  respective  mit  a,s  und  i, 
so  lauten  die  in  Rede  stehenden  Formeln  folgendermassen : 

Hier  sind  ra,  T'  die  reciproken  Entfernungen  der  Puncte  a,  i 
vom  Kiemente  da;  ferner  isl  /*  =2;  endlich  repräsentirt  0  das 
Potential  irgend  welcher  ausserhalb  a  gelegener  Massen  auf 
einen  variablen  Punct,  so  dass  also  <t>,  den  Werth  dieses  Po- 
tentials im  Puncte  i  bezeichnet,  während  das  unter  dem  In- 
tegralzeichen enthaltene  <t>  den  Werth  desselben  an  der  Stelle 
des  Elementes  da  bezeichnet1). 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe ,  denjenigen  Werth  zu  ermitteln, 
welchen  das  Integral  (1.)  oder  (2.)  besitzt,  wenn  man  daselbst 
statt  des  Punctes  a  oder  i  einen  auf  o  gelegenen  Punct  s  erwählt. 
Dabei  mag  der  Fall  mit  berücksichtigt  werden,  dass  die  gegebene 
Flüche  a  mit  Kanten  oder  Ecken  behaftet  isl,  so  dass  also  der 
zu  wählende  Punct  s  möglicher  weise  in  einer  solchen  Kante  oder 
Ecke  liegt. 

Benutzen  wir  also  den  Buchstaben  x  als  Collectivbezeich- 
nung  für  sämmtliche  Puncte  a,  s,  i  und  setzen  wir: 

(3.)  üx  =  Wx-VXi 

»J  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am 
II.  Marz  4  878. 

IJ  Vgl.  das  im  vorhergehenden  Aufsatz  citirle  Werk ,  Seite  \  9.  Es 
wird  zweckmässig  sein,  den  Werth  h  =  2  in  die  obige  Formel  (8.)  nicht 
zu  substiluiren,  um  auf  solche  Weise  die  Uebertraybarkeil  unserer  Be- 
trachtungen auf  den  Kall  der  Ebene,  wo  A  —  t  ist,  zu  erleichtern. 


Diqitized  by  Go 


Uebek  zwei  von  Gbeen  «kgebene  Formeln.  11 
so  handelt  es  sich  um  den  Werth  von  Us .   Aus  (3.)  folgt: 

(6.)  U,   =  Ws   -  VSJ 

{]■    —  W    —  V 

^ts  —   ir  ts         r  tS  ) 

wo  as  einen  Punct  a  bezeichnet,  der  unendlich  nahe  an  s  liegt, 
ebenso  is  einen  Punct  f ,  der  gleichfalls  unendlich  nahe  an  s 
sich  befindet.  Zufolge  (1.),  (2.)  ist  Uns  =  0  und  If^ts^, 
d.i.  =  0Ä  .  Ferner  ist  nach  (4.)  V  das  Potential  einer  auf  a 
ausgebreiteten  einfachen  Belegung,  mithin  Vas  =  Vis  =  Vs. 
Somit  erhallen  die  Formeln  ((>.}  die  einfachere  Gestalt: 

o  =  w„  ,  -v„ 

(7.)  Os  =  Ws  -V„ 

O  =  \v.    —  y  . 

woraus  durch  Subtraclion  folgt : 
,g  ,  0  -  17,  -  Wa,  -  Wt , 

1  *.-«/,  =     -  w, 

Nun  reprasentirt  (5.)  das  Potential  einer  auf  a  aus- 
gebreiteten Doppelbelegung  vom  Momente 

<9->  "  =  ,4^; 

und  hieraus  ergiebt  sich  nach  bekannten  Salzen  ']  : 

ihn 


(40.) 

wo  as  das  supplementäre  Winkelmaass  der  Fläche  a  im  Puncte  s 
bezeichnet.  Durch  Substitution  der  Werthe  ilO.)  in  die  erste 
der  Formeln  (8.)  folgt : 

^5  ihn      ^s         \i.  ihnJ^S' 

und  durch  Substitution  jener  Werthe  (10.)  in  die  zweite  der 
Fromeln  (8.)  gelangt  man  zu  genau  demselben  Resultat.  Gombinirt 
man  dieses  Resultat  mit  den  schon  früher  Uber  Uas  und  Uis 
gemachten  Bemerkungen,  so  erhält  man  die  Formeln: 

1)  Vgl.  (las  citirlc  Werk  Seile  139;  wobei  zu  bemerken .  dass  im 
gegenwärtigen  Fall  die  innere  Normale  v  der  Fläcbe  zur  positiven  Nor- 
male gewählt  ist. 
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lJi  s  —  ■ 

Liegt  also  z.  B.  s  weder  in  einer  Kante  noch  in  einer  Ecke  der 
Fläche,  so  wird  «Ä  =  0,  und  folglich  Us  das  arithmetische 
Mittel  zwischen  Uas  und  Uis. 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen  :  Das  Integral 

besitzt  auf  der  Fläche  a  dreierlei  Werthc,  einen  auf  ihrer  äussern 
Seile,  einen  zweiten  direct  au/'  der  F/äcÄe  setöer,  und  einen 
dritten  auf  ihrer  innern  Seite.  Geber  diese  drei  Werthc  geben 
die  Formeln  (12.)  hinreichende  Auskunft. 


C.  Heumann,  lieber  die  Zusammensetzung  der  nach  dem 
Weber' sehen  Gesetz  sich  ergebenden  Beschleunigungen.*) 

Es  seien  m,  Jf,  M\  drei  in  gerader  Linie  liegende  Massen- 
puncle,  und  zwar  sei  m  längs  dieser  Linie,  welche  als  x-Axe 
des  Coordinatensystems  dienen  mag,  frei  beweglich,  während 
M  und  Mx  feste  Lagen  besitzen;  wie  solches  angedeutet  sein  mag 
durch  folgende  Figur,  in  welcher  0  den  Anfangspunct  des  Co- 
ordinatensystems, und  x  die  Abscisse  des  Punctes  m  bezeichnet: 

M  Mi 
 •  

Bei  Zugrundelegung  des  Weber'schen  Gesetzes  wird  alsdann  die 
von  M  auf  m  in  der  Richtung  der  x-A\o  ausgeübte  Kraft  den 
Werth  haben  A  -h  Bx",  wo  A  und  B  gewisse  Functionen  von 
x,  x  sind,  auf  deren  genauere  Werlhe  es  hier  nicht  weiter  an- 
kommt; desgleichen,  wird  die  von  3^  auf  m  ausgeübte  Kraft 


*)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergehen  in  der  Sitzung  am 
H.  März  4878. 
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den  Werth  haben  Ax  Bx  x",  wo  Ax  und  Bx  wiederum 
Functionen  von  x,  x'  sind.  Dabei  bezeichnet  ./•'  die  augen- 
blickliche Geschwindigkeit,  und  x"  die  augenblickliche  Be- 
schleunigung des  Puncles  m. 

Demgemiiss  ergeben  sich  für  die  Bewegung  des  Puncles  w, 
jenachdem  derselbe  der  alleinigen  Wirkung  von  My  oder  der 
alleinigen  Wirkung  von  Mx  ,  oder  endlich  der  gleichzeitigen 
Einwirkung  ro/i  M  und  Mx  unterliegt,  der  Keine  nach  die 
Differentialgleichungen : 

(4.)  mx"  =  A  +  Bx\ 

(2.)  mx"  =  Bxx", 

(3.)  •  mx"  ^{A  +AX)  -f-  {B+Bt)af; 

denen  man  offenbar  auch  folgende  Gestalt  geben  kann  : 

(*•)  •'••'  =  „,-'«,. 

(3.)  x"  =     A+A]  . 

Die  letzten  Formeln  zeigen  deutlich,  dass  das  /  im  Falle  (3.) 
keineswegs  die  Summe  derjenigen  Werthe  ist,  welche  x"  in 
den  Fällen  (1.)  und  (2.)  besitzt.  Somit  ergiebt  sieh  folgendes 
beachtenswerthe  Resultat : 

Hält  man  bei  Zugrundelegung  des  Weber  sehen  Gesetzes  an 
dem  Grundsatze  fest,  dass  gleichgerichtete  Kräfte  sich  durch 
Addition  zusammensetzen ,  so  wird  derselbe  Grundsatz  für  die 
Beschleunigungen  nicht  mehr  gelten. 

Oder  genauer  und  zugleich  allgemeiner  ausgedrückt: 
Hält  man  bei  Anwendung  des  Weber'schen  Gesetzes  an  dem 
Grundsatze  fest,  dass  die  auf  einen  beweglichen  Punct  aus- 
geübten Kräfte  nach  der  Hegel  des  Parallelogramms  sich  zu- 
sammensetzen,  so  wird  dieser  Grundsatz  nicht  mehr  gelten  für 
die  Be8chleutligungen,  welche  jenem  Punct  durch  ver- 
schiedene Ursachen  eingeprägt  werden. 
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HerrBruhns  legt  2  Tafeln  mit  Zeichnungen  von  Mars  und  dem 
Zodiakallicht  von  Herrn  Weinek  vor  und  theilt  darüber  mit:  *) 

Der  Observator  der  hiesigen  Sternwart«»,  Herr  Weinek,  hat 
während  der  letzten  Mars-Opposition  von  diesem  Planelen  am 
Szolligen  Aequatoreal  mit  geübter  Hand  drei  Zeichnungen  an- 
gefertigt, deren  Publication  zur  Vergleichung  mit  ähnlichen 
Aufnahmen  anderer  Sternwarten  Werth  besitzt.  Ausserdem  hat 
er  auf  seiner  Bückreise  von  der  Kerguelen-Insel ,  wohin  er  zur 
Beobachtung  des  Venusdurchganges  1874  entsendet  worden ,  in 
den  Tropen  das  Zodiakallicht  beobachtet  und  gezeichnet.  Beides 
lege  ich  im  Folgenden  vor.  Herr  Weinek  bemerkt  dazu : 

Fig.  1  stellt  das  Zodiakallicht  dar,  wie  ich  es  am  8.  März  1875 
8  Uhr  Abends  auf  der  Bückreise  von  Kerguelen  zwischen  Mau- 
ritius und  den  Seychellen-Inseln  in  12°  42'  südlicher  Breite 
und  3h  42m  östlicher  Länge  von  Greenwich  vom  Passagier- 
dampfer aus  aufgenommen.  Die  Spitze  konnte  noch  über  die 
Linie  Plejaden-Aldebaran  verfolgt  werden.  Die  Begrenzung  des 
Lichtes,  so  weit  von  einer  solchen  die  Bede  sein  kann,  war 
im  Allgemeinen  eine  ziemlich  deutliche;  die  Intensität  desselben 
glich  nahe  jener  der  grösseren  Capvvolke  und  hatte  ihr  Maximum 
in  etwa  zwei  Drittel  der  Breite  gegen  die  Plejaden  hin.  Ins  Auge 
füllend  schien  das  Abbiegen  der  Begrenzung  nach  aussen  gegen 
den  Horizont  hin.  In  der  Zeichnung  ist  die  Conslellalion  der 
Sterne  nach  der  Karte  wiedergegeben  und  deren  Helligkeit 
durch  grossere  oder  kleinere  Scheibchen  angedeutet.  Die  Ge- 
sammtnüancirung  des  Bildes  nimmt  wesentlich  auf  den  Cha- 
rakter einer  tropischen  Nacht  Büeksicht. 

Ueber  die  relative  Helligkeit  des  Zodiakallichtes  zu  anderen 
Objeclen  finde  ich  noch  folgende  Notiz  vom  9.  März  1875 
(Breite  —  8°  15',  Länge  dieselbe):  Mond  1^8  alt.  35  Minuten 
nach  Sonnenuntergang  (oberer  Band  Gh  17m  mittl.  Ortszeit)  die 


»)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  4  5.  Dee.  1877,  zum  Druck  über- 
geben am  4.  Febr.  1878. 
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unbeleuchtete  Scheibe  mit  freiem  Auge  zu  sehen;  70  Minuten 
nach  Untergang  das  Zodiakallicht  deutlich  wahrzunehmen, 
10  bis  15  Minuten  früher  die  grössere  Capwolke.  Anfügend  sei 
noch  bemerkt,  dass  die  dunkle  Seite  des  Mondes  noch  am  Abend 
des  12.  März  (Breite  -+-0°50',  Länge  dieselbe)  —  Alterdesselben 
4^8  —  mit  freiem  Auge  wahrgenommen  werden  konnte. 

Fig.  2 ,  3  und  4  sind  Zeichnungen  des  Mars ,  die  ich  hier 
am  8zölHgen  Aequatoreal  bei  1 92 facher  Vergrößerung  wahrend 
der  diesjährigen  Opposition ,  soweit  meine  Zeit  nicht  von  der 
Beobachtung  des  Planeten  am  Meridiankreis  beansprucht  war, 
und  der  Luflzusland  ein  rationelles  Zeichnen  zuliess,  angefertigt. 
Dabei  kam  es  mir  wieder  wesentlich  darauf  an,  das  Gesehene 
mit  möglichster  Treue  zu  reproduciren  und  namentlich  auf  das 
Verhältniss  der  Nüancirung  des  Planeten  in  seinen  Theilen  zum 
Himmelsgrunde  zu  achten.  Am  21.  Sept.  wunderte  es  mich, 
fast  denselben  Charakter  der  Marslandschaft  wie  am  8.  Sept. 
zu  finden;  am  26.  hingegen  Abends  9|  Uhr,  aufmerksam  ge- 
macht durch  Herrn  Peter,  beobachtete  ich  einen  ganz  ver- 
änderten Anblick  des  Mars.  Die  mittlere  Schattirung  der 
Scheibe  fehlte  ganz,  dagegen  präsentirten  sich  in  \  Mars- 
durchmesser vom  Südpole  zwei  scharf  markirte  grosse  Flecken, 
.  die  gegen  diesen  Pol  hin  von  einzelnen  kleineren  Flecken  be- 
gleitet schienen.  Die  Meridianbeobachtung  verzögerte  leider 
ein  Zeichnen,  das  endlich  später  des  verschlechterten  Luft- 
zuslandes wegen  aufgegeben  wurde.  Am  29.  Sept.  gelang  es 
schliesslich,  eine  zum  26.  Sept.  ähnliche  Configuration  zu  lixiren, 
welche  in  Fig.  4  gegeben  ist.  —  Im  Allgemeinen  ist  hier  der 
Luftzustand  einem  exaefen  Zeichnen  wenig  günstig. 
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rechmtng  bei  einer  einzigen  unabhängigen  Variabein .*) 

In  meinen  früheren  Arbeiten  über  die  Kriterien  des  Maxi- 
mums und  Minimums  der  einfachen  Integrale  habe  ich  nach 
dem  Vorgange  von  Gklbsch ')  als  das  allgemeinste2)  Problem  der 
Variationsrechnung,  in  welchem  nur  eine  einzige  unabhängige 
Variable  auftritt,  stets  die  folgende  Aufgabe  angenommen  : 

A.   Ulan  soll  die  den  m  Differentialgleichungen  \.  0. 

<Pi  =  0  i  <Pi  =  0  ,  •  •  •  9>m  =  0  [m  <  n) 

unterworfenen  Variabein  y{  ,  y2 ,  ...  yu  als  Functionen  von  x  so 
bestimmen ,  dass  das  Integral 


ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Ich  habe  aber  dann  ,  um  die  Aufgabe  zu  einer  bestimmten 
zu  machen,  die  weitere  Festsetzung  hinzugefügt:  dass  siimmt- 
fiche  n  Functionen  //, ,  y2l  .  .  .  yn  in  den  beiden  gegebenen  Grenzen 
x0  und  xx  gegebene  Werthe  annehmen  sollen. 

Dos  hiermit  vollständig  bestimmte  Problem  enthält  nun 
allerdings  alle  diejenigen  Aufgaben  der  Variationsrechnung  als 
specielle  Fülle,  in  denen  die  Grösse,  die  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum werden  soll,  direkt  durch  ein  bestimmtes  einfaches  In- 
tegral deßnirt  wird,  oder  präeiser  ausgedrückt,  in  denen  sich 
diese  Grösse  als  das  Integral  eines  Diflerentialausdruckes  dar- 
stellen lässt ,  der  nicht  an  und  für  sich  ein  vollständiges  Diffe- 
rential ist.  Allein  durch  die  hinzugefügte  Grenzbedingung 
wird,  was  ich  früher  übersehen  hatte,  diejenige  Classe  von 

*)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  3.  Juni 


4)  Borchardt's  J.  55,  p.  336. 

2)  Es  handelt  sich  selbstverständlich  immer  nur  um  solche  Probleme, 
auf  welche  die  allgemeinen  Methoden  der  Variationsrechnung  anwendbar 
sind. 


y  n  )  d  >T 


1878. 
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Problemen  des  Maximums  und  Minimums  von  vornherein  aus- 
geschlossen, bei  denen  zwischen  jener  Grösse  und  anderen  un- 
bekannten Functionen  nur  eine  oder  mehrere  Differential- 
gleichungen gegeben  sind.  Als  den  allgemeinsten  Ausdruck 
dieser  Galtung  von  Problemen  ,  mit  denen  sich  bereits  Euler 
und  Lagrange  1)  und  ganz  besonders  auch  (in  einer,  an  der  Kö- 
nigsberger Universität  gehaltenen  Vorlesung)  Jacobi  beschäftigt 
haben,  kann  man  die  folgende  Aufgabe  betrachten: 

I.  Geyeben  sind  zwischen  der  unabhängigen  Variabein  x 
und  den  n  unbekannten  Functionen  yx  ,  y2  >  ...  y„  vi  Differential- 
gleichungen I.O. 

1)  </>,  =  0  ,  ^  =  0  ,  . . .  tpm  =  0  ,  (m  <  n) . 

Es  handelt  sich  darum,  diese  Functionen  so  zu  bestimmen ,  dass 
wahrend  den  Functionen  y2l  ...  yn  für  zwei  gegebene  Werthe  x0 
und  a?,  (>x0)  von  x  gegebene  Werthe  vorgeschrieben  sind,  die 
Function  y,  für  x  =  .t0  einen  gegebenen  Werth  erhalte  und  für 
x  =  xx  ein  Maximum  oder  Minimum  werde. 

Sieht  man  ab  von  den  Grenzbedingungen,  so  entspricht 
diese  Aufgabe  demjenigen  speciellen  Falle  des  Problems  A.,  in 
welchem  die  Function  f  sich  auf  den  Differentialquotienten  y{ 
reducirt.  Aber  das  Problem  l.  würde  jeden  Sinn  verlieren, 
wenn  man  in  demselben  der  Function  y,  auch  für  x  =  xx  einen 
gegebenen  Werth  vorschreiben  wollte.  Dasselbe  kann  also  nicht 
als  ein  specieller  Fall  des  Problems  A.  aufgefasst  werden,  sobald 
man  diesem  die  oben  angegebenen  Grenzbedingungen  hinzuge- 
fügt hat,  während  sich  umgekehrt  das  durch  diese  Grenzbe- 
dingungen bestimmte  Problem  A.  sofort  als  ein  specieller  Fall 
des  Problems  I.,  nur  mit  einer  unbekannten  Function  mehr, 
ausweist. 

Die  allgemeinen  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums, 
wie  ich  sie  früher  für  alle  Probleme  der  Form  A.  entwickelt 
habe,  die  bei  festen ,  aber  unbestimmten  Grenzwerthen  von  x, 
y, ,  .  ..  yn  lösbar  sind,  können  daher  unmöglich  die  Kriterien 
des  Maximums  und  Minimums  auch  für  das  Problem  I.  enthalten. 
Dieses  allgemeinste  Problem  der  Variationsrechnung  .bei  einer 
unabhängigen  Variabein  bedarf  vielmehr  einer  besonderen  Be- 
handlung. Eine  solche  zu  versuchen  und  damit  eine  Lücke  in 


4)  Lagrange  Oeuvres  I  p.  354,  II  p.  40. 

Math.-phyn.  CUsse.  1878.  2 
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meinen  früheren  Arbeiten  auszufüllen,  ist  der  Zweck  der  vor- 
gelegten Miltheilung.  Es  ist  jedoch  klar,  dass  viele  Eigenschaf- 
ten des  Problems  A.  auch  dein  Problem  L  gemeinsam  sein  wer- 
den. Aus  diesem  Grunde  wird  ein  näheres  Eingehen  nur  da 
nöthigsein,  wo  die  beiden  Probleme  wesentlich  von  einander 
abweichen,  während  wegen  aller  derjenigen  Punkte ,  die  sich 
in  beiden  auf  ganz  analoge  Weise  erledigen  lassen,  auf  den  Auf- 
satz „lieber  die  Krilerien  des  Maximums  und  Minimums  der  ein- 
fachen Integrale4'  Bor<:harOt\s  .!.  69  verwiesen  werden  kann, 
den  ich  im  Folgenden  immer  durch  K.  bezeichnen  werde.  — 

Die  erste  Variation  und  die  IHfl'erentialgleichuiigreii  des  Problems. 

Denkt  man  sich  die  Functionen  ,  ...  yn  bereits  so  be- 
stimmt, wie  es  das  Problem  I.  verlangt,  und  lässt  hierauf  jedes 
y,  übergehen  in 

wo  a  eine  beliebige,  nur  hinreichend  kleine  Zahl  bezeichnet,  so 
muss,  wenn  wir  im  Folgenden  durch  Anhängung  des  Index  \ 
an  zweiter  Stelle  immer  die  Substitution  er  =  sr,  anzeigen ,  für 
alle  mit  den  Bedingungen  des  Problems  verträglichen  Werthe 
der  Variationen  dy  und  diy: 

öyn  =  0 

sein  und  öiyn  ein  festes  Vorzeichen  besitzen. 

Es  wird  also  zunächst  darauf  ankommen  öyH  zu  berechnen. 

Aus  den  Gleichungen  1)  ergeben  sich  nun  für  die  ersten 
Variationen  öyx  ,  .  . .  öyn  die  m  Bedingungsgleichungen: 

MuRiplioirt  man  diese  mit  den,  vorläufig  noch  unbestimmten 
Factoren  lk  und  addirt.  so  entsteht,  wenn  man  zur  Abkürzung 

3)  r/>,  +  l2  cp-2  H-  ...  lm  (pm  —  & 

setzt,  die  Gleichung: 


Digitized  by 


Ü HUR  DAS  ALLGF.MKINSTR  PROBLEM  DER  VARIATIONSRECHNUNG  .  19 

die  sich  in  bekannter  Weise  auch  so  schreiben  lässt: 

2  ( S*  -äiRj  Sy<  +  Ii  &  87;  '*  - 0  • 

Nun  müssen  in  Folge  der  Grenzbedingungen  des  Problems 

t  •  •  ■  fUr  t/r  =  «To '  wie  f,lr  T  =  :T\  verschwinden,  und 
für  x  =  .t0  muss  überdies  auch  Sy{  =  0  werden.  Unterwirft 
man  daher  die  m  Multiplicatoren  X  der  Bedingung: 

a)        *  _  d  dfl  _  0 

und  integrirl  hierauf  die  letzte  Gleichung  zwischen  den  Grenzen 
.r0  und  .r, ,  so  erhüll  man  : 

Hiermit  ist  Sylt  ausgedrückt  durch  dyt ,  ...  cfyn  allein,  und 
durch  Anwendung  der  bekannten  Schlussweise  der  Variations- 
rechnung erkennt  man,  dass  für  die  gesuchten  Functionen  y  die 
Coefficienten  von  dyt1  ...  öyn  unter  dem  Integrationszeichen 
einzeln  verschwinden  müssen.  Mit  Rücksicht  auf  die  schon 
vorher  eingeführte  Gleichung  a)  erhält  man  demnach  zur  Be- 
stimmung dieser  Functionen  die  n  Differentialgleichungen  : 

zu  denen  noch  die  m  gegebenen  Gleichungen  1)  selbst  hinzu- 
treten. 

Durch  vollständige  Integration  dieser  n  -+-  m  Diflferential- 
gleichungen  ergeben  sich  die  y  und  X  als  Functionen  von  x  und 
von  einer  Reihe  willkürlicher  Constanten.  Nun  sind  in  unserm 
Probleme  den  Functionen  y{ ,  ...  yn  2n  —  1  Grenzbedingungen 
vorgeschrieben;  man  braucht  also,  um  diesen  Bedingungen  ge- 
nügen zu  können,  2n  —  1  willkürliche  Constanlen  in  den  Lö- 
sungen //  des  Systems  5)  ,  1).  Die  Gleichungen  5)  aber  sind 
linear  und  homogen  in  Bezug  auf  die  Grössen  X{  ,  ...  Xmi  X{ , 
•  •  •  X„, ,  die  in  den  Gleichungen  \)  gar  nicht  vorkommen.  Von  den 
willkürlichen  Constanlen,  welche  die  vollständige  Integralion 
des  Systems  5),  1)  mit  sich  bringt,  geht  daher  eine  allein  und 
zwar  als  gemeinschaftlicher  Factor  in  die  Werlhe  der  X  ein.  Soll 
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«also  das  Problem  I.  möglich  sein,  so  muss  dies  System  Differen- 
tialgleichungen nothwendig  von  der  Ordnung  2»i  sein  und  dies 
wieder  verlangt,  dass  die  Determinante: 


d2I2 

■      ™  ■ 

dir,'  '  ' " 

d2Ä 

"  ww 

5?  '  '  •  • 

0    ,  .  . 

.  0 

w  ?  • ' 

•  W 

0    ,  .  . 

.  0 

nicht  identisch  Null  sei  *). 

Um  von  vornherein  Probleme  auszuschliessen,  die,  weil  sie 
nur  in  ganz  besonderen  Fallen  möglich  sind ,  sich  nothwendig 


4)  Das  System  Differentialgleichungen  5),  4)  besitzt,  beiläufig  bemerkt, 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dass  es  sich  zurückführen  lässt  auf  eine 
partielle  Differentialgleichung  1.  0.  mit  nur  n  unabhängigen  Variabein,  in 
der  aber  die  unbekannte  Function  selbst  vorkommt.  Man  erhält  diese  par- 
tielle Differentialgleichung,  wenn  man  aus  den  n  +  m  Gleichungen: 


-  Vi  -   >  Vh 


die  Diflcrentialquolienlen  t/,' ,  .  . .  yn' ,  sowie  die  Verhältnisse  der  X  elimi- 
nirt.   Hat  man  von  derselben  irgend  eine  vollständige  Lösung 

i/i  -  y%  (*»  Vt » . . .  Vnt  «i »    »  •  •  •  «*) 
gefunden,  so  ergeben  sich  aus  den  n  Gleichungen  : 

Vi  -  *i , 
öaA       fl  da,, 

die  vollständigen  Lösungen  i/„  des  Systems  5),  4) ,  womit  zugleich 

auch  die  Verhältnisse  der  Mulliplicatoren  X  bestimmt  sind ,  während  man 
ihre  wahren  Wertho  schliesslich  vermöge  einer  einfachen  Quadratur  aus 
einer  beliebigen  der  Gleichungen  5)  findet. 
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den  allgemeinen  Regeln  entziehen  müssen ,  setze  ich  im  Folgen- 
den immer  voraus,  dass  die  vollständigen  Lösungen  y  des  Sy- 
stems 5),  \)  2w  —  1,  nicht  auf  eine  kleinere  Anzahl  reducirbarc, 
willkürliche  Conslanten  enthalten,  und  dass  also  auch  die  Deter- 
minante R  nicht  Null  sei. 

Hat  man  nun  die  Differentialgleichungen  5),  \)  vollständig 
integrirt  und  die  2  n  — 1  Conslanten  der  Lösungen  y  so  bestimmt, 
dass  die  Functionen  y,  ,  yt  ,  .  . .  yn  für  x  =  x0  und  die  Functio- 
nen ys  ,  ...  yn  für  x  =  xt  die  gegebenen  Grenzwerthc  anneh- 
men, wodurch  auch  die  Multiplicatoren  Ät  ,  .  .  .  km  bis  auf  einen 
gemeinsamen  constanten  Factor,  der  sich  aus  allen  Formeln  weg- 
hebt, vollständig  bestimmte  Werthe  erhalten,  so  sind  nach  4) 
die  so  gewonnenen  Functionen  y, ,  y% ,  ...  yn  sicher ')  die  Lö- 
sungen des  Problems  ö  yt ,  =  0  ,  so  oft  nach  Substitution  der 
Werthe  der  y  und  l  der  Ausdruck : 

für  x  =  xi  nicht  verschwindet.  Im  letzteren  Falle  dagegen  bleibt 
es  zweifelhaft,  ob  die  Bedingung  dy{i  =  0  wirklich  erfüllt  wird. 
Um  diesen  fraglichen  Punkt  zu  vermeiden,  werden  wir  daher 
die  obere  Grenze  xK  so  wühlen  müssen,  dass  jener  Ausdruck  für 

x  =  xi  nicht  Null  wird. 

Um  aber  zu  entscheiden ,  ob  die  Lösungen  des  Problems 
öyit  =  0  den  Ausdruck  yAi  zu  einem  wirklichen  Maximum  oder 
Minimum  machen,  bleibt  uns  noch  übrig,  die  zweite  Variation 
d*yit  zu  bilden  und  ihr  Zeichen  zu  untersuchen. 

Auch  hier  wieder  sehe  ich  ab  von  allen  den  besonderen  Aus- 
nahmefällen, die  nur  bei  besonderer  Wahl  der  Grenzwerthe  von 

xi  Vn  •  •  •  Vn  auftreten  können,  und  nehme  also  z.  B.  an,  dass 
jeder  von  den  y  und  X  abhängige  Ausdruck,  der  durch  die  voll- 
ständigen Lösungen  des  Systems  5) ,  \)  nicht  identisch  Null  wird, 
auch  für  die  Lösungen  des  Problems  dyi{  =  0  nicht  identisch  ver- 
schwindet. 

Hat  man ,  was  in  Folge  der  über  die  Determinante  Ii  einge- 
führten Voraussetzung  immer  möglich  ist,  die  m  gegebenen  Be- 


il Ich  nehme  selbstverständlich  an,  was  sich  ja  eventuell  immer 
durch  passende  Verengerung  des  Intervalles  x0  bis  xt  erreichen  lässt,  dass 
zwischen  diesen  Grenzen  keinerlei  solche  Unsteligkeiten  eintreten,  durch 
welche  die  Gültigkeit  der  Formel  4)  aufgehoben  würde. 
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dingungsgleichungen  I)  auf  eine  solche  Form  gebracht,  dass  die 
Gleichung  R  =  0  nicht  eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  \) 
wird  *) ,  so  kann  auch  die  vollständige  Integration  der  Differen- 
tialgleichungen 5),  1)  niemals  die  Gleichung  H  =  0  nach  sich 
ziehen.  Nach  der  eben  getroffenen  Festsetzung  wird  also  die 
Determinante  /{  auch  nach  Substitution  der  Lösungen  unseres 
Problems  nicht  identisch  Null. 

Ich  verstehe  endlich  von  jetzt  an  unter  y%  ,  .  . .  yn,  A,  ,  . .  . 
lm  die  vollständigen  Losungen  des  Systems  5),  1)  und  bezeichne 
die  2/i  —  1  willkürlichen  Constanten  der  Lösungen  y  durch  at , 
«4,  .  •  ,  dagegen  durch  ain  den  gemeinschaftlichen  con- 

slanten  Factor  der  Lösungen  l,  der  in  den  Functionen  y  gar 
nicht  vorkommt.  Den  Conslanten  «, ,  «4 ,  ...  ain_{  selbst  sind 
die  festen  Wert  he  beizulegen,  die  sich  aus  den  2/i—  1  Grenzbe- 
dingungen des  Problems  ergeben.  — 

§*. 

Die  zweite  Variation  und  der  Grenzwerth  der  unteren  Grenze. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  dyi  =  zi  und  bezeichnet  durch 
2ö**e/'  diejenige  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der  z  und 
z' ,  die  aus  einer  beliebig  gegebenen  Function  \p  von  X',  y{  ,  .  . . 
Vn  >  Vi  i  •  •  •  Vn  »  i  •  •  •  Ki  hervorgeht,  wenn  man  darin  jedes 
Vi  m  Vi  +  «3i  übergehen  liisst  und  hierauf  von  der  Entwickelung 
der  Function  nach  steigenden  Potenzen  von  a  den  Coefficienten 

von  —  nimmt ,  so  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen  1)  für  die 

zweiten  Variationen  d*yi ,  .  . .  d*yn  die  m  Bcdingungsgleichungen : 

Mulliplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  den  Functionen  lk  und 
addirt  die  Produkte,  so  erhält  man  nach  3)  : 

^"(S***S«,*')*,M-#- 


*)  Diese  Vorsicht  ist  nothwendig.  Denn  man  sieht  leicht,  dass  man 
umgekehrt  den  Gleichungen  1)  immer  solche  Formen  gehen  kann,  dass  die 
Gleichung  it  a  0  eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  i)  wird.  Ich  hebe 
dies  ausdrücklich  hervor,  weil  ich  früher  (K.  p.  24 1 )  nicht  an  diese  Möglich- 
keit des  Verschwindens  der  Determinante  R  gedacht  hatte. 
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Diese  Gleichung  aber  lässt  sich,  da  die  Functionen  y  und  l  den 
Gleichungen  5)  genügen,  auch  so  schreiben  : 

und  hieraus  ergiebt  sich,  weil  in  Folge  der  Grenzbedingungen 
unseres  Problems  ö*4//4 ,  . . .  ö*4  jfn  für  x  =  x0  und  für  x  =  x\  und 
ö*4;/,  für  x  =  x0  verschwinden  muss,  durch  Integration  zwischen 
den  Grenzen  j  0  und  a\  : 

kl. 

Soll  also  für  die  Lösungen  des  Problems  dyu  =0  ein  wirkliches 
Maximum  oder  Minimum  eintreten,  so  muss  dieser  Ausdruck 
stets  negativ  oder  stets  positiv  bleiben  für  alle  willkürlichen  Va- 
riationen z{ ,  zt  ,  . .  .  zn  ,  welche  den  m  Bedingungsgleichungen: 


2)  2r      -•■■*■  57;*/- 


genügen,  innerhalb  des  Inlegrationsinlervalles  stetig  sind  und  an 
den  beiden  Grenzen  x0  und  Xt  verschwinden.  Wir  müssen  jetzt 
auch  der  Variation  z{  =  öijK  die  Bedingung  zu  =  0  vorschreiben, 
da  die  zweite  Variation  ö*yil  immer  nur  zu  untersuchen  ist  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  erste  dyu  verschwindet. 

In  Folge  der  Bcdingungsgleichungen  2)  kann  man  die  For- 
mel 7)  auch  ersetzen  durch  die  folgende : 

8)  Vy^^-'fy^dx, 


in  welcher: 

k  =  m»        »  =  n 


9,     8  fl,  =  8  *fl  +  8jj  *  %  H-  §  „' } 

ist  und  Über  die  /»  Grössen  willkürlich  verfügt  werden  kann. 
Zugleich  stellen  sich  bei  Einführung  der  Function  die  Be- 
dingungsgleichungen 2)  einfach  so  dar: 
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Soll  nun  die  zweite  Variation  ein  sicheres  Kriterium  des  Maxi- 
mums oder  Minimums  liefern",  so  muss  sie  weder  ihr  Zeichen 
ändern,  noch  auch  selbst  verschwinden  können,  ausser  wenn 
alle  n  Variationen  z  identisch  Null  werden. 

Da  aber  2ßs  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  der 
js  ,  z  und  f.i  ist,  und  die  Variationen  z  in  den  beiden  Grenzen  x0 
und  05,  verschwinden  müssen,  so  lässt  sich  mit  Rücksicht  auf  die 
Bedingungsgleichungen  2*)  die  Formel  8)  auch  so  schreiben  : 

Man  erkennt  ferner  durch  Differentiation  der  Identitäten : 
nach  den  2/i  Integralionsconstanlcn  a,  ,  at  ,  . . .  ain  ,  dass 

h  =  2n  —  I   .  h=2n      .  , 

die  vollständigen  Lösungen  der  wH-rn  Differentialgleichungen  sind: 

Die  zweite  Variation  c5*yM  lässt  sich  daher  immer  zum  Ver- 
schwinden bringen,  wenn  man  die  2«  —  \  willkürlichen  Con- 
stanten yl  ,  yt  ,  ...  /4n_i  so  bestimmen  kann ,  dass  die  n  Aus- 
drücke : 

h  =  2«  -  1 
/<=  1  A 

ohne  identisch  Null  zu  werden ,  für  a?  =  xQ  und  cc  =  ac4  ,  oder 
allgemeiner  für  irgend  zwei  verschiedene  Werthe  von  x  inner- 
halb dieser  Grenzen  verschwinden. 

Die  Substitutionen  H)  aber  erfüllen  mit  den  Gleichungen 
2)  nach  3)  zugleich  auch  die  Gleichung : 

3P{8««-S«r}- 

und  diese  ergiebt  wegen  der  Identitäten  \0) 
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dx  (T\  *Vi 
Durch  die  Substitutionen  H)  wird  folglich  : 

1 ;  =  1  tfl 


Hat  man  also  n  von  den  2 11 .  —  \  Constanten  y  so  bestimmt,  dass 
für  einen  bestimmten  Werth  von  x  die  Formeln  H]  ergeben: 

=  z%  =  . . .  =  sn  =s  0  , 

so  genügen  die  Ausdrücke  H)  identisch  der  Gleichung: 


V  ö"  s   .  0 


und  daher  wird ,  so  oft  man  die  n  —  1  übrigen  konstanten  y  so 
wählen  kann,  dass  noch  für  einen  andern  Werth  von  x  : 

z%  =      =  . .  .  =  zn  =  0 

wird,  für  diesen  zweiten  Werth  von  x  gleichzeitig  auch      =  0  , 

vorausgesetzt,  dass  derselbe  den  Ausdruck         nicht  ebenfalls 

zum  Verschwinden  bringt.    Nun  dürfen  wir  ohnedies  die  obere 

Grenze  xt  nicht  so  wühlen,  dass  =  ö  wird.   Nehmen  wir 

daher  diese  zu  jenem  zweiten  Werl  he  von  x  und  betrachten  sie 
als  fest  gegeben,  so  erhalten  wir  den  Salz : 

II.  Die  zu  eile  Variation  d*yl{  kann  immer  zum  Verschwin- 
den gebracht  werden,  so  oft  die  Determinante 
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13)     J(xx^\  = 


by2  dy^ 


d  ?/,  dyi 


/V/r  tV^nf/  giMe»  row  ./•,  verschiedenen  Werth  von  x  innerhalb  der 
(irenzen  x0  und  xx  verschwindet. 

Hieraus  ergiebt  sich  zugleich,  wenn  man  unter  x'  diejenige 
Wurzel  der  Gleichung : 


versteht,  die  der  Wurzel  xK  am  nächsten  liegt  und  <  x{  ist, 
dass  im  Allgemeinen  x'  die  äusserste  Grenze  ist,  bis  zu  welcher 
oder  unter  welche  xü  nicht  herabsinken  darf,  wenn  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  stattfinden  soll. 

Noch  bemerke  ich,  dass  in  Folge  der  willkürlichen  Gonstan- 
ten  yh  die  Gleichung  12)  in  die  2n  —  1  Gleichungen  zerfällt: 


1)  Nach  der  in  §  \  eingeführten  Bezeichnung  ist  unter  yit  der  Werth 
von  yi  für  x  m  xx  zu  verstehen. 

2)  Diese  Formel  ergiebt: 


und  bestätigt  somit  aufs  Neue ,  dass  die  willkürlichen  Cnnstanten  der  Lö- 
sungen y  sich  stets  auf  8n—  ^  reduciren  lassen.  Denn  hat  man  durch  voll- 
standige  Integration  des  Systems  5),  i)  die  y  zunächst  als  Functionen  von 
x  und  von  2»  willkürlichen  Constanten  a, ,  a2  ,  . . .  am  gefunden,  so  zeigen 
die  in  Gleichungen  ß),  dass 


J  (x  xA)  =  0 
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aus  denen  sich  leicht  ergiebt,  dass  identisch  ist: 

•*)      |£ ±  [*£],J (•'■••'  • 

§3. 

Die  Kriterien  des  Maximums  and  Minimums. 

Nach  der  am  Schlüsse  von  §  \  eingeführten  Voraussetzung 
ist  die  Determinante  R  auch  jetzt  nicht  Null.  Wendet  man  daher 
auf  das  Integral  der  Formel  7)  die  CLEBscii'sche  Reduction  der 
zweiten  Variation  (K.  p.  248,  Formel  (26) )  an ,  so  kann  man  auf 
die  zweite  Variation  <$*;/,,  unmittelbar  die  Resultate  Übertragen, 
die  in  K.  §  4  und  §5  für  ä*J  erhalten  wurden.  Man  sieht  auf 
diese  Weise,  dass  es,  so  lange  diese  Reduction  angewendet  wer- 
den darf,  für  das  Maximum  oder  Minimum  nolhwendig  und  hin- 
reichend ist,  dass  die  homogene  Function  zweiter  Ordnung : 

zwischen  deren  n  willkürlichen  Argumenten  U{  ,  ...  Un  die  m 
Bedingungsgleichungen 


bestehen,  zwischen  den  Grenzen  .r0  und  .r,  ein  festes  Vorzeichen 
bewahre.  Die  CLEBscH'sche  Reduction  aber  ist  auf  das  Integral 
7)  anwendbar,  so  lange  man  die  2/?*  Conslantcn  in  den 
Ausdrücken  : 

i  =2n-l     .  i  =2m  . 

X = 1  1=1 

so  bestimmen  kann,  dass  die  Determinante : 
*6)  C7=  2  ±«t»  n,»  ...  «n» 


V*  ±       .  . .  hin  . . .         =  o 

^»       da,         öa;i  ö«w  +  1       ö  fl.^ 


sein  muss. 
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innerhalb  der  Grenzen  .t0  und  .r,  nirgends  verschwindet  und 
zugleich  den  —  ~  ^ ,  von  x  unabhängigen  Bedingungsglei- 
chungen : 


i :  =  I  ö  — —  d  — -  ' 

dx  dx 

genagt  wird,  in  denen  i?t  (uQ  r?)  aus  &t  entsteht,  wenn  man 
darin  allgemein  setzt: 

Um  also  zu  zeigen,  dass  umgekehrt  ein  wirkliches  Maximum 
oder  Minimum  stattfindet,  so  lange  bei  festem  sc,  die  untere 
Grenze  a?0  innerhalb  desjenigen  Intervalles  bleibt,  welches  ihr 
durch  den  Satz  des  vorigen  §  vorgeschrieben  wird ,  und  voraus- 
gesetzt, dass  überdies  die  Function  %W  in  diesem  Intervalle  ein 
constantes  Zeichen  besitzt,  wird  es  darauf  ankommen,  nachzu- 
weisen ,  dass  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Constanten  yhG 
sich  immer  in  der  verlangten  Weise  bestimmen  lassen.  Hierzu 
aber  wieder  genügt  es,  wie  man  unter  Berücksichtigung  der 
Identität  14)  durch  Anwendung  der  Schlussfolge  von  K.  §7  ohne 
Schwierigkeit  erkennt,  zu  zeigen,  dass  man  den  Constanten  yhff 
solche,  den  Bedingungsgleichungen  17)  genügende  Werthe  bei- 
legen kann,  für  welche  die  Determinante  U  bis  auf  einen  von 
x  unabhängigen  Factor  mit  der  Determinante  J  (x  x{)  zusam- 
menfällt. 

Um  zu  einem  solchen  Werthsystem  der  yhß  zu  gelangen, 
bilde  ich  mit  den  n  (2n  —  \  )  Constanten  yhß  ,  die  in  den  Aus- 
drücken uf  vorkommen,  und  mit  (n —  4  )  (2  n  —  1  )  neuen  Con- 
stanten yhn  +  Q  die  Determinante: 

n     n  •+•  l  in  —  1 

18)  r=  2±yS  ...  ynyn  +  i  ...  ytn_i 

und  multiplicire  die  Determinante  J  (x  xt )  mit  derselben.  Dehnt 
man  die  Bezeichnungen  15)  in  der  Art  aus,  dass  man  allgemein 
für  a  =  1,2,  ...  2  n  —  1  setzt : 
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t  s  2n  - 1       x  t) 
i  =  l  1 

so  erhält  man  hierdurch : 

20)       T.  ^     arj  =^V±       •  •  •  uu  u„l\  •  •  •  «4T-  I  ' 

Versieht  man  nun  unter  at ,  «4  ,  •  •  •  «M  solche  f?  von  den  2«—  I 
Integra tionsconsta uten  «,  ,  ut ,  •  •  a4W-1  ,  für  welche  die  De- 
terminante : 

nicht  Null  ist  und  wühlt  ;r,  so,  dass  )  auch  für  .r  =  .r,  nicht 
verschwindet,  so  kann  man  n  (fi  —  I  i  Grossen  V *  >"  und  /<* 
Grössen  i4Ä*  so  bestimmen,  dass  identisch  wird: 

99\  ^Vh       -U     "V     ^    Ab*  +  >"  BS  0 

« 

Setzt  man  dann : 

so  w  ird  nach  19)  und  22) 

25)  uj>+k  =0,  =  0 
und  zugleich  auch  : 

26)  *«/  =  0  . 
Setzt  man  weiter : 


4)  Im  Folgenden  bedeuten  immer  : 

i  und  q  irgend  zwei  verschiedene  der  Zahlen  1,2,...., 
k  und  (U  -  -  -      -     4,8,...«  —  1, 

Ä  eine  beliebige  der  Zahlen  4  ,  8  ,  . . .  n  , 
und  r  irgend  eine,  von  k  verschiedene  Zahl  aus  der  Reihe  0  ,  4  ,  .  .  n  —  1. 
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87)  y»-**-  V**,  »#;-0, 

so  wird  nach  19)  und  23)  : 

28)  u:tl=  0,  iiftj  =  1 
und  überdies: 

29)  uit"  =  1  . 

Bei  dieser  Constantcnbeslimmung  redueirt  sieh  daher  die  Deter- 
terminante  T  auf 

r  =  2±      A*  v 

und  (mit  Rücksicht  darauf,  dnss  nach  25)  und  28!  alle  =  0 

werden)  die  rechte  Seite  der  Formel  20)  auf: 

2  ±  uAl  ?<4*       u,*  =  U, 
so  dass  man,  da  nach  21)  und  23) 

>,  ^  ±       AS  ...  A*  =  1 
ist,  aus  20)  erhall: 

30)  U  =  y  ^(a?.Tt)  . 

Hiermit  sind  die  beiden  Determinanten  U  und  J(xxt)  bis  auf 

den  von  x  unabhängigen  Factor  -V  auf  einander  zurückgeführt. 

■  i 

Es  bleibt  aber  noch  übrig,  die  Bedingungsgleiehungon  17)  zu 
erfüllen.  Diese  aber  sind  unabhängig  von  tc,  es  genügt  also  sie 
für  x  =  x{  zu  befriedigen. 

Nun  ist  nach  19)  ,  da  der  2te  Index  1  die  Substitution  x  = 
r,  anzeigt: 

Nach  2!>j  und  26)  werden  daher  durch  unsere  Gonslantenbe- 
stimmung  alle  wJJ  =  0  und  somit  alle  diejenigen  Gleichungen 
17)  für  x  =  xt  erfüllt,  in  denen  q  und  o  <  n  sind,  und  es  blei- 
ben nur  noch  die  n  —  1  Gleichungen  zu  erfüllen  übrig : 

dx  dx 

Setzt  man  aber  r  =  :r,  ,  so  reduciren  sich  diese  Gleichungen, 
weil  jedes  ?/[•  =.  0  und  nach  28)  auch  jedes  ,  .  ,  =  0  . 
dagegen  nach  29)  uun  =  1  ist,  auf 
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Nun  ist,  wie  leicht  erhellt: 


Nach  24)  und  27)  werden  also  die  letzten  Gleichungen: 
und  bestimmen  folglich,  da 

5o$«  S i?  ~~  «2W  TiT* 

ist,  nur  die  in  Z7 gar  nicht  vorkommenden  n  —  i  Constanten  y%n  . 

Nunmehr  ist  der  verlangte  Nachweis  vollständig  zu  Ende 
geführt  und  wir  können  daher  unsere  Resultate  jetzt  zusammen- 
fassen in  den  Satz : 

III.  Das  Problem  1.  wird  gelöst  durch  die  n  ■+■  m  Differential- 
gleichungen : 

in  denen 

Q  =     9p,  •+-  A4  9?t      •  •  •  lm  q>m 

ist.  Die  vollständige  Integration  dieser  Gleichungen  ergiebt ,  vor- 
ausgesetzt, da ss  das  froblem  überhaupt  möglich  ist  .  yA  ,  •  •  •  yn  , 
K  »  ' '  '  r/'s  Functionen  von  x  und  von  2  7<  willkürlichen  Con- 
stanten. Von  diesen  Constanten  lassen  sich  jedoch  diejenigen, 
welche  in  die  Lösungen  y  eingehen,  immer  auf%n  —  1  Constante 
ff,,  r/4  ,  •••  ain_i  reduciren ,  tcorauf  die  %nle  Constante  ain 
nur  allein  in  den  Lösungen  X  als  gemeinschaftlicher  Factor  auf- 
tritt. Die  Constanten  ai  ,  o4  ,  •  •  •  ain_{  sind  hierauf  so  zu  be- 
stimmen ,  dass  yi  ,  y4 ,  •  •  •  yn  für  x  =  x0  und  yt  ,  •  •  •  y„  für 
x  =  o?,  <//*<?  gegebenen  Grenzwerthe  erhalten.  Hat  man  irgend 
ein  bestimmtes  Werthsystem  dieser  Constanten  gefunden ,  welches 
diese  Grenzbedingungen  erfüllt,  und  für  .r,  einen  solchen  festen 

Werth  gewühlt  ,  dass  der  Ausdruck  ^- >  für  nicht  Xull 
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wird,  so  findet  (abgesehen  immer  von  solchen  Ausnahmefällen, 
die  nur  unter  besonderen  Umstünden  auftreten  können  und  eben- 
deshalb sich  nicht  den  allgemeinen  Regeln  unterordnen  lassen), 
für  die  entsprechenden  Lösungen  y{  ,  yt  ,  ein  wirkliches 

Maximum  oder  Minimum  des  Problems  statt,  so  lange  .t0  zwischen 
xK  und  der  nächstkleineren  Wurzel  der  Grenzgleichung : 

J  (xxA)  =0 

bleibt,  vorausgesetzt,  dass  überdies  die  homogene  Function  zweiter 
Ordnung: 

h=n  i  ss  n 

2  W  =  - 


derep,  n  willkürliche  Argumente  Ut  ,  •  •  •  Un  den  m  Bedingungs- 
gleichungen : 

unterworfen  sind ,  zwischen  diesen  Grenzen  stets  negativ  oder 
stets  positiv  ist.  Dagegen  tritt  weder  ein  Maximum  noch  Minimum 
ein,  wenn  die  letzte  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist,  und  dasselbe 
gilt  im  Allgemeinen  auch  dann ,  wenn  x0  bis  zu  der  angegebenen 
Grenze  oder  unter  dieselbe  herabgesunken  ist. 

Reduciren  sich  die  Bedingungsgleichungen  1)  auf  Gleichun- 
gen von  der  Form  : 

Vi  "Vi   =  0  >  V'*  =  °>         V'm  =  °> 
wo  tftf  ,  ?/;4  ,  ...  \fim  frei  sind  von  yx  und  yx ,  so  erhallen  die 

Differentialgleichungen  5)  das  Integral : 

■z — ,  =  const. , 
«Vi 

und  von  den  2n  —  \  Integrntionsconstanlen  a{  ,  a4  ,  •  ■  • 
der  Lösungen  y  tritt  eine  nur  in  y{  und  auch  hier  nur  als  addi- 
tive Constante  auf.  Die  gefundenen  Kriterien  werden  daher  in 
diesem  Falle  identisch  mit  dem  Satze  V  von  K.  p.  260,  sobald 
man,  wie  es  gestattet  ist,  dort  nicht  die  untere,  sondern  die 
obere  Grenze  .t,  als  fest  gegeben  betrachtet. 

Die  Reciprocitätsverhaltnisse,  welche  zwischen  dem  Pro- 
bleme I.  und  denjenigen  Problemen  bestehen,  die  man  erhält, 
wenn  man  in  I.  yx  mit  irgend  einer  der  n  —  1  übrigen  unbekann- 
ten Functionen  yt ,  •  •  •  yn  vertauscht,  liegen  so  klar  zu  Tage,  dass 
ein  näheres  Eingehen  auf  dieselben  ganz  unnöthig  sein  dürfte. 
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W.  Hankel,  Über  die  thevinoelektrischen  Eigenschaften  des 
Apatits,  Brucits,  Coelestins,  Prehnits.  .Xalruliths,  Skolezits,  Dato» 
iiths  und  Axinits.  {) 

Die  Abhandlung  'die  13.  in  der  Reihe  meiner  elektrischen 
Untersuchungen} ,  welche  ich  heute  der  Gesellschaft  vorlege,  ent- 
halt die  Untersuchung  der  thermoelektrischen  Erscheinungen 
an  einer  Beihe  von  Krvstallen ,  welche  den  verschiedensten  Krv- 
Stallsystemen  angehören.  Ich  werde  mich,  Ha  ein  Eingehen  auf 
das  specielle  Verhalten  der  einzelnen  geprüften  Individuen  in 
diesem  Berichte  nicht  möglich  ist  ,  auf  die  Mittheilung  der  allge- 
meinen Resultate  beschranken. 

i)  Apatit. 

Die  Krystalle  des  Apatits  gehören  dem  hexagonalen  Systeme 
an ;  sie  werden  seitlich  vorzugsw  eise  begrenzt  von  den  Flüchen 
des  ersten  und  zweiten  sechsseitigen  Prismas  \ooP  und  ooP2  , 
und  tragen  an  den  Enden  der  Hauptaxe  mehr  oder  weniger  die 
sogenannte  gerade  Endfläche  OP,  deren  mit  den  Prismenflächen 
gebildete  Rander  durch  die  Flachen  mehrerer  Pvramiden  der 
ersten  und  zweiten  Art  abgestumpft  werden.  Ausserdem  finden 
sich,  namentlich  an  den  Krvstallen  vom  St.  Gotthardt,  Pyramiden- 
und  Prismenfliichen  der  dritten  Art. 

Die  elektrische  Vertheilung ,  die  ich  stets  nur  für  die  erkal- 
tenden Krystalle  angeben  werde,  da  sie  bei  steigender  Tempe- 
ratur gerade  die  entgegengesetzte  ist,  entspricht  den  auf  Kri- 
stallen des  hexaizonalen  Svstems,  z.  B.  auf  den  Krvstallen  des 
Berylles,  früher  von  mir  beobachteten,  selbst  in  der  Beziehung, 
dass  Krystalle  mit  gerade  entgegengesetzt  vertheilten  Polaritäten 
vorkommen. 

Die  untersuchten  Krystalle  stammen  aus  den  Smaragd- 


1j  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  4.  Febr.  1878. 
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gruben  am  Ural,  von  Ehrenfriedersdorf  in  Sachsen,  von  Sulzbach 
in  Tyrol,  vom  St.  Gotthardt,  aus  Norwegen  und  von  Sadisdorf 
bei  Dippoldiswalde. 

Die  meisten  Apatitkryslalle  zeigen  an  den  Enden  der  Haupl- 
axe  positive  und  auf  den  prismatischen  Seiteuflüchen  negative 
Polarität.  -Dabei  tritt  aber  die  eigenthümliche  Erscheinung  auf, 
dass  das  Maximum  der  negativen  Spannung ,  oder  wenn  ich  es 
kurz  so  ausdrücken  darf,  die  elektrischen  Pole  weder  in  der 
Mitte  der  Flächen  ooP,  noch  in  der  Mitte  der  Flachen  ooP2,  son- 
dern an  den  von  den  Flächen  coP  und  ooP2  gebildeten  Kanten, 
und  zwar,  wenn  ich  aus  der  geringen  Zahl  der  mit  Flächen  der 
Pvramiden  und  Prismen  dritter  Art  versehenen  Krvstalle  einen 
Schluss  ziehen  darf,  an  denjenigen  Kanten  von  ooP  und  ooP2 
liegen,  an  welchen  die  Flächen  der  Pyramiden  und  Prismen  dritter 
Art  nicht  auftreten.  Die  Spannung  der  negativen  Elektricität 
nimmt  also  auf  den  Flächen  ooP  von  den  durch  die  Prismen 
dritter  Art  abgestumpften  Kanten  nach  den  durch  dieselben  nicht 
abgestumpften  Kanten  hin  zu ,  und  auf  den  Flächen  ooP2  von 
diesen  letzteren  Kanten  nach  den  abgestumpften  hin  ab.  Es 
kann  die  Abnahme  der  negativen  Spannung  an  diesen  abge- 
stumpften Kanten  selbst  so  weit  gehen,  dass,  wie  bei  einem 
Krystalle  aus  Norwegen,  daselbst  anstatt  der  negativen,  sogar  die 
positive  Polarität  erscheint l) . 

Die  Apatitkrystalle  von  Sadisdorf  bilden  längere  dünnere 
Nadeln,  und  bei  ihnen  tritt  die  früher  von  mir  bei  den  längeren 
säulenförmigen  Krvstallen  der  gelben  und  grünen  Berylle  bereits 
beobachtete  Erscheinung  auf,  dass  die  positive  Elektricität  nicht 
blos  die  Endflächen  OP  beherrscht,  sondern  auch  auf  einzelnen 
Seitenflächen  die  negative  verdrängt. 

Ausser  den  eben  beschriebenen  Krystallen  des  Apatits  exi- 
slirt  nun  noch  eine  zweite  Gruppe ,  welche  eine  der  vorhin  an- 
gegebenen gerade  entgegengesetzte  elektrische  Vertheilung  zeigt. 
Die  Substanz  dieser  Krvstalle  ist  weisslich ,  kaum  durchschei- 
nend,  und  von  zahlreichen  Sprüngen  parallel  den  Endflächen 
OP  durchsetzt.  Es  lag  mir  ein  solcher  Krystall  sowohl  vom  St. 
Gotthardt  als  auch  von  Ehrenfriedersdorf  vor.  Bei  ihnen  sind 
also  die  Endflächen  negativ  und  die  Seitenflächen  positiv. 

1)  Ich  weide  auf  analoge  Erscheinungen  in  einer  spatern  Abhandlung 
bei  der  Untersuchung  der  Krystalle  des  ebenfalls  zum  hexagonalen  Systeme 
gehörigen  unlerschwefelsauren  Kalis  zurückkommen. 
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■ 

Eine  solche  Umkehrung  der  Polaritäten  habe  ich  in  meiner 
11.  Abhandlung  ')  fast  bei  allen  untersuchten  Mineralien,  welche 
dem  tetragonalen  und  dem  hexagonalen  Systeme  angehören, 
nachgewiesen. 

2)  Brucit. 

Von  dem  Brucit  oder  dem  natürlichen  Magnesiahydrat  stan- 
den mir  nur  bliüterige  Mnssen  von  Texas  in  Pennsylvanicn  mit 
geringen  Resten  von  Krystallflächen  zur  Verfügung.  Nach  den 
auf  ihnen  gemachten  Beobachtungen  würden  auf  einem  vollstän- 
digen Krystalle  die  Enden  der  Hauptaxe  nebst  den  anliegenden 
Flachenstücken  negativ,  die  Kanten  an  der  Basis  nebst  den  ihnen 
anliegenden  Flächenstücken  aber  positiv  elektrisch  sein. 

Auf  den  mit  den  Flüchen  OP  parallelen  Durchgangsflächen 
erscheint,  je  nach  ihrer  Lage  zum  ganzen  Krystall,  die  negative 
oder  positive  elektrische  Spannung  2  .*  Spaltet  man  eine  Brucit- 
tafel  nach  dem  mit  OP  parallelen  Durchgange,  so  wird  meistens 
die  eine  Durchgangsfläche  positiv,  die  an  ihr  angelegen  habende 
zweite  aber  negativ  erscheinen ;  nur  wenn  die  Spaltung  durch 
die  Mitte  des  Krystalles  ginge,  würden  beide  Spaltungsflächen 
positiv  erscheinen. 

3)  Coelestin. 

Ebenso  wie  beim  Schwerspath,  zeigen  auch  die  Coelestin- 
krystalle  ein  verschiedenes  Wachsthum :  ein  Theil  derselben  (die 
von  Strontian  Island  im  Huronsee  stammenden)  ist  mit  dem  einen 
Ende  der  Makrodiagonale,  ein  anderer  Theil  (die  Krystalle  von 
Wadi  el  Tih  in  Egypten  und  von  Girgenti)  mit  dem  einen  Ende 
der  Brachydiagonale  angewachsen.  Die  ersteren,  welche,  gleich 
den  Przibramer  Schwerspäthen ,  meist  flache  vorzugsweise  von 
den  Flächen  OP,  ooP  und  4Poo  gebildete,  und  in  der  Richtung 
der  Makrodiagonale  sich  erstreckende  Tafeln  bilden ,  zeigen  stär- 
kere elektrische  Spannungen  als  die  anderen,  welche,  gleich  den 
Auvergner  Schwerspäthen,  in  der  Richtung  der  Brachydiagonale 
verlängerte,  vorzugsweise  an  den  Flächen  Poo  und  OP  gebildete 
und  am  freien  Ende  von  den  Flächen  iPoo  und  ooP  begrenzte 
Säulen  bilden. 

1)  Ahhandl.  der  K.  S.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XVIII.  S.  203  IT. 

2)  Vergl.  meine  Beobachtungen  am  Gypse,  Abhandl.  der  K.  S.  Ges. 
d.  Wiss.  Bd.  XVIII.  S.491. 

3* 
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Der  Coelestin  gleicht  in  seiner  elektrischen  Verlheilung  dem 
mit  ihm  isomorphen  Schwerspathe.  Bei  der  ersten  Form  sind  die 
Flüchen  OP  und  ebenso  die  Flächen  ooP  positiv,  die  Flüchen 
iPoo  aber  negativ  ;  bei  der  zweiten  Form  sind  die  Flüchen  iPoo 
und  ebenso  ooP  negativ,  dehnen  ihre  negative  Spannung  aber 
auch  wohl  noch  über  den  vorderen  Theil  der  meist  nur  schmalen 
Flächen  OP  aus,  während  die  Flächen  Poo  positive  Elektricität 
zeigen. 

Von  dem  bläulichen  Coelestin  von  Monlecchio  mnggiore  bei 
Vicenza  standen  mir  nur  zwei  Bruchslücke  zur  Verfügung ;  beide 
zeigten  sich  stark  elektrisch. 

4)  Prehnit. 

Die  Kr\ stalle  des  Prehnits  gehören  dem  rhombischen  Systeme 
an;  gewöhnlich  bilden  sie  niedrige  von  ooP  und  OP  begrenzte 
Prismen ,  welche  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  noch  kleine 
Flächen  ooPoo  tragen.  An  den  Enden  der  Brach > diagonale  er- 
scheinen diese  Tafeln  gewöhnlich  aufgeblättert.  Die  untersuch- 
ten Krystalle  stammen  von  Ratschinges  in  Tyrol. 

Die  beiden  Endflächen  OP  sind  beim  Erkalten  negativ,  und 
ebenso  auch  die  beiden  gewöhnlich  durch  kleine  Flächen  00P00 
abgestumpften  makrodiagonalen  Seitenkanten,  während  dagegen 
die  brachydiagonalen  Seitenkanten  und  die  ihnen  anliegenden 
Flächenstücke  von  ooP  positive  Polarität  besitzen.  Auf  den  durch 
Bruch  entstandenen  oder  infolge  des  Anwachsens  mangelhaft  aus- 
gebildeten seitlichen  Begrenzungsflächen  erscheint  meistens  nega- 
tive Spannuug. 

5)  Xutrolith. 

Die  Natrolithkryslalle  gehören  dem  rhombischen  Systeme 
an.  Die  von  mir  untersuchten  stammen  von  Brevig  in  Norwe- 
gen,  und  stellen  verticale,  von  den  Flächen  ooP  gebildete  und 
an  den  Kanten  durch  sehr  schmale  Flächen  ooPoo  und  ooPoo 
etwas  abgestumpfte  Säulen  dar,  welche  an  dem  oberen  Ende 
die  Flächen  der  Pyramide  P  tragen,  an  dem  unteren  Ende  ober 
verbrochen  sind. 

Die  brachydiagonalen  Seilenkanten  und  die  auf  ihnen  aut- 
tretenden Flächen  ooPoo  sind  beim  Erkalten  negativ,  die  makro- 
diagonalen Seitenkanlen  und  die  auf  ihnen  auftretenden  Flächen 
ooPoo  aber  positiv  elektrisch.   Auf  den  Flächen  des  Prismas 
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ooP  geht  also  die  eine  Polarität  in  die  andere  Uber.  Das  ausge- 
bildete und  die  Flüchen  P  tragende  obere  Ende  ist  positiv  elek- 
trisch; die  am  unteren  Ende  befindliche  unregelmässige  Bruch- 
flache zeigt  in  den  meisten  Fällen  in  Folge  der  Anwachsung  mit 
diesem  Ende,  negative  Spannung;  bei  anderer  Bildungsweise 
kann  sie  aber  auch  positiv  sein. 

Die  elektrische  Erregung  der  Natrolithkrystalle  ist  nur  gering. 

61  Skolezit. 

Obwohl  die  Kryslalle  des  Skolezits  gar  sehr  denen  des  Na- 
trolilhs  gleichen,  gehören  sie  doch  nicht  dem  rhombischen,  son- 
dern vielmehr  dem  monoklinoedrisehen  Systeme  an;  jedoch  ist 
der  schiefe  Axenwinkel  nur  sehr  wenig  von  einen»  rechten  ver- 
schieden. Die  Krystalle  sind  meistens  von  den  Flüchen  ooP, 
P,  — P  und  ootPoo  begrenzte  Zwillinge,  deren  Zusammen- 
setzungsfläche,  ähnlich  wie  beim  Gypse,  die  Fläche  ooPcx>  ist. 

Da  ich  früher  durch  die  Untersuchung  der  Aragonite ,  der 
Gyps-  und  Orthoklaskr\ stalle  r  gezeigt  habe,  dass  durch  Zwil- 
lingsbildung die  elektrische  Verlheilung,  wie  sie  auf  den  Flächen 
der  einfachen  Krystalle  erscheint,  im  Allgemeinen  nicht  geändert 
wird,  so  lassen  sich  auch  aus  den  auf  Zwillingen  gemachten 
Beobachtungen  sichere  Schlüsse  auf  die  Vertheilung  der  elektri- 
schen Polaritäten  auf  den  einfachen  Krystallen  machen. 

Die  klinodiagonalen  Seitenkanten  oder  die  auf  ihnen  in  sehr 
geringer  Breite  auftretenden  Flächen  oc4?oo  nebst  den  anliegen- 
den Prismenflächen  ooPsind  beim  Fäkalien  positiv,  dagegen  die 
an  den  Enden  der  Orthodiagonale  liegenden  ziemlich  breiten 
Flächen  oo£oo  negativ.  Das  ausgebildete  obere  Ende  der  verti- 
calen  Axe  ist  positiv.  Der  Skolezit  zeigt  also  dieselbe  elektrische 
Vertheilung  wie  der  Gyps,  mit  welchem  er  auch  in  seiner  Zwil- 
lingsbildung übereinstimmt.  Das  verbrochene  untere  Ende  der 
Säulenaxe  ist  negativ  (wie  dies  auch  z.B.  die  sächsischen  Topas- 
kr\stalle  zeigen,  welche  am  obern  Ende  von  der  Endfläche  OP, 
am  unlem  aber  von  einer  Durchgangsfläche  begrenzt  werden). 
Die  elektrische  Erregung  der  Skolezitkrystalle  ist  ausserordent- 
lich stark. 

An  den  radialstänglichen  Skolezitmassen  sind  die  freien  En- 
den positiv,  die  am  Centrum  liegenden  verwachsenen  negativ. 


*)  Abhandl.  d.  K.  S.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XV.  und  Bd.  XVIIi. 
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Auf  den  seitlichen  Flächen  erscheint  positive  oder  negative  Pola- 
rität, je  nachdem  die  Flächen  ooP  oder  00*00  der  einzelnen  In- 
dividuen in  der  Oberfläche  liegen. 

7)  Datolith. 

Die  Krystalle  des  Datoliths  gehören  gleichfalls  zum  mono- 
klinoedrischen  Systeme;  indess  weicht  der  schiefe  A\enwinkel 
noch  weniger  nur  um  9')  als  beim  Skolezit  von  90°  ab.  Die  von 
mir  untersuchten  Datolithkrystalle  stammen  von  Andreasberg 
und  sind  am  untern  Ende,  sowie  zum  grossen  Theile  auch  seit- 
lich von  Bruchflächen  begrenzt. 

In  elektrischer  Beziehung  sind  die  Endflächen,  sowie  die 
klinodiagonalen  Seitenkanten  und  die  ihnen  anliegenden  Theile 
der  Prismenflächen  negativ,  die  orthodiagonalen  Seitenkanten 
nebst  den  ihnen  benachbarten  Theilen  der  Prismenflächen  aber 
positiv.  Ist  das  untere  Ende  der  verticalen  Axe  verbrochen ,  so 
erscheint  die  Bruchfläche  je  nach  ihrer  Lage  negativ  oder  positiv. 

8)  Axinit. 

Die  Krystalle  des  Axinits  gehören  zum  triklinoedrischen  Sy- 
steme :  ihre  Flächen  sind  von  den  Krystallographen  in  sehr  ver- 
schiedener Weise  gedeutet  werden.  Betrachtet  man,  weil  bei 
allen  übrigen  Krystallen  die  elektrischen  Pole  mit  den  krystallo- 
graphischen  Axen  in  enger  Beziehung  stehen,  die  elektrische  Ver- 
theilung  als  maassgebend  für  die  Stellung  der  Axinitkrystalle, 
so  ist  dieselbe  nur  mit  der  alten  von  Hauy  gewählten  Stellung 
im  Einklänge.  Da  die  von  Hauy  eingeführte  Bezeichnung  der 
einzelnen  Flächen  in  die  Lehrbücher  der  Mineralogie  überge- 
gegangen  ist,  so  kann  ich  mich  ohne  Weiteres  derselben  bedie- 
nen. Die  Flächen  r  und  u  sind  hiernach  die  Flächen  eines  ver- 
ticalen Prismas  mit  rhomboidischem  Querschnitte,  und  die  Flä- 
chen p  bilden  die  doppelt  schiefen  Endflächen.  Die  Flächen  s 
sind  die  Flächen  eines  Pinakoids,  welches  auf  den  stumpfen 
Kanten  des  rhomboidischen  Prismas  liegt. 

An  den  sehr  stark  elektrischen  Krystallbruchstücken  von 
Bourg  d'Oisans  war  es  unmöglich,  die  normale  Vertheilung  der 
Elektricität  zu  erkennen,  weil  dieselbe  fast  stets  durch'die  An- 
wachsung und  die  Bruchflächen  gestört  wird.  Erst  nachdem 
ich  ringsum  tadellos  ausgebildete  Axinitkrystalle  vom  Scopi  er- 
langt hatte,  vermochte  ich  jene  Vertheilung  festzustellen. 
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Die  beiden  schiefen  Endflächen  p  sind  beim  Erkalten  ne- 
gativ, die  beiden  scharfen  Seitenkanten  des  rhomboidischen 
Prismas  aber  positiv,  dagegen  die  beiden  stumpfen,  auf  welchen 
die  Flächen  s  liegen,  wieder  negativ.  Ist  die  Fläche  s  sehr 
schmal,  so  wird  öfter  die  negative  Zone  auf  dieser  stumpfen  Sei- 
tenkante mehr  oder  weniger  unterdrückt;  erhält  die  Fläche  5 
eine  etwas  grössere  Breite,  so  breitet  sich  die  eben  genannte  ne- 
gative Zone  mehr  aus  und  kann  selbst  die  positive  Elektricität 
auf  der  anliegenden  Fläche  u  zum  grossen  Theile  verdrängen. 

Mit  dieser  auf  den  Krystallen  vom  Scopi  auftretenden  Ver- 
theilung  stimmt  auch  die  auf  einem  vollständigen  Krystalle  von 
Bourg  dOisans  beobachtete  Uberein. 

Die  Krystalle  von  Bourg  d'Oisans  zeigen  fast  sämmtlich  sehr 
starke  elektrische  Spannungen ,  während  auf  den  durch  Chlorit 
scliwärzlich-grün  gefärbten  Krystallen  vom  Scopi  eben  in  Folge 
dieser  Beimengung  viel  geringere  elektrische  Erregungen  auf- 
treten. 


W.  Knop,  Vebcr  eine  merkwürdige  Umgestaltung  der  Inflo- 
rescenz  der  Maispflanze  bei  künstlicher  Ernährung.  vj 

(Hierzu  eine  Abbildung.) 

In  der  Sitzung  vom  4.  Juni  1877  habe  ich  der  Gesellschaft 
Bericht  erstaltet  über  eine  Beihe  von  Vegetationsversuchen, 
deren  Ergebniss  ausweist,  dass  die  höher  organisirle  Pflanze 
fähig  ist.  das  zu  ihrem  Waehsthum  erforderliche  Quantum  Schwe- 
fel ebensowohl  den  unterschwefelsauren  Salzen,  wie  den  schwe- 
felsauren zu  entziehen.  Bei  diesen  Versuchen  hatte  ich  eine  Nähr- 
stofflösung in  Anwendung  gebracht,  deren  Bestandtheile  quali- 
tativ und  quantitativ  dieselben  waren,  wie  bei  derjenigen,  welche 
sich  bei  allen  meinen  früheren  Versuchen  am  besten  bewährt 
hatte,  jedoch  war  bei  Herstellung  der  neuen  Nährslofflösung  die 
schwefelsaure  Talkerde  durch  unterschw  efelsjiure  ersetzt  worden. 

Zugleich  berichtete  ich  über  den  Erfolg  einer  Versuchsreihe, 
bei  welcher  diese  Lösung  durch  einen  sehr  geringen  Zusatz  von 

1)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  am  30.  Juli  1878. 
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Salpetersäure  schwach  sauer  gemacht  worden,  um  das  phos- 
phorsaure  Eisenoxyd  hesser  in  Lösung  zu  erhalten  und  ausge- 
dehntere Versuche  über  die  Aufnahme  noch  anderer  Metalloxyde 
machen  zu  können ,  welche  aus  neutralen  Lösungen  durch  die 
darin  enthaltenen  Phosphate  der  Alkalien  ausgefallt  werden. 

In  meinem  Berichte  vom  i.  Juni  1877  habe  ich  übrigens 
(S.  1 12  unten;  ausdrücklich  angeführt,  dass  ich  die  besten  Re- 
sultate nur  bei  Anwendung  der  möglichst  neutralen  Lösungen 
bisher  erhalten  hätte.  Diese  Erfahrung  hat  sich  auch  bei  den 
neuesten  Versuchen  von  1877  und  1878  bestätigt. 

Dagegen  hat  sich  die  angesäuerte  Lösung  zum  Begiessen  der 
Erde  in  Blumentöpfen  bei  der  Cultur  von  Zimmerpflanzen  durch- 
aus bewährt. 

Am  Schlüsse  meines  Berichtes  habe  ich  bemerkt,  dass  Herr 
H.  R.  von  Sandersleben  aus  Zwickau  es  unternommen  habe,  <tie 
quantitative  Untersuchung  Uber  die  Aufnahme  der  verschiedenen 
Säuren  und  Basen  aus  der  mit  unterschwefelsaurer  Talkerde  ver- 
setzten Lösung  auszuführen.  Derselbe  hat  diese  erste  Arbeit  im 
Sommer  und  Winter  des  vorigen  Jahres  selbständig  in  meinem 
Laboratorio  zu  Ende  geführt. 

Die  Lösungen,  welche  von  Sandcrsleben  im  Sommer  1877 
anwandte ,  hatten  eine  Conccntration  von  annäherungsweise  2 
pro  mille.  Derselbe  machte  dabei  die  Erfahrung,  dass  diese 
Concenlralion  bei  schwach  sauren  Lösungen  schon  zu  hoch  ist, 
um  ein  rasches  Wachsthum  zu  bedingen.  S.  III  meines  Be- 
l  ichtes  habe  ich  angegeben ,  dass  ich  meine  Versuche  mit  Lö- 
sungen  von  0,5,  1,0  —  2,0  pro  mille  Concenlralion  angestellt 
hätte,  und  dass  die  letztere,  namentlich  von  Gräsern,  noch  voll- 
ständig ertragen  werde.  Wenn  es  nun  auch  mit  diesem  Aus- 
druck  seine  Richtigkeit  hat,  so  lassen  die  Resultate,  welche  von 
Sandersleben  in  vorigem  Jahre  erhielt,  doch  erkennen,  dass  es 
zweckmässiger  ist,  verdünntere  Lösungen  anzuwenden,  wenn  es 
darauf  ankommt,  einigermassen  erhebliche  Erntegewichte  zu 
erzielen. 

Diese  Erfahrung  schien  es  überhaupt  nothwendig  zu  ma- 
chen, vor  der  Ausführung  neuer  quantitativer  Arbeiten  erst  qua- 
litativ über  die  Wirkung  verdünnlerer  Lösungen  Voruntersu- 
chungen anzustellen  und  dabei,  um  die  Resultate  mit  grösserer 
Sicherheit  richtig  beurtheileu  zu  können ,  zu  den  neutralen  Lö- 
sungen zurückzugreifen,  deren  Wirkung  jetzt  hinreichend  erprobt 
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ist.  Wir  entschlossen  uns  diö  neuen  Lösungen  ganz  nach  der 
Vorschrift  zusammenzusetzen ,  wie  ich  sie  schon  vor  einer  Reihe 
von  Jahren  für  die  neutrale  Lösung  angegeben  habe,  und  nur 
die  Abänderung  dabei  zu  treffen,  dass  dasselbe  Quantum  Schwe- 
fel, welches  die  iiilere  Lösung  in  Form  von  Bittersalz  enthalt,  der 
neuen  Lösung  in  Gestalt  von  unterschwefelsaurer  Talkerde  hin- 
zugesetzt werde. 

Eine  Reihe  solcher  Untersuchungen ,  bei  welchen  Lösungen 
von  nur  1  pro  mille  Concentralion  in  Anwendung  kamen  ,  habe 
ich  gemeinschaftlich  mit  von  Sandersleben  in  diesem  Frühjahr 
vorbereitet  und  mit  demselben  im  Laufe  dieses  Sommers  durch- 
geführt. Die  Lösungen  waren  sümmllich  von  Letzterem  darge- 
stellt und  titrirt. 

Schon  jetzt,  Anfangs  Juli,  hat  diese  Versuchsreihe  das  merk- 
würdige  Resultat  gegeben,  dass  sich  die  ganze  Inflorescenz  der 
Maispflanze  bei  der  Ernährung  mit  einer  solchen  Lösung  umge- 
staltet. Die  Nährstofflösung  wurde  durch  geeignetes  Verdünnen 
concentrirter  Lösungen,  auf  annäherungsweise  I  pro  mille  Ge- 
sammtsalzgehalt,  hergestellt,  welche  die  einzelnen  Salze  in  fol- 
genden Proportionen  enthielten  : 

In  halben  Aeq.  Wasserfrei  berechnet: 

5.  (A^CaOJ  410  410  =  140  Ca  0  +  270  Nt  0. 

2  .  (A'Ä03;  HO  \Q  \  =  47A40  +  54.VO. 

2.(PA//4  04)   136  H8=  47A40-4-  7IP465 

I  .  [St  Mg  06  +  6//4  0)  1 46  92  =  20 MgO  H-  72  S,  O* 

In  der  fertigen  verdünnten  Nährstofflösung  wurde  d.inn  noch 
ein  sehr  geringes  Quantum  phosphorsaures  Eisenoxyd  aufge- 
schlämmt, so  wenig,  dass  die  Flüssigkeit  nur  soeben  eine  Trü- 
bung erlitt. 

Für  Keimlinge  war  bereits  im  März,  April  und  Mai  gesorgt. 
Dieselben  waren  alle  in  destillirtem  Wasser  erzogen.  Da  es 
wegen  Ausführung  der  quantitativen  Anahsen  erwünscht  war, 
wenig  phosphorsaures  Eisenoxyd  als  Niederschlag  in  den  Lö- 
sungen zu  haben  und  unter  solchem  Umstände  leicht  Gelbsucht 
bei  den  Pflanzen  eintritt,  so  wurde  dem  destillirten  Wasser,  in 
welchem  die  Keimlinge  voiräthig  standen,  zwölf  Stunden  vor 
ihrer  Umpflanzung  in  die  Nährstofflösung  einige  Tropfen  Eisen- 
chloridlösung hinzugesetzt. 

Mit  diesen  Lösungen  wurden  3  Glasflaschen  von  2,5  Liter 
Inhalt  angefüllt.    Die  Mündungen  waren  durch  einen  dreifach 
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durchbohrten  Spundkork  geschlossen.  In  jede  dieser  Durch- 
bohrungen wurde  eine  Pflanze  mit  Hülfe  von  Baumwolle,  wie 
bei  allen  früheren  Versuchen ,  festgestellt.  Bei  den  Versuchen, 
von  denen  hier  die  Rede  ist,  figurirten  also  im  Ganzen  neun 
Maispflanzen.  Der  Same  war,  angeblich,  in  Ungarn  erbauter 
Cinqumüino. 

In  den  ersten  Tagen  des  Juli  blühten  die  drei  grössten 
Exemplare.  Sie  waren  um  diese  Zeit  fast  gleich  entwickelt ,  die 
Stämme  alle  etwas  Uber  60  Centimeter  lang.  Zwei  derselben 
waren  mit  einer  steril  gebliebenen  in  einem  und  demselben  Ge- 
fass  herangewachsen.  In  dem  zweiten  Gefäss  stand  die  dritte 
blühende  Pflanze  neben  zwei  unfruchtbaren,  während  die  drei 
Pflanzen  im  dritten  Gefäss  alle  zu  dieser  Zeit  noch  keine  Blülhen- 
anlage  zeigten.    Alle  neun  Pflanzen  haben  eine  sattgrüne  Farbe. 

Die  blühenden  Exemplare  sind  in  allen  Organen  sehr  regel- 
mässig ausgebildet.  Am  5.  Juli  waren  die  Blülhenabren  bei 
allen  drei  Exemplaren  aus  der  obersten  Blattscheide  hervorge- 
schoben. Bei  allen  hingen  die  langen  Griffel  schon  aus  der  letz- 
teren  heraus ,  bevor  die  Spitze  der  männlichen  Blülhe  sichtbar 
war.  Die  vollständig  entwickelten  Blüthenähren  hatten  in  den 
Tagen  vom  5.  bis  8.  Juli  eine  Länge  von  8  Centünetern.  Bei 
allen  trockneten  aber  die  Pistille  früher  ein,  als  die  Antheren 
stäubten,  es  konnte  daher  nicht  an  eine  Befruchtung,  auch  nicht 
an  eine  künstliche,  gedacht  werden.  Die  Intemodien  sind  fast 
alle  gleich,  10  Centimeler  und  etwas  darüber  lang,  nur  die  ober- 
sten ein  wenig  kürzer.  Die  grössten  Blätter  mitten  am  Stamm 
haben  gegen  30  Centim.  Länge  und  2 — 3  Cenlim.  gross le  Breite. 
Zur  Zeit  der  Blüthe  sind  an  den  einzelnen  Pflanzen  6,  7,  \  \  Blät- 
ter vorhanden. 

Die  Blüthenähre  ist  bei  allen  drei  Pflanzen  an  der  Spitze 
männlich,  weiter  abwärts  steht  eine  einzelne  kurz  gestielte 
männliche  Blüthe  neben  einer  gleichfalls  einzelnen  weiblichen 
Blüthe  auf  einem  und  demselben  Torus.  Die  Blütheu  des  rein 
männlichen  oberen  Theils  der  Aehre  sind  sitzend,  einzeln  und 
gepaart,  die  drei  obersten  steril,  alle  übrigen  enthalten  bei  den 
beiden  am  vollkommensten  entwickelten  Pflanzen  jede  dreiStaub- 
gefässe,  die  zur  Zeit  der  Pollenreife  länger  sind  als  die  Blumen- 
spelzen. Alle  Blüthen,  männliche  und  weibliche,  sind  fast  zwei- 
zeilig der  gebogenen  Spindel  angedrückt,  die  männlichen  und 
weiblichen  am  unteren  Ende  der  Aehre  etwas  von  einander  ab- 
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gerückt.  Die  beiden  grösslen  Exemplare  haben  5  kraftige  weib- 
liche Blüthen ,  aus  jeder  derselben  hängt  ein  über  1 0  Centimeter 
langer  vollständig  ausgebildeter  Griffel  herab. 

Eine  dieser  beiden,  zum  Verwechseln  ähnlich  gebildeten, 
Pflanzen  habe  ich  am  5.  Juli  photographisch  aufnehmen  lassen. 
Die  Zeichnung,  welche  dieser  Abhandlung  beigegeben  worden, 
ist  mit  Benutzung  des  Photogramms  angefertigt. 

Fasst  man  die  Eigentümlichkeiten  der  neuen  Pflanze  in 
den  Ausdrücken  der  üblichen  Terminologie  zusammen  und  ver- 
gleicht die  Diagnose  mit  der  der  Galtung  Zea.  so  findet  man  die 
Abweichung  so  stark,  dass  man  sie  dieser  Gattung  nicht  mehr 
einreihen  kann. 

Die  Diagnose  der  Galtung  Zea  ,  entlehnt  der  Synopsis  florae 
german.  et  hellet.,  auctore  Koch ,  lautet,  so  weit  sie  die  Inflores- 
cenz  betrifft,  Zea:  Monoica.  Flores  masculi  terminales,  racemoso- 
paniculati.  Flores  feminei  in  Spicas  axillares,  vaginis  involutas, 
dispositi.  Curyopsides  sitbrotundo-reniformes ,  in  series  octo  ,  per 
puria  approximatas,  dispositi,  axi  carnoso  insertae. 

Dagegen  würde  die  Boschreibung  der  Inflorescenz  der  neuen 
Maispflanze  folgendermassen  ausfallen  : 

Spica  simplex,  terminalis,  monoica,  apice  mascula,  deorsum 
asque  ad  basin  utriusque  yeneris.  Flores  masculi  superiores :  sessi- 
les,  solitarii,  yeminique,  subimbncati :  inferiores  :  pediccllati.  cum 
floribus  femineis,  plerumque  remotis,  solitariis,  alternis  conjuyati. 
Flores  masculi  et  feminei  usque  ad  efflorescentiam  rhuehidi  ar- 
euulo-flexuosae,  excisae  bifarium  arcte  adpressi. 

Diese  Umgestaltung  geschah  bei  allen  drei  Pflanzen  in  einem 
Sprunge,  so  dass  bei  keiner  einzigen  um  die  oben  angegebene 
Zeit  eine  vermittelnde  Slufe  sich  gezeigt  hätte.  Merkwürdiger 
Weise  aber  traten  am  20.  Juli  an  der  dürftigsten  unter  den  drei 
blühenden  Pflanzen  aus  einer  der  unteren  Blattscheiden  die 
Spitzen  der  Hüllen  eines  Kolbens  hervor. 

Diese  Pflanze  ist  unter  den  drei  blühenden  diejenige,  welche 
mit  der  pholographirten  in  einem  und  demselben  Gefäss  heran- 
gewachsen war.  Sie  blieb  in  der  späteren  Entwicklung  der 
Blüthe  elwa  i — 5  Tage  hinter  den  anderen  beiden  zurück.  Keine 
ihrer  männlichen  Blüthen  öffnete  sich  freiwillig  und  bei  den  mei- 
sten fehlten,  wie  eine  schliesslich  am  27.  Juli  mit  der  ganzen 
Aehre  vorgenommene  Section  zeigte,  die  Staubfäden.  •  Die  weib- 
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liehen  Blüthen  dagegen  waren  eben  so  vollkommen  ausgebildet, 
wie  bei  den  anderen  beiden  Pflanzen. 

Vom  I .  Aug.  an  machten  sich  die  Folgen  eintretender  man- 
gelhafter Ernährung  bei  allen  Pflanzen  bemerkbar,  die  Blatter 
vergrößerten  sich  nicht  mehr,  einige  fingen  bereits  an  zu  trock- 
nen. Da  der  Versuch  damit  sein  Ende  erreicht  hatte,  so  hat  von 
Sandersleben  die  anderen  Haispflanzen,  aus  denen  keine  Blülhe 
hervorgetreten  war,  sammtlich  secirl  und  gefunden,  dass  alle 
ohne  Ausnahme  in  den  obersten  Blattscheiden  eine  zwar  ver- 
kümmerte, aber  mit  der  beschriebenen  lnflorescenz  ganz  gleich 
gestaltete  enthalten.  Es  sind  dieselben  Aehren,  aber  nur  von 
3—5  Centimeler  Länge,  die  männlichen  Blüthen  finden  sich  mei- 
stens nur  durch  einige  Blülhenspelzen  angedeutet,  einige  weib- 
liche haben  dagegen  lange  Griffel.  Wir  haben  alle  diese  Pflanzen, 
die  3  blühenden  und  diese  sechs  mit  verkümmerten  Blüthen  ver- 
sehenen aufgelegt. 

Dass  bei  monöcischen  Pflanzen  Dislocationen  der  männlichen 
und  weiblichen  Blüthen  vorkommen,  ist  eine  gewöhnliche  Er- 
scheinung. Aber  wenn  auch  mehr  oder  weniger  ähnliche  Ge- 
bilde in  der  Natur  längst  beobachtet  sein  sollten,  so  sind  diese 
neun  Maisexemplare  jedenfalls  die  ersten  Pflanzen,  welche  eine 
tief  eingreifende  Formveränderung  unter  Wachsthumsbedingun- 
gen erlitten  haben,  welche,  so  weil  sie  materieller  Natur  sind, 
dem  Experimentator  qualitativ  und  quantitativ  vollständig  be- 
kannt sind.  Dazu  kommt  noch  der  Umstand,  dass  das  ganze 
Verfahren,  bei  welchem  diese  Formveränderung  zu  Stande  kam, 
so  einfach  ist,  dass  man  nicht  einsieht,  warum  bei  Wiederholung 
desselben  nicht  dasselbe  Resultat  wieder  erzielt  werden  sollte, 
wenn  es  auch  noch  einige  Anstrengungen  kosten  könnte,  die 
Reihefolge  der  Bedingungen  festzustellen,  unter  denen  man  es 
constant  wieder  erhält. 

Es  ist  ferner  nicht  anzunehmen ,  dass  mit  der  Maispflanze 
gerade  die  einzige  Pflanzenspecies  aus  dem  System  herausge- 
griffen worden  wäre,  die  solcher  Umwandlungen  fähig  ist.  Ge- 
länge es  aber,  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  allgemeiner  tief 
eingreifende  Formveränderungen  durch  materielle  Mittel  hervor- 
zubringen und  diese  durch  fortgesetzte  Züchtung  constant  zu 
machen,  so  würde  das  Resultat  erheblich  genug  sein.  Ich  werde 
in  den  nächsten  Jahren  diese  Versuche  erneuern  und  erweitern. 

Die  Frage  ,  ob  die  Gegenwart  der  Unlerschwefelsäure  unter 
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den  Nährstoffen  als  das  ursächliche  Moment  der  Formveränderung 
anzusehen  ist.  kann  mit  absoluter  Gewissheit  augenblicklich 
noch  nicht  beantwortet  werden.  Indessen  müsste  eine  kaum 
glaubliche  Gomplicalion  von  Zufällen  eingetreten  sein,  wenn 
diese  Mnispflnnzen  sämmtlich  ohne  Mitwirkung  der  Nährstoffe 
alle  dieselbe  Formveränderung  erlitten  hätten,  und  dieses  um  so 
mehr,  als  diesen  neuen  Versuchen  eine  lange  Reihe  anderer 
vorausging,  durch  welche  ich  zeigte,  dass  die  vier  Basen  ebenso 
wie  die  vier  Säuren ,  welche  zur  Ernährung  der  grünen  Pflanze 
nothwendig  sind ,  in  mannigfaltigen  Verhältnissen  abgeändert 
werden  können ,  ohne  dass  man  dadurch  irgend  welche  Form- 
veränderung hervorbrächte.  Jedes  einzelne  Glied  der  Nährsloff- 
reihe  hat  bei  den  früheren  Versuchen  quantitativ  die  mannig- 
faltigsten Modifikationen  erlitten,  und  selbst  in  den  Fällen,  wo 
ein  solches  völlig  ausgelassen  wurde  und  Krankheilserschei- 
nungen eintraten,  ist  die  specifische  Form  der  Pflanze  stets  intact 
geblieben.  Ebenso  verhielt  es  sich  in  allen  den  Fällen,  wo  ich 
die  vier  Basen  Kali,  Kalk ,  Talkerde  und  Eisenoxvd  und  die  vier 

ff  w 

Säuren  Phosphorsäure,  Schwefelsäure,  Kohlensäure  und  Salpeter- 
säure durch  verwandte  Substanzen  ganz  oder  theilweise  er- 
setzt hatte. 

Das  ganze  Verfahren,  bei  welchem  diese  neun  Maispflanzen 
entstanden  sind,  ist  leicht  zu  wiederholen,  so  dass  diese  Frage 
sehr  bald  vollständig  zu  erledigen  ist. 

Es  ist  denkbar,  dass  die  Unterschwefelsäure  direct  modifi- 
cirend  auf  die  Bildung  und  Wanderung  der  Eiweisskörper  in  der 
Pflanze  einwirkt.  Vielleicht  aber  wirkt  sie  nur  mittelbar  ,  indem 
sie  einen  Einfluss  auf  die  Aufnahme  der  übrigen  Nährstoffe 
ausübt. 

Ich  erinnere  daran,  dass  ich  der  Gesellschaft  in  der  Sitzung 
vom  23.  April  1875  mittheilte,  auf  welchem  Wege  Dr.  Dworzack 
und  ich  bei  einer  gemeinschaftlichen  Untersuchung  festgestellt 
haben,  dass  bei  Gegenwart  von  Chlorkalium  und  Chlorcalcium 
unter  den  Nährstoffen  viel  weniger  Basen  als  bei  Anwendung 
chlorfreier  Nährstofflösungen  von  den  Pflanzen  aufgenommen 
werden,  so  dass  der  Pflanzensaft  durch  den  Zusatz  von  Chlo- 
riden viel  saurer  wird,  als  sonst.  Ob  eine  solche  mittelbare  Wir- 
kung der  Unterschwefelsäure  auch  hier  vorhanden  ist,  darüber 
werden  die  qualitativen  Analysen,  welche  von  Sandersleben  mit 
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den  Rückstiinden  der  Nährstofflösungen  vornehmen  wird,  dem- 
nächst Aufschluss  geben. 

Jedenfalls  kann  die  Fortsetzung  dieser  Versuche  darüber 
entscheiden,  ob  die  Form  ,  in  welcher  der  Schwefel  der  Pflanze 
dargeboten  wird,  auf  die  Gestaltung  der  Hauptorgane  der  Pflanze 
einen  so  bedeutenden  Eintluss  ausübt.  In  Zukunft  werde  ich 
auch  die  Übrigen  niederen  Sauerstoffsäuren  des  Schwefels,  mit 
Ausnahme  der  schwefligen  Säure,  deren  Salze  sich  schnell  zu 
schwefelsauren  Verbindungen  oxydiren ,  und  ebenso  die  unter- 
phosphorige  Säure  und  phosphorige  Säure  noch  mit  in  Betracht 
ziehen.  Was  die  unterphospborige  und  phosphorige  Säure  anbe- 
trifft, so  hat  Ville  s.  Biedermanns  agric.-chem.  Centralbl.  Bd.  8. 
S.  379)  zwar  angegeben ,  dass  er  mit  deren  Salzen  Vegetations- 
versuche angestellt  habe,  die  ein  negatives  Resultat  gegeben 
hätten ,  allein  es  kanu  sich  mit  den  Wirkungen  dieser  Salze  in 
vollständigen  Nährstofflösungen  möglicherweise  anders  verhalten. 
Man  braucht  sich  bei  solcher  Erweiterung  der  Versuche  nicht 
auf  reine  Wassercultur  zu  beschränken  und  kann  solche  Culturen 
auch  in  Blumentöpfen  ausführen,  deren  Erde  man  mit  Nährstoff- 
lösungen von  bekannten  Gehalten  der  einzelnen  Salze  begiesst. 
Die  unterschwefelsauren  Salze  oxydiren  sich  nicht  leicht  und  er- 
halten sich  vielleicht  selbst  im  porösen  Erdreich  lange  genug, 
um  ihren  Einfluss  bei  der  Ernährung  der  Pflanze  geltend  zu 
machen.  Einige  solcher  Versuche  mit  unterschwefelsaurer  und 
unterschwefligsaurer  Magnesia  habe  ich  im  Juli  noch  eingeleitet. 
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C.  Neumann.   Entwicklung  nach  Elementarpotentialen  .*; 

Die  hier  mitzutheilenden  Betrachtungen  sttllzen  sich  auf  die 

»Untersuchungen  l)  über  das  Logarithmische  und  Newton' sehe 
Potential «,  welche  der  Verf.  im  Jahre  1877  im  Verlage  von 
Teubner,  und  auszugsweise  in  den  Math.  Annalen  Bd.  13 
publicirt  hat. 

§1. 

Die  gegebene  geschlossene  Curve  o. 

Um  für  unsere  Untersuchungen  —  wenn  auch  vielleicht  auf 
Kosten  einer  zu  starken  Specialisirung  —  eine  feste  und  wohl- 
definirte  Basis  zu  erhalten,  wollen  wir  annehmen,  dass  die  ge- 
gebene geschlossene  Curve  a  zweiten  Hanges  ist,  und  3>m 
stetig  sind  2).  Längs  dieser  Curve  a  kann  ,  wie  aus  meiner  Me- 
thode des  Arithmetischen  Mittels  hervorgeht  vgl.  d.  Math.  Ann.  13, 
Seite  287),  die  gegebene  Masse  Eins  in  solcher  Weise  verlheilt 
werden,  dass  ihr  Potential  auf  alle  innern  Puncte  constant 
ist.  Auch  wird  sich  (vgl.  d.  Math.  Ann.  13,  S.  287)  eine  solche 
Vertheilung  nur  auf  einerlei  Art  bewerkstelligen  lassen.  Be- 
zeichnet man  also  die  Dichtigkeit  dieser  Massenvertheilung  mit  y, 
und  den  constanlen  Werth  ihres  innern  Potentials  mit  I",  so  ist 
y  eine  der  Curve  a  eigentümliche  Function  .  und  I"  ein  ihr  zu- 
gehöriger constanter  Parameter. 

Je  nach  Beschalfen  heil  der  Curve  a  wird  der  Parameter  f 


•j  Vorgetragen  am  3.  Juni  1878;  zum  Druck  übergeben  am  23.  Sept. 

1878. 

1)  Dieses  Werk  soll  im  Folgenden  ,  sobald  dasselbe  zu  ciliren  ist , 
kurzweg  mit  »  Unt.«  bezeichnet  werden. 

2)  Hier  bezeichnet  &  dasjenige  Azimuth,  unter  welchem  eine  beweg- 
liche Tangente  der  Curve  gegen  die  x-Axe  des  Coordinatensystems  geneigt 
ist.  Denkt  man  sich  ferner  die  Bogenlänge  des  Berührungspunctes  dieser 
Tangente  mit  a  bezeichnet,  so  sollen  unter  0'  und  />"  die  beiden  Difleren- 

tialquotienten       und         verslanden  werden. 
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positiv,  null,  oder  negativ  sein;  wobei  zu  bemerken,  dass  der 
Fall  T  =  Null  einen  Ausnahmefall  constituirt,  für  welchen 
manche  der  sonst  stattfindenden  allgemeinen  Sätze  ihre  Gültig- 
keit verlieren.  Um  die  hieraus  erwachsenden  Schwierigkeiten 
resp.  Weitläufigkeiten  zu  vermeiden,  wollen  wir  jenen  singu- 
liiren  Fall  ganz  aussen  Hessen,  also  festsetzen, 

die  Curve  a  solle  geschlossen  und  z  w eilen  Ranges 
sein,  ferner  solle  jede  der  Functionen 

&,    r  , 

stetig  sein  ,  und  überdies  solle  endlich  die  Curve  von  solcher 
Beschaffenheit  sein,  dass  ihr  Parameter  V  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  hat. 


§2- 

Einleitende  Betrachtung. 

Ist  auf  der  Curve  a  irgend  eine  Function  /'  vorgeschrieben, 
welche  längs  a  stetig  ist ,  so  existirt  immer  eine  Potenlialfunction 
W  des  innern  Gebietes  i'und  nur  eine  einzige1;,  welche  auf  a  mit 
f  identisch  ist  (vgl.  d.  Math.  Ann.  1 3,  S.  289) .  Dabei  ist,  w ie  Üb- 
lich, unter  einer  Potentialfunction  des  innern  Gebietes  das  Poten- 
tial irgend  welcher  Massen  zu  verstehen,  die  auf  oder  ausserhalb 
a  liegen. 

ÖU*     d  \V 

Dass  die  Ableitungen  -g-^- ,   j-^  dieser  Function  W  in  jedem 

innern  Puncto  i  stetig  sind,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Fraglich 
aber  bleibt,  ob  diese  Stetigkeit  auch  dann  noch  fortdauert,  wenn 
man  den  Puncl  i  der  gegebenen  Curve  a  sich  ins  Unendliche 
nähern  lässl.  Namentlich  steht  in  Frage,  ob  der  nach  der  innern 

ö  W 

Normale  n  gebildete  Differentialquotient  ^  längs  der  Curve 

stetig  oder  unstetig  ist. 

Um  näher  hierauf  einzugehen ,  betrachten  wir  zunächst  den 
speciellen  Fall  des  Kreises.  Die  Curve  a  sei  dargestellt  durch 
eine  mit  dem  Radius  A  um  den  Anfangspunct  des  Coordinaten- 
syslems  beschriebene  Kreisperipherie,  und  an  Stelle  der  recht- 
winkligen Coordinaten  mögen  die  Polarcoordinaten  eingeführt 
sein  : 
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.  =  r  cos  9 , 
y  s=  r  sin  qp . 

Ferner  sei  die  auf  dem  Kreise  vorgeschriebene  Function  f  definirt 
durch  die  Reihe: 

/0  i       n      n        4  fcosy        cos  3  7  cos5</ 

(3->       ^=*-^|-i5!'+-pJ£+-5^+  --J' 

alsdann  hat  f  in  je  zwei  Punclen  (<p)  und  (2  fr  —  fl>) ,  die  zur 
.T-Axe  symmetrisch  liegen,  einerlei  Werth,  nämlich  den  Werth  qr>; 
so  dass  also  die  peripherische  Ableitung  von  f  (d.  i.  die  Ableitung 
nach  der  Bogenlänge)  unstetig  sein  wird  im  Puncte  [q>  —  0). 

Die  Potentialfunction  U'des  innern  Gebietes,  welche  auf  der 
Peripherie  a  mit  dieser  vorgeschriebenen  Function  f  identisch 
wird,  kann  sofort  angegeben  werden.  Sie  lautet: 

, .  .  „.      n      4  fr  cos  o>       /r\»cos3(/  /r\6cos5f/ 
Hieraus  folgt: 

/(t  .    b  W  4  I"  r  cos  </■       /  r  \3  cos  8  y        /  r  \8  COS  5tt  ! 

<°  )  "öT  =  -  n  [a  —  +  (l)  "IT—  +  U)  ~"5r"~  +  -J ; 

und  hieraus  folgt  weiter,  wenn  man  r  =  4  setzt,  und  die  innere 
Normale  des  Kreises  mit  n  bezeichnet : 

,    ,  b  \V        4    f  COS  ff       cos3y      cosSy  1 

ö  TV* 

woraus  ersichtlich ,  dass  -r—  an  der  Stelle  (g>  =  0;  unendlich 

oross,  mithin  unstetig  wird.  —  Wir  gelangen  daher  zu  folgen- 
dem Resultat. 

(7.)  Ist  auf  einer  Kreisperipherie  eine  Function  f  vorgeschrieben, 
und  bezeichnet  W  diejenige  Potentialfunction  des  innern  Gebietes, 
welche  auf  der  Peripherie  mit  f  identisch  ist,  so  wird,  wenn  auch  f 
stetig  ist,  dennoch  der  (nach  der  innern  Normale  n  gebildete) 

d  TV* 

Differentialquotient  y^-  Kings  der  Peripherie  unstetig  sein 
können. 

Gleichzeitig  drängt  sich,  was  die  von  uns  betrachtete  Func- 
tion W  (4.)  betrifft,  die  Vermuthung  auf,  dass  die  an  der  Stelle 

[q>  =  0  constatirte  Unsteligkeit  von       in  Zusammenhang  stehen 

Math.-phys.  Classe.  1S7&.  4 


Digitized  by  Google 


50  Carl  Niuüasn, 

könne  mit  derjenigen  Unstetigkeit,  welche  die  peripherische  Ab- 
leitung der  vorgeschriebenen  Function  /*  (3.)  an  ebenderselben 

ö  W 

Stelle  besitzt,  und  dass  jene  Unstetigkeit  von  wahrscheinlich 

fortfallen  würde,  wenn  man  festsetzt,  dass  nicht  allein  die  Func- 
tion f  selber,  sondern  auch  ihre  peripherische  Ableitung  längs 
der  Curve  stetig  sein  solle.  —  In  der  That  werden  wir  diese  Ver- 
mulhung  durch  das  erste  Theorem  des  folgenden  §  der  Hauptsache 
nach-  bestätigt  finden. 

§3. 

Ueber  die  normale  Ableitung  der  Potentialfunctionen  des 
inner ii  oder  äussern  Gebietes  der  Curve  o. 

Theorem.  —  Ist  die  auf  der  Curve  a  (I.)  vorgeschriebene 
Function  f  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 

(80  f,  f  stetig  sind,  und  f"  abtheilungs  weise  stetig,*) 

und  bezeichnet  W  diejenige  Potentialfunction  des  inner n  Ge- 
bietes, welche  auf  a  mit  f  identisch  ist  ,  so  wird  die  nach  der 
innern  Normale  n  genommene  Ableitung 

w  % 

längs  o  stetig  sein. 

Oder  genauer  und  zugleich  vollständiger  ausgedrückt  :  Es 
werden  alsdann 

Functionen  sein,  welche  längs  o  stetig  sind.  Dabei  bezeichnet 
t  die  im  peripherischen  Puncte  s  construirte  Tangente ,  ebenso  wie 
n  die  daselbst  errichtete  innere  Normale  vorstellt. 

Beweis2).  —  Zunächst  ergiebt  sich  aus  der  Methode  des 
Arithmetischen  Mittels,  dass  die  in  Rede  stehende  Potential- 


I]  Unter  f ,  f"  sind  die  peripherischen  (d.  i.  die  nach  der  Bogenlänge 
genommenen)  Ableitungen  von  f  zu  verstehen.  Vgl.  übrigens  die  I.  Be- 
merkung auf  Seite  89. 

2)  Dieser  Beweis  stützt  sich  auf  ein  noch  nicht  publicirtes  Manuscript. 
Und  auf  dieses  Manuscript  beziehen  sich  auch  mehrere  Citate  (wie  z.  B. 
das  Citat:  »Seite  a  15«),  denen  man  im  gegenwärtigen  §  begegnet. 
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function  W  darstellbar  ist  als  das  Potential  einer  auf  o  ausge- 
breiteten Doppelbelegung,  und  dass  das  Moment  n  dieser  Dop- 
pelbelegung längs  a  stetig  ist  [vgl.  die  »Unt.«  Seite  201].  Hier- 
aus folgt  sofort: 

(«.)  ntis=Wis-Ws,  [vgl.  Seite  a.  15] 

oder  weil  Wi$  (nach  der  Definition  von  W)  identisch  mit  fs  ist : 

(12.)  nfts  =  fs-Ws. 

Nach  der  Voraussetzung  (8.)  sind  nun 

(<*•)        fsi  fs  stetig  y  und  fi  abtheilnngsweise  stetig. 

Anderseits  folgt  aus  den  Voraussetzungen  (8.)  und  (1.),  dass 

iß.)      Wt,  Ws\  WS  stetig  sind.  [vgl.  d.  Theorem,  Seite  «.  54.) 

Und  mit  Rücksicht  auf  diese  Eigenschaften  (ct.) ,  [ß.)  folgt  aus 
12.),  dass 

[13.)     fi9f  fis'  stetig  sind,  und  /<"  abtheilungs weise  stetig1). 

Solches  constatirt,  ergiebt  sich  aber  sofort  das  zu  beweisende 
Theorem,  [nämlich  durch  Anwendung  der  Sülze  Seite  a.  68,  69]. 

Dem  Theoreme  (10.),  welches  das  innere  Gebiet  derCurvea 
betrifft,  ist  mit  Bezug  auf  das  äussere  Gebiet  folgendes  analoge 
Theorem  zur  Seite  zu  stellen. 

Theorem.  — -  Hält  man  fest  an  der  Voraussetzung  (8.), 
und  bezeichnet  man  mit  W  diejenige  Potential  function  des  äus- 
sern Gebietes,  welche  auf  o  mit  f  identisch  ist,  so  sind 

("•)    KL-  (i£Lond  firL  fi£L 

längs  der  Curve  o  stetig. 

§4. 

Zusammenstellung  derjenigen  Sätze,  welche  den  weiterhin 
anzustellenden  Untersuchungen  als  Fundament  dienen. 

(15.)  •  •  •  ■  Erster  Fnndamentalsatz.  —  Ist  längs  der  Curve 
o*  (1.)  eine  stetige  Function  f  vorgeschrieben,  so  existirt  immer 

1)  Selbstverständlich  sollen  Wt',  Wt"  und  p/,  fi"  die  peripheri- 
schen Ableitungen  der  Functionen  Wt  und  ^,  vorstellen,  d.  i.  die  Ablei- 
tungen dieser  Functionen  nach  der  Bogenlänge  des  Punctes  s. 

4* 
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eine  Potentialfunction  des  äussern  Gebietes,  und  immer  nur 
eine  einzige,  tvelche  auf  a  mit  f  identisch  ist. 

NB.  Für  das  innere  Gebiet  gilt  derselbe  Satz. 

Diese  Sätze  sind  bewiesen  in  den  »t/nf.«  (vgl.  namentlich 
auch  die  Math.  Ann.  Bd.  13,  Seite  288-290). 

(16.)  •  •  •  •  Zweiter  Fundamentalsatz.  —  Ist  eine  Potential- 
function des  äussern  Gebietes  sammt  ihrer  peripherischen  Ablei- 
tung längs  a  stetig  [und  ihre  zweite  peripherische  Ableitung 
abtheilungsweise  stelig] ,  so  wird  ihre  normale  Ableitung  eben- 
falls längs  a  stetig  sein. 

NB.  Für  das  innere  Gebiet  gilt  derselbe  Satz. 

Diese  Sätze  sind  identisch  mit  den  Theoremen  (10.)  und 
(14.)  des  vorhergehenden  §.  Ich  habe  bei  dieser  Reproduction 
die  Bedingungen,  dass  f  und  f  stetig  sein  sollen,  vorzugsweise 
betont ,  hingegen  die  Bedingung ,  dass  f  abtheilungsweise  stetig 
sein  solle  (welche,  wenn/,  f  stetig  sind,  in  den  meisten  Fällen 
schon  von  selber  erfüllt  sein  wird),  nur  in  Parenthese  beigefügt. 
Und  in  ähnlicher  Weise  werde  ich  auch  bei  den  folgenden 
Stäzen  verfahren,  um  auf  diese  Weise  die  eigentliche  Haupt- 
sache deutlicher  hervortreten  zu  lassen. 

(17.)  •  •  •  •  Dritter  Fundamentalsatz.  —  Ist  eine  Potential- 
function des  äusser?i  Gebietes  sammt  ihrer  peripherischen  Ablei- 
tung längs  o  stetig  [und  ihre  zweite  peripherische  Ableitung 
abtheilungsweise  stelig],  so  wird  dieselbe  immer  darstellbar  sein 
als  das  Potential  einer  auf  o  ausgebreiteten  einfachen  Belegung. 
Und  zwar  wird  die  Dichtigkeit  dieser  Belegung  längs  a  stetig 
sein. 

NB.  Für  das  innere  Gebiet  gilt  derselbe  Satz.  Denkt  man 
sich  ferner  zwei  Potentialfunctionen  resp.  des  äussern  und 
innern  Gebietes,  welche  den  in  Hede  stehenden  Bedingungen 
entsprechen,  und  überdies  längs  a  identisch  sind,  so  werden 
beide  darstellbar  sei?i  als  die  Potentiale  ein  und  derselben 
Belegung. 

Beweis.  —  Die  in  (17.)  gemachten  Voraussetzungen  sind 
identisch  mit  denen  in  (16  ).  Ist  also  U  die  diesen  Voraus- 
setzungen entsprechende  Potentialfunction  des  äussern,  und  V 
diejenige  des  innern  Gebietes,  so  werden  nach  (16.) 


(.V  die  äussere  und  n  die 
innere  Normale  derCurve.) 
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längs  a  stetig  sein.  Gleiches  gilt  von  U  und  V  selber.  Machen 
wir  ferner,  um  uns  unsere  Aufgabe  zu  erleichtern,  die  Annahme, 
dass  U  und  V  längs  der  Curve  gleichwertig  sind,  so  ist : 

Iß.)  U,-Vtit) 

wo  5  einen  beliebigen  Punct  der  Curve  o  bezeichnet. 

Sind  nun  a  und  i  zwei  beliebige  Puncto ,  resp.  ausserhalb 
und  innerhalb  a  gelegen,  und  sind  T*  und  Tj  die  Logarithmen 
der  reciproken  Werthe  von  [as)  und  is) ,  so  gelten  die  be- 
kannten Formeln  [vgl.  die  »Unt.«  S.  49,  (41.  d,  «)  und  S.  21, 
(42.  *,«)]: 

e.        In  Vx ;  =  II  Vy^  —   T%^-\ds  ,         ds  das  beim  Puncte  * 

gelegene  Element  der 
A.;  .0=/>(l/*I,-   r*||)d*,       «W-eoen  Curve  o.) 

E.)  ^-/[ptf-l-H)*, 

wo  bei  den  Grössen  unter  den  Integralzeichen,  wie  z.  B.  bei  den 
T,  der  Index  s  als  selbstverständlich  unterdrückt  ist.  Und  zwar 
sind  diese  Formeln  >d.) ,  («.) ,  (A.),  E.)  ttffliji  correct,  weil  die 
Grossen  (ct.),  (/?.)  /än#$  a  s/eM/  smrf. 

Durch  Addition  von  (£.),  E.)  ergiebt  sich,  mit  Rücksicht 
auf  (0.)  : 

und  ebenso  ergiebt  sich  durch  Addition  von  («.) ,  (A.) : 

I)  Durch  diese  Annahme  wird  die  Allgemeinheit  unseres  Beweises 
nicht  beeinträchtigt.  Denn  ist  z.  B.  U  irgend  eine  beliebige,  den  Voraus- 
setzungen unseres  Satzes  entsprechende  Potentialfunction  des  äussern  Ge- 
bietes, so  können  wir  uns  [nach  (15.)]  jederzeit  eine  Potentialfunction  V 
des  innern  Gebietes  construirt  denken ,  welche  mit  U  längs  der  Curve  a 
gleichwerthig  ist.  Und  der  Beweis,  den  wir  zu  geben  im  Begriff  sind,  zeigt 
alsdann,  dass  unser  Satz  richtig  ist  für  jene  beliebige  Potentialfunction  U.  — 
In  entsprechender  Weise  aber  übersieht  man  andererseits,  dass  der  hier 
mitzutheilende  Beweis  auch  gültig  ist  für  eine  beliebige  Function  V. 
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Setzt  man  also  zur  Abkürzung : 

(*•)         t— £(»-+Q. 

so  erhält  man : 

Uo  =  fvqdt, 

Vi  =  fT<qds. 

Diese  Formeln  aber  zeigen ,  dass  Ua  und  Tt-  angesehen  werden 
können  als  die  Potentiale  einer  gewissen  auf  o  ausgebreiteten 
Massenbelegung.  Die  Dichtigkeit  q  dieser  Belegung  hat  den 
Werth  (&.) ,  und  ist  also,  ebenso  wie  die  Grossen  (ct.),  längs  a 
stetig.  —  W.  z.  z.  w. 

(18.)  •  •  •  •  Yierter  Fundamentalsatz.  —  Ist  die  auf  der  Curve 
o  (4.)  gegebene  Function  f  sammt  ihrer  peripherischen  Ableitung 
längs  o  stetig  [und  ihre  zweite  peripherische  Ableitung  abthei- 
lungsweise  stetig] ,  so  wird  dieselbe  immer  darstellbar  sein  als 
das  Potential  einer  auf  a  ausgebreiteten  einfachen  Belegung.  Auch 
wird  die  Dichtigkeit  dieser  Belegung  längs  a  stetig  sein. 

Beweis.  —  Um  den  Beweis  zu  führen,  brauchen  wir  uns 
nur  diejenige  Potenlialfunction  vorzustellen,  von  welcher  der 
Satz  (15.)  handelt,  d.i.  diejenige  Potential  function  Uai  welche 
auf  a  mit  der  vorgeschriebenen  Function  f  gleichwertig  ist.  Für 
dieses  Ua  ergiebt  sich  alsdann  nach  dem  vorhergehenden  Satz 
(17.)  die  Darstellung: 

(x.)  Ua=fT°qds, 

oder,  genauer  geschrieben : 

(*.)  P.  »/!?&<*«, 

wo  qs  lüngs  o  stetig  ist.  Hieraus  aber  folgt,  wenn  man  den  Punct 
a  nach  irgend  einem  peripherischen  Punct  a  rücken  lüsst: 

(*.)  U(J=fr9qsds, 

oder,  weil  U  auf  der  Curve  gleichwertig  mit  f  also  Ua  =  fa  ist: 

(]".)  f<r=fTlqsds;  w.  z.  z.  w. 

Bemerkung.  —  Der  Uebergang  von  (x.)  zu  (l.)  unter- 
liegt keinem  Bedenken.  Denn  da  q  stetig  ist,  so  wird  das  Po- 
tential 
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sobald  man  a  nach  a  rücken  lässt,  gegen  einen  bestimmten  end- 
lichen Werth  convergiren.  Andererseils  aber  ist  U  seiner  Defi- 
nition nach  auf  der  Curve  a  mit  f  identisch ;  und  es  wird  also 

(l)  ua, 

sobald  man  o  nach  a  rücken  lässt,  gegen  den  bestimmten  end- 
lichen Werth  ffj  convergiren. 

Da  nun  die  die  von  a  abhängenden  Functionen  (v.)  und  (|.) 
für  alle  Punkte  a  identisch  sind,  so  müssen  jene  beiden  endlichen 
Werthe,  gegen  welche  sie  bei  Verkleinerung  der  Entfernung  a  o) 
convergiren,  ebenfalls  identisch  sein.    W.  z.  z.  w. 


§5. 

Die  den  trigonometrischen  Functionen  Y  entsprechenden 

Elementarpotentiale  Z. 

Die  Coordinate  w.  —  Zur  Ortsbestimmung  eines  Punktes 
auf  der  gegebenen  Curve  a  wollen  wir  nicht  geradezu  die  2*o<?e/i- 
lünge  a  ,  sondern  eine  Function  derselben: 

(19.a)  w  =  0{a) 

verwenden,  welche  die  Eigenschaft  hat,  bei  der  Umlaufung  der 
Curve  um  In  anzuwachsen.  Aus  (19.o)  mag  durch  Umkehrung 
sich  ergeben: 

(19.6)  a  —  9)  oi)  , 

und  hieraus  durch  Differentiation : 

(19.  c)  da  mm  tp'  («;  d(ü  mm  \p{a))d(0  mm  tydv). 

Über  die  Abhängigkeit  zwischen  w  und  a  machen  wir  folgende 
Voraussetzungen : 

(20.  a)  lo  soll  eine  stetige  Function  von  a,  und  a  eine  ste- 
tige Function  von  w  sein. 

(20./?)  Die  in  (19.  c)  auftretende  Function  \p  {o))  soll  eine 
stetige  Function  von  w  sein;  und  Gleiches  soll  gelten  von  ihrem 


Digitized  by  Google 


55 


Carl  Neumann, 


reciproken  Werth  -  ^  .  [Überdies  soll  i/>'(ct>)  eine  abtheilungs- 
weise  stetige  Function  von  w  sein] 

(21.)  •  •  •  •  Bemerkung.  —  Man  nennt  eine  Function  auf  der 
Curve  stetig,  wenn  sie  eine  stetige  Function  der  Bogenlänge 
ist.  Ist  aber  solches  der  Fall,  so  wird  sie  [nach  (20. a}}  auch 
eine  stetige  Function  von  w  sein ,  also  z.  B.  entwickelbar  sein 
nach  den  trigonometrischen  Functionen  von  w,  d.  i.  nach  den 
Cosinus  und  Sinus  der  Vielfachen  von  w. 

Diese  trigonometrischen  Functionen  bezeichnen  wir  mit  dem 
Buchstaben  F,  indem  wir  setzen  : 


(22) 

und  ferner: 


sin  u 

W 


COS  (O 

TT 


sin  2  (ü 

w 

cos  2(U 


sin  3  <u 
cos  3cü 

TT-' 


Alsdann  ist : 

(23.  a) 


oder,  mit  Rücksicht  auf  (1 9.  c)  : 

iao  m  /V")  v0>>  do  —  n(«.J>)     (Die  Integration  ausgedehnt  ge- 

l2,3-6)  /r      1     ~  53  ü      i        dacht  über  sämmtliche  Ele- 

^  mente  da  der  gegebenen 

Curve.) 


1}  Ist  die  gegebene  Curve  a  eine  Ellipse,  so  werden  die  in  den  Math. 
Ann.  Bd.  8,  Seite  322  eingeführte  Coordinate  w,  und  die  ihr  [mittelst  der 
Gleichung  {19. c)]  zugehörige  Function  tft  =»  den  hier  gestellten  An- 

forderungen (20.  a,  ß)  vollständig  entsprechen.    Denn  es  wird  alsdann: 


(H'( 


20       — 2#  \ 
e     4-  e        —  2  cos  2cy|  , 


mithin  : 


dty      M     \«  2  sin  2 


Hieraus  aber  folgt,  weil  ^{niemals  Null  wird,  dass  \f>,  -1  und  —  stetiae 


Functionen  von  w  sind. 
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wo  Ot"'*)  eine  Grösse  vorstellt,  welche  =  1  oder  =  0  ist,  je- 
nachdem  die  (ganzen)  Zahlen  n  und  p  einander  gleich  oder  von 
einander  versch iede n  sind. 

Entwicklung  von  T.  —  Sind  die  beiden  Punkte  a  und 
t  von  der  gegebenen  Curve  o  durch  irgend  welche  (wenn  auch 
noch  so  kleine)  Zwischenräume  getrennt,  und  bezeichnet  co  die 
Coordinate  des  peripherischen  Punctes  a,  so  sind 

T     =  log  — —  und  T.    —  log 

aa   -     3  (oö)  ta         9  >,o) 

stetige  Functionen  von  w,  die  zu  denselben  Werthen  zurückkeh- 
ren, sobald  (o  um  2rc  anwächst,  also  Functionen,  die  entwickelt 
werden  können,  nach  den  oder  Y'(n)(cu).  Die  in  diesen  Ent- 
wicklungen: 

Ti(T  «  izlH)  r<«>(«), 

auftretenden  Coefficienten  ^  und  t*]  lassen  sich  sofort  be- 
stimmen mittelst  der  Formel  (23. a).  Man  erhält: 

(W  J 

^  =  fria  >'M,M  d», 

die  Integrationen  hinerstreckl  über  die  ganze  Curve ,  oder  (was 
dasselbe)  hinerstreckt  von  to  —  0  bis  ü>  =  2  n.  Substituirt  man 
für  du  den  aus  (19.  c)  entspringenden  Werth: 

da)  =      (w)]"'  ri<j , 

und  schreibt  man  gleichzeitig  \pa  für  t/>(w),  und  F,  für 
um  in  solcher  Weise  die  Abhängigkeit  dieser  Functionen  von 
dem  peripherischen  Punct  o  anzudeuten ,  —  so  gewinnen  die 
Formeln  (».),  Iß.)  die  Gestalt: 

und: 
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4n>  =  fif„  >r  da. 

Aus  diesen  Formeln  [3.)  folgt,  dass  2?"  und  die  Potentiale 
einer  auf  der  Curve  ausgebreiteten  Massenbelegung  sind,  deren 

Dichtigkeit  Q{"]  den  Werth  hat: 

w  et*  =  ^"'(w-- 

Im  Folgenden  mögen  nun  diese  Potentiale 

y(0)      yd)  y<2) 

(25.)  . 

rf»,  #\  tf>,  •  •  •  • 
<te  Elementar  potentielle,  und  die  ihnen  zu  Grunde  liegen- 
den Massenbelegungen,  deren  Dichtigkeiten 

(86.)  <?<",  <ff',  Q?,  ■■■■ 

sind ,  die  Elementarbelegungen  genannt  we rden . 

Die  Dichtigkeit  (e.)  ist  nach  (20.  ß)  eine  stetige  Function 
von  w,  also  nach  (20. a)  auch  eine  stetige  Function  von  o.  Folg- 
lich ist  das  dieser  Dichtigkeit  entsprechende  Potential  Z(n)  in  der 
Ebene  (mit  etwaiger  Ausnahme  der  unendlich  fernen  Puncto) 
allenthalben  stetig.  Und  hieraus  ergibt  sich  sofort,  dass  die  For- 
meln [&.]  in  Kraft  bleiben ,  wenn  man  den  Punct  a,  respective 
den  Punct  i  nach  der  gegebenen  Curve,  etwa  nach  dem  peri- 
pherischen Punct  5  hinrücken  lässt,  dass  also  die  Gleichung 
stattfindet : 

(CO  =  /r,,!**  W  da. 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen :  Die  Formeln  (y.) 

*t»    y  7<»0  y(») 

Ä?nd  nur  auf  solche  Punctea,  i  anwendbar  *),  welche  von  der 


1)  Ist  die  gegebene  Curve  a  eine  um  den  Anfangspunct  des  Coordi- 
natensystems  beschriebene  Kreisperipherie  vom  Radius  q  ,  und  bezeichnet 
man  die  Polarcoordinaten  der  Puncle  a  und  a  resp.  mit  q,  w  und  r,  u,  so 
wird 
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Curve  durch  irgend  welche  (wenn  auch  noch  so  kleine)  Zivischen- 
räume getrennt  sind.  —  Hingegen  erstrecken  sich  die  Formeln  (6*.), 
(f.)  auf  sämmtliche  Puncte  a,  s,  I,  sodass  man  schreiben 
kann : 

(28.)  tf-fTseY^Wdo, 

ivo  x  als  Collectivbe Zeichnung  dienen  soll  für  a,  s,  i . 

Der  peripherische  Werth  des  Elementarpotentials. 

—  Da  das  Potential  Zn)  in  der  Ebene  überall  stetig  ist,  so  wird 

z.  B.  sein  peripherischer  Werth  2?SH)  stetig  sein  längs  der  gege- 
benen Curve,  also  nach  (24.)  entwickelbar  sein  in  eine  nach 
den  lsM)  fortschreitende  Reihe  : 

(29.)  =  Z  C<"*>  Y?K 

p 

Die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  bestimmen  sich  mittelst  der 
Formel  (23.61;  man  findet: 

(30.a)  t><"  =  f  ZSn)  Y<»(ysr*ds  , 

die  Integration  hinerstreckt  über  sämmtliche  Elemente  ds  der 
gegebenen  Curve.  Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  dieser  Ausdruck 
(30.a)  durch  Substitution  des  Werthes  (f.)  die  Gestalt  erhält: 

(30.6)  «=  ffTsa  }ip)       (tps  dsdo; 

woraus  folgt: 

(30.c)  C<"*>  =  . 


(«.)  da  =  gdio,  mithin  V  —  Q  —  Const. 

Solches  festgesetzt,  erkennt  man  leicht,  dass  die  Entwicklung  (27.)  : 

tß.)  r^-^z^yw 

in  diesem  speciellen  Fall  die  Gestalt  annimmt: 

(y0  Tag  =  log  1  +  Jfi.         cos  t,  [«-«)  . 

Diese  Formel  aber  verliert,  wie  man  sofort  übersieht,  ihre  Gültigkeit,  so- 
bald man  a  mit  dem  Puncte  a  zusammenfallen  lässt.  Man  muss  also  in 
der  That  sagen,  dass  die  Formel  ly.},' folglich  auch  die  Formel  [ß.)t  fehler- 
haft werden  kann,  sobald  der  Punct  o  sich  in  einen  peripherischen  Punct 
verwandelt. 
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§6. 

Einführung  neuer  Functionen  X,  welche  zu  den  Y  in 
derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Y  zu  den  Z. 

Da  die  Function  Y{an)  nach  20. a)  auf  der  gegebenen  Curve  a 
stetig  ist,  so  existirt  zufolge  des  ersten  Fundamentalsatzes  (S.  51), 
eine  und  nur  eine  einzige  Potential function  des  äussern  Gebietes, 
welche  auf  der  Curve  mit  FJr  identisch  ist.  Und  ebenso  ergiebt 
sich ,  dass  unter  den  Potentialfunctionen  des  innern  Gebietes 
ebenfalls  eine  und  nur  eine  einzige  existirt,  welche  auf  der  Curve 
mit  übereinstimmt.    Um  auf  diese  Potentialfunctionen, 

welche  mit        und  Vjw)  bezeichnet  sein  mögen,  näher  einzu- 
gehen, sei  bemerkt,  dass  die  peripherischen  Ableitungen  von 
[A.)  Y  = 

die  Werthe  haben  [vgl.  (19. c}]: 

IB)  —  -  —   —  «  —  — 

(C)  —  -  —  l-Y-  —  UV  ^ 

da*       dum  \y]      dto  \  u>)   dto  » 

woraus  [nach  [20. a.ß.)  ]  sich  ergiebt,  dass  die  Functionen  {.!.), 
[B.)  längs  der  Curve  a  stetig  sind,  [und  dass  die  Function  (C.j 
längs  a  abtheilungsweise  stetig  ist].  Mit  Rücksicht  hierauf  folgt 
aus  dem  ersten  und  dritten  Fundamentalsatz  (Seite  51,52),  dass 
jene  Potentialfunctionen  Y(an)  und  )"-M)  darstellbar  sind  als  die 
Potentiale  einer  gewissen  auf  a  ausgebreiteten  Belegung,  und  dass 
die  Dichtigkeit  dieser  Belegung  längs  o  stetig  ist.  Bezeichnet  man 
also  diese  Dichtigkeit  mit 

(*•)  -TSVa)-, 

so  sind  Fi*,  if ,  sowie  auch  die  peripherischen  Werthe 

oder  y?"  ,  i)  darstellbar  durch  die  Formel 

(31.)  yw=  fTxaX?>:M->do, 

wo  x  als  Collect!  vbezeichnung  dient  für  sämmtliche  Puncte  o,  $,  i. 

1)  Wir  bezeichnen  die  peripherischen  Puncte  (d.  i.  die  auf  der  gegebe- 
nen Curve  a  gelegenen  Puncte)  je  nach  Umstanden,  bald  mit  a,  bald  mit  *. 
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Die  Dichtigkeit  (0.)  ist,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  eine 
stetige  Function  von  a,  also  nach  (20.  er)  auch  eine  stelige  Func- 
tion von  co.  Gleiches  gilt  daher,  nach  (20. /S,  von  der  Function 

A*^.    Demgemäss  wird  diese  Function  entwickelbar  sein  in 

eine  nach  den        ),",  l'J2\  •  •  •  fortschreitende  Reihe : 

(32.)  4"J  =  Z  A**] 

p 

deren  Coefficienten,  nach  (23.6),  die  Werthe  besitzen: 
(33.  a)  A<**)  -  f\V  Y[p)  -'da, 

oder  (was  dassell>e  ist  die  Werthe  : 

(33.4  A{n'p)  =  AP  I^ftM-1 

Dabei  sei  bemerkt,  dass  die  letzte  Formel  durch  Substitution  des 

aus  (31.)  für  rf*  entspringenden  Werthes  folgende  Gestalt 
erhält : 

(33.  B)  A(»*P)=  ffTs(TXT  \T  (V',^)-t  ds  da; 

woraus  folgt: 

(33.  C)  A(n<P)=:  A^'V. 

Ein  Blick  auf  die  Formeln  (28.  und  31.  zeigt,  dass  die  Y 
zu  den  X  in  genau  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  Z  zu  den 
Y.  Man  wird  also  die  Z  etwa  zu  bezeichnen  haben  als  die  aus 
den  Y  sich  ergebenden  Elementarpotentiale,  und  ebenso  die  )'  als 
diejenigen  Elementarpotentiale,  welche  aus  den  A"  sich  ergeben. 

Entwicklung  der  T  nach  den  Z. 

Nach  (31.)  ist  für  x  d.  i.  für  sämmtliche  Puncte  o,  s,  l)  : 

oder,  falls  man  für  Xf,)  den  Werth  (32.)  substituirt: 

p  Y 
also  mit  Rücksicht  auf  (28  : 

(34.)  )ln)=  ZAin'P)Z(/); 

p 

und  hiermit  sind  die  Y  entwickelt  nach  den  Z. 
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Bemerkung.  Nimmt  man  für  x  einen  peripherischen 
Punct  s,  und  schreibt  man  gleichzeitig  q  für  /),  so  folgt  aus  (34.) : 

Hieraus  aber  folgt  durch  Multiplication  mit  Y{ap)  [ips)~l  ds  und 
Integration: 

f Y™  Y{p)  W1  ^5  =  l{/l(n'  [tl>,)-i  ds}, 
also  mit  Rücksicht  auf  (23.  b)  und  (30.  a) : 

oder  weil,  nach  (30.  c),  C^.P)  =  ist: 
(35.)  Ij(».9)C(P'fv)  =  O^Pl 

Zweite  Bemerkung.  Aus  (29.;  und  32.)  ergiebtsich: 

Zip)  =  EC<*«  Yl*}, 
i 

Xin)  =  I  At»>  9)  Y$\ 

Mulliplicirt  man  das  Product  dieser  beiden  Formeln  mit  [ips)~l  ds1 
und  integrirt  sodann  Uber  die  ganze  Curve,  so  erhalt  man : 

jxf  z(p)       ds  =  f(iA{n< q)  >r )  (z    "  yP  )  (y,)-1  ds, 

also  mit  Rücksicht  auf  (23.  b)  : 

j\{sn)  Z(p)  [\ps)'1  ds  =  ZA<M)  QMfl  , 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (35)  : 
(36.)         fjtP&tyjl-idi  = 

§8. 

Zusammenstellung  der  erhaltenen  Formeln. 

Die  gegenseitige  Beziehung  zwischen  den  Functionen  jtf*), 
}r(»),  /(")  ist  nach  (28.),  (31.)  ausgedrückt  durch  die  Formeln  : 
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(37.a)         tf-^.  (wo«. 
(37.  6)  y?-fTx9  X<;>  M-*  da; 

und  zwar  sind  die  Functionen  A'(n)  und  X^ty)-*  stetig  längs  der 
gegebenen  Curve ')  ;  andererseits  sind  die  Functionen  FW  und 
Z^n)  in  der  ganzen  Ebene  stetig ,  mit  etwaiger  Ausnahme  der  un- 
endlich fernen  Puncte. 

Diese  Functionen  \(n\  Y(n\  Än)  besitzen  nach  (23.  o,  6)  und 
(36.)  die  Integraleigenschaften : 

(38a.)  f      }T  tyg-«  rfa  - 

(38.6)  f\(:]z!r  rfa  =  0('».P), 

wo  0^ p)  eine  Grösse  vorstellt,  die  sss  J  oder  =  0  ist ,  je  nach- 
dem die  Zahlen  n  und  p  einander  gleich,  oder  von  einander  ver- 
schieden sind. 

Für  die  Functionen  ><">,  Z<">  gelten  nach  («9.),  (32.), 
(34.)  folgende  Entwicklungen: 

(39.)       t%)  =  IC<«*»  Yl'\  -  Z^)  4P),     (wo  •  " 

/»  p  a' s>  '•' 

AiM)  =  Ii<".F»  Y<>\ 
p 

deren  coustanle  Coefficienten  O»»  und  4<"^  sich  nach  30.  a, 
b,  c)  und  (33.il,  B,  C)  folgendermassen  darstellen  lassen: 

Qn,P)  =  C(p,n)  Ä  J tP  W  rf*, 

(40.)  .     =  j(/V„x  >1n)  >r  (^^)-  rfa, 

=ffTsa\t]\T  W9V«)-%  d*  da. 

Auch  entsprechen  diese  Constanten  und  4<**)  der  in  (35.) 
angegebenen  Relation : 


<)  Die  A*"»)  sind  Functionen,  welche  von  uns  nur  längs  der  Curve  de- 
finirt  sind;  und  wir  können  also  sagen,  sie  seien  stetig,  sotueit  sie  überhaupt 
definirt  sind. 
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.    (41.)  .  ZA<*#  CM  =  O1"*' . 

v 

wo  0***i  die  bei  (38.)  angegebene  Bedeutung  hat. 

Endlich  gelten,  was  die  Functionen  V"K  tf")  betrifft,  nach 
(27.  folgende  Entwicklungen: 

jedoch  nur  t/n/er  der  Voraussetzung,  dass  die  Puncte  er  und  *  von 
der  gegebenen  Curve  o  durch  irgend  welche  (wenn  auch  noch  so 
kleine  Zwischenräume  getrennt  sind. 


§9. 

Allgemeine  Theoreme  über  die  Entwicklung  einer 
gegebenen  Function  nach  den  Z. 

Es  sei  Wa  irgend  eine  Potentialfunction,  und  zwar  sei  vor- 
ausgesetzt1),  dass  W8,  W8  längs  a  stetig  sind,  [ferner,  dass  W%' 
längs  o  abtheilungsweise  stetig  ist].  Diese  Function  wird  alsdann, 
nach  dem  dritten  Fundamentalsalz  (Seite  52),  folgendermassen 
darstellbar  sein : 

(«.)  J 

W9  =  J  T^Qvdo; 

auch  wird  die  hier  auftretende  (unbekannte)  Function  zufolge 
jenes  Satzes,  längs  der  Curve  o  stetig  sein. 

Aus  dieser  Stetigkeit  von  Q„  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (20.  er, 
,  dass  Q„  und  VV@<7  stetige  Functionen  von  w  sind.  Und 
hieraus  folgt  weiter,  dass  i/VCV  entwickelbar  ist  in  eine  nach 
der  ) iH)  fortschreitende  Reihe  : 


4)  Unter  W$  und  H'ä  sollen  die  peripherischen  Ableitungen  von  WM 
verstanden  werden,  d.  i.  die  Ableitungen  nach  der  Bogenlänge  s  des  Pune- 
tes  j. 
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Substituirt  man  diesen  Werth  Iß.)  in  («.),  so  erhält  man  : 
Wm-xlcMfT,mrg*  (*,)-  da), 

w,-z{ctojT,a  )T,{l^'^r,  da}. 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (37.)  : 


Somit  erkennen  wir,  dass  die  in  Rede  stehende  Function  W  in 
eine  nach  den  Z(n)  fortschreitende  Reihe  entwichelbar  ist,  deren 
Gültigkeit  sich  erstreckt  auf  sümmtliche  Puncte  «,  s. 

Die  noch  unbekannten  constanten  Coefficienten  ergeben 
sich  mittels  der  Integraleigenschaft  (38.6).  Multipliern  man  näm- 
lich die  zweite  der  Formeln  (d.)  mit  A,w)  ds  ,  und  inte- 
grirt,  so  erhalt  man  mit  Rücksicht  auf  jene  Eigenschaft  sofort: 

(£.)  f  Wt  d 8  =  <*»>,  . 

und  hierdurch  ist  C(w>  bestimmt,  vorausgesetzt,  dass  die  peri- 
pherischen Werthe  Ws  unserer  Potentialfunction  gegeben  sind. 

Auch  ergiebt  sich  leicht,  dass  eine  nach  den  Z(n)  fortschrei- 
tende Entwicklung  der  Function  W,  falls  sie  gültig  sein  soll 
für  sümmtliche  Puncte  a.  s,  nur  auf  einerlei  Weise  möglich  ist. 
Denn  existirte  neben  der  für  alle  Puncte  a,  s  geltenden  Entwick- 
lung (d.)  noch  eine  andere  solche*)  Entwicklung: 

wa  =  i  dm  t:\ 

(  ']  Ws  =  ZflWzf0, 

so  würden  sich,  mittels  jener  Integraleigenschaft  (38.  b),  für  die 
Constanten  D(n)  genau  dieselben  Werthe  ergeben ,  welche  in  (f.) 
für  die  C(n)  gefunden  sind.  —  Somit  erhalten  wir  folgendes : 

(43.)  •  •  •  •  Erstes  Theorem.  —  Ist  eine  Potentialfunction  des 
äusseren  Gebietes  sammt  ihrer  peripherischen  Ableitung  längs 
a  (1.)  stetig  [und  ihre  zweite  peripherische  Ableitung  abthei- 
lungsweise  stetig],  so  wird  dieselbe  stets  entwickelbar  sein  in  eine 


\)  Nämlich  eine  Entwicklung,  die  ebenfalls  für  sammtliche  Puncte 
a,  s  gilt. 

Math.-phys.  Classe.  1S7S.  5 
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nach  den  Z*n)  fortschreitende  Reihe,  deren  Gültigkeit  sich  erstreckt 
auf  s  (Im  m  tli  che  Puncte  a.  s.  Auch  giebt  es,  falls  Gültig- 
keit für  sä  mint  liehe  Puncte  a,  s  verlangt  wird,  nur  eine 
solche  Entwicklung*). 

Die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  bestimmen  sich  mittels 
der  in  38.  b)  angegebenen  Integraleigenschaft. 

Dieser  Satz  bezieht  sich  auf  das  äussere  Gebiet.  Doch  über- 
sieht man  leicht,  dass  man  durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen 
zu  einem  entsprechenden  Satz  für  das  innere  Gebiet  gelangen 
wird,  welcher  folgendermassen  lautet  : 

[44.]  Zweites  Theorem.—  /*/  eine  Potential funetion  des  in- 
ner n  Gebietes  sammt  ihrer  peripherischen  Ableitung  längs  a  {\.) 
stetig,  [und  ihre  zweite  peripherische  Ableitung  abtheilungs- 
weise  stetig],  so  wird  dieselbe  stets  entwickelbar  sein  in  eine  nach 
den  ZW  fortschreitende  Reihe,  deren  Gültigkeit  sich  erstreckt  auf 
sämmtl  iche  Pu  ncte  i,  s.  Auch  giebt  es.  falls  Gültigkeit  für 
s  ä  mm  t  liehe  Puncte  i,  s  verlangt  wird,  nur  eine  solche  Ent- 
wicklung. 

Die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  bestimmen  sich  mittels 
der  Integraleigenschaft  (38.6). 

Es  sei,  um  zu  einer  verwandten  Betrachtung  überzugehen, 
längs  o  irgend  eine  Function  fs  gegeben ;  und  zwar  sei  voraus- 
gesetzt ,  dass  fs  und  /,'  längs  a  stetig  sind,  [und  dass  f,  abthei- 
lungsweise  stetig  ist].  Alsdann  existirt,  nach  unserm  dritten 
Fundamentalsatz  S.  52),  stets  eine  Potentialfunction  Wa  des 
äussern  Gebietes,  welche  längs  a  mit  fs  identisch  ist;  so  dass 
also 

(CO  w,  =  fs . 

Mittels  dieser  Relation  [£.)  überträgt  sich  aber  das  in  (43.)  auf- 
gestellte Theorem,  soweit  dasselbe  die  peripherischen  Werthe  \VS 
betrifft,  augenblicklich  auf  die  Function  fs;  so  dass  man  zu  fol- 
gendem Resultat  gelangt : 

(45.)  Drittes  Theorem.  —  Ist  die  auf  der  Curve  o  (1.)  ge- 
gebene Function  fs  sammt  ihrer  peripherischen  Ableitung  längs  a 


1)  Verlangt  man  von  der  Entwicklung  nicht,  dass  sie  für  siimmtliche 
Puncte  a,  s,  sondern  dass  sie  nur  die  a  allein,  oder  nur  für  einen  Theil  der 
a  gelten  sollte,  so  muss  die  Frage,  ob  es  nur  eine  oder  mehrere  solche  Ent- 
wicklungen giebt,  vorläufig  dahingestellt  bleiben. 
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stetig  [und  ihre  zweite  peripherische  Ableitung  abtheilungs- 
weise  stetig],  so  wird  dieselbe  immer,  und  immer  nur  auf  einerlei 

Art,  entwickelbar  sein  in  eine  yiach  den  Zl8n)  fortschreitende  Reihe. 

Die  Coefficienten  dieser  Entwicklung  ergeben  sich  mittels  der 
Integraleigenschaft  (38.6). 


§10. 

Anwendung  der  allgemeinen  Theoreme  auf  einige 

einfache  Fälle. 

Erstes  Beispiel.  —  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diejenige 
Potentialfunclion  Pa  des  äussern  Gebietes  zu  ermitteln,  welche 
längs  a  den  Werth  1  hat.  —  Nach  dem  ersten  Fundamentalsatz 
;Seite  51)  kann  nur  eine  solche  Potentialfunclion  existiren.  Auch 
ergiebt  sich  aus  dem  Theorem  (43.  ,  dass  dieselbe  für  alle  a,  s 
entwickelbar  ist  in  eine  nach  den  ZSn)  fortschreitende  Reihe : 

P  —  Tai*) 

I  =  Ps  =  Z  a(")  Z[n). 

Zugleich  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  a(*\  mittels  der  Inle- 
graleigenschaft  (38.  6),  die  Werth e  : 

(ß.)  o(»)  =  ftf>[ips)-*ds. 

Bemerkung.  —  Die  soeben  behandelte  Potentialfunclion 
Pa  muss  zufolge  des  dritten  Fundamentalsatzes  (Seite  52)  dar- 
stellbar sein  als  das  Potential  einer  auf  a  ausgebreiteten  Belegung 
von  stetiger  Dichtigkeit;  so  dass  sich  also,  falls  man  diese  Dich- 
tigkeit mit  ö(j  bezeichnet,  die  Formeln  ergeben : 

w  P^fT^ö^do, 

\  =  Ps=fTsadado. 

Aus  der  Stetigkeit  von  dff  folgt  mit  Rücksicht  auf  (20.  er,/?;,  dass 
dfj  und  ipa  da  stetige  Functionen  von  w  sind  ;  und  hieraus  folgt 

weiter,  dass  \pn  da  entwickelbar  ist  in  eine  nach  der  Ff  fort- 
schreitende Reihe : 

5* 


Digitized  by  Google 


68  Carl  Neimann, 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  in  die  Formeln  (y.j,  so 
folgt: 

Po  =  /Vaff(IA<»)  Yft 

1  =  P,  =  /  T^'Zh^Y^i^da, 
oder,  mit  Rücksicht  auf  37.)  : 

Nach  unserm  Theorem  (43.)  ist  aber  eine  Potentialfunction  des 
äussern  Gebietes,  die  den  dort  angegebenen  Bedingungen  ent- 
spricht, in  eine  nach  den  ZW  fortschreitende  und  für  alle  a,  s 
gültige  Reihe  nur  auf  einerlei  Art  entvvickelbar.  Somit  folgt  aus 
(a.)  und  (f.),  dass 

(r;.)  Ä<">  =  o(») 

ist.  Und  mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (<$.) : 

(*■)  =  ^«»iWfifcr4. 

wo  alsdann  die  Constanten  o<M)  dargestellt  sind  durch  die  in  (/£.) 

angegebene  Integrale. 

Zweites  Beispiel.  —  Die  einfachste  Potentialfunction  des 
innern  Gebietes  ist  eine  Constante,  z.  B.  die  Constante  I.  Diese 
Potentialfunction  1  muss,  weil  sie  den  im  Theorem  (44.)  genann- 
ten Voraussetzungen  entspricht,  für  alle  Puncto  /,  s  entwickelbar 
sein  in  eine  nach  den  Z(")  fortschreitende  Reihe : 

Zugleich  ergeben  sich  für  die  Conslanten  g(n\  mittels  (38.6),  die 
Werthe : 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (ß.)  folgt : 

(it.)  000  =  aW. 

Bemerkung.  —  Die  betrachtete  Potentialfunction  1  ist  nach 
dem  dritten  Fundamentalsatz  (Seite  52)  darstellbar  als  das  Po- 


Digitized  by  Google 


Entwicklung  nacu  Elementarpotentialen.  69 


tential  einer  gewissen  Curvenbelegung  von  stetiger  Dichtigkeit. 
Diese  Dichtigkeit,  sie  mag  ea  heissen,  kann  sofort  angegeben 
werden,  falls  man  nur  beachtet,  dass  die  gegenwärtige  Polential- 
function  1  des  innern  Gebietes  liings  der  gegebenen  Curve  a  iden- 
tisch ist  mit  der  vorhin  betrachteten  Potentialfunction  Pa  des 
äussern  Gebietes.  Denn  mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  aus 
jenem  dritten  Fundamentalsatz  (Seite  52)  sofort: 

(/<•}  «(T=V 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Definirt  man 
d(j  durch  die  Formel : 

(46.)       öv  =  (w)-1,  wo  a(»)  =  ft»  da, 

so  ist  längs  der  Curve  stetig.  Denkt  man  sich  ferner  die 
Curve  mit  einer  Massenbelegung  versehen,  deren  Dichtigkeit  =  da 
ist,  und  bezeichnet  man  das  von  dieser  Belegung  auf  irgend  welche 
Puncte  a,  s,  i  ausgeübte  Potential  resp.  mit  P(n  Ps,  P{,  so  gelten 
die  Formeln  : 

Pa=f  Ta(Tdado  =  ZaWz<an\ 
(47.)  1  =  Ps  =  fTsß  da  da  =  ra<»>4Ä), 

i  =  Pi  =  yVt.<T(^fT(/(T  =  Ia(")z!",, 

wo  die  a(n)  die  in  (46.)  genannten  Constanten  sind. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  die  Gesammtmasse  der  in  Rede 
stehenden  Belegung  [nach  (46.)]  den  Werth  hat  : 

(48.)  fz  =  fötjdo^  Ia(«)ö("),  wo  fc(")  =  ffPfo)-*  da. 

Diese  Constanten  &<n)  stehen  also  zu  den  Functionen  in  der- 
selben Beziehung,  wie  die  a<")  zu  den  X^n).  Endlich  sei  bemerkt, 
dass  die  Function  da  (nach  einem  bekannten  allgemeinen  Satz, 
vgl.  die  nUnt.a  Seite  86)  längs  der  gegebenen  Curve  überall 
positiv  und  überall  von  Null  verschieden  ist1). 


1)  Bezeichnet  man  die  sogenannte  natürliche  Belegung  der  Curve  mit 
y,  und  die  von  dieser  Belegung  auf  äussere  und  innere  Puncle  ausgeübte 
Potentiale  resp.  mit  II,  so  ergeben  sich,  wie  leicht  zu  übersehen  ,  folgende 
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§  Ii- 
Zweifelhafte  Betrachtungen  und  Formeln. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  die  in  [39.) 
erhaltene  Entwicklung : 

noch  giltig  bleibt,  wenn  man  statt  des  Punctes  s  irgend  welche 
Puncte  a  oder  i  nimmt. 
Nach  (39.)  ist: 

(B.)  X2*  =  litM  r?>; 

und  hieraus  folgt  durch  Multiplication  mit  0»M>  und  Summation  : 

(C.)  I  CM  Xf*J  =  I  j  0-»>  I  yl<».?)  Y(8q)  \. 

Die  rechte  Seite  dieser  Formel  kann ,  falls  man  die  Reihenfolge 
der  beiden  Summationen  (nach  q  und  w)  mit  einander  vertauscht, 
auch  so  geschrieben  werden  : 

(D)  Ij  Yl9)Z  A<**>  0*#  ), 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (41.),  auch  so. 
(£.)  II?W, 

und  hat  also  den  Werth : 

(f.)  >r. 


vier  Formeln:  yG  m  ^~6a, 

so  dess  also  —  diejenige  Conslanie  vorstellt ,  welche  in  den  .»Dil.«  mit  r 
bezeichnet  ist. 
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Somit  ergiebt  sich  aus  (C.)  : 


Multiplicirt  man  aber  diese  Formel  mit  Txs  (*/V~*  w0  x  = 
a,  s,  i,  und  integrirt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (37.  a,  b)  : 


woraus  hervorzugehen  scheint,  dass  die  Formel  (A.)  in  der  Thal 
nicht  nur  für  die  Puncte  s,  sondern  für  sümmtliche  Puncte  a,  s,  i 
in  Kraft  bleibt. 

Bemerkung.  —  Die  Vertauschung  der  Reihenfolge  zweier 
von  0  bis  oo  gehenden  Summationen  ist  bekanntlich  nicht  ohne 
Weiteres  gestattet;  und  der  Uebergang  von  (C]  zu  (D.)  unter- 
liegt daher  einem  gewissen  Bedenken.  Um  hierauf  näher  ein- 
zugehen, wollen  wir  zunächst  statt  der  unendlichen  Reihen  (B.)  : 

die  endlichen  Aggregate : 

in  Betracht  ziehen,  wo  Q  eine  endliche  Zahl  vorstellt.  Dabei 
unterdrücken  wir  der  Kürze  willen  den  Index  5. 

Wir  denken  uns  eine  beliebig  gegebene  positive  ganze  Zahl;;, 
nehmen  für  Q  eine  der  Relation 

(L.)  p<Q 

entsprechende  Zahl ,  multipliciren  sodann  die  Formel  (Ä'.j  mit 
C*p'n),  und  summiren  von  n  =  0  bis  n  =  cx>.  In  solcher  Weise 
erhallen  wir  mit  voller  Sicherheit : 

Z  CM  Xfo»)  =TQ{  rfo>I>i(».«)  C(»iP)\  . 

n  q=Q  l  n  ) 

9  =  0  s 

Die  hier  auf  der  rechten  Seite  auftretenden  Coefficienten  sind 
[vgl.  (L.)]: 

0(°.P),         •  •  •  •  o(p>p\  o(Q<p), 
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und  sind  also  mit  Ausnahme  vonO^)  alle  =  0,  während  0(p  P^ 
=  I.  Demgemäss  erhalten  wir: 

(3/.)  IC^n»A^n)  =  PP). 

Diese  Formel  (M.)  ist  also  gültig  für  jedes  der  Relation  [L.)  ent- 
sprechende Q,  und  wird  daher  gültig  bleiben,  wenn  man  Q  weiter 
und  weiter  anwachsen  lässt,  also  ivahrscheinlich1)  auch  gültig 
bleiben  für  Q  =  oo. 

Resultat.  —  Benutzen  wir  die  soeben  erhaltenen  Formeln 
(G.),  (//.)  sur  Vervollständigung  des  in  (39.)  angegebenen  Formel- 
systems, so  ergiebt  sich : 

(50.)   


wo  die  Gleichungen  rechts  angesehen  werden  können  als  die 
Auflösungen  der  Gleichungen  links.  —  Aus  diesen  Gleichungen 
(50.)  ergiebt  sich  leicht  folgende  fünfte  Gleichung: 

(5 , . )       .  z  js*  .\r  - 1   >r .  t    (wo  x . ., g 


Multiplicirt  man  nümlich  das  in  (Ä'.)  eingeführte  Aggregat 

mit  ,  und  summirl  von  n  =  0  bis  n  =  oo,  so  erhält  man 
mit  voller  Sicherheit : 

also  mit  Rücksicht  auf  (50.)  : 

Diese  Formel  gilt  der  eben  gegebenen  Ableitung  zufolge)  für 
jede  endliche  Zahl  (),und  wird  daher  wahrscheinlich  auch  gültig 
bleiben  für  Q  =  oo.  \Y.  z.  z.  w. 

1)  Strenge  genommen  bleiben  die  Kormeln  [6.J  und  (Jf.)  noch  wie  vor 
zweifelhaft.  Um  solches  anzudeuten,  sind  dieselben  in  (50.)  durch  ein  Frage- 
zeichen und  durch  horizontale  Unterstreichung  ausgezeichnet.  Dasselbe  Ver- 
fahren ist  in  (51.),  dann  später  in  (54.),  (55.)  u.  s.  w.  beobachtet. 
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§  12. 

Genaueres  über  die  im  vorhergehenden  Paragraph 
erhaltenen  zweifelhaften  Formeln. 

Um  über  jene  zweifelhaften  Formeln  in  50.),  (51.),  so  weit 
als  möglich,  ins  Klare  zu  kommen,  schicken  wir  folgenden  Hülfs- 
satz  voraus. 

Hülfssatz.  —  Denkt  man  sich  längs  der  gegebenen  Curve  a 
irgend  welche  Massenbelegungen  ausgebreitet ,  deren  Dichtigkeiten 
A,  />('),  /)(*),  Z)(3),  •  •  •  stetig  sind,  bezeichnet  man  ferner  die 
von  diesen  Belegungen  ausgeübten  Potentiale  mit  Q,  U<{\ 
U<3),  •  •  • 

ui!>=frr<Trt>do, 

(52.)  U>2)  =  fTx(TD<?do, 

^=fTxaDTdo, 


und  nimmt  man  an,  dass  die  mit  den  constanten  Coefficienten 
•  •  •  •  behaftete  Entwicklung 

(53.)      Q  =  tfOtfO)  +  +  C(s)U(*)  +  •  •  •  . 

für  die  Gesammtheit  der  peripherischen  Puncte  s  gültig  und 
von  gleichmüs s  iger  Con  vergenz  sei;  —  so  folgt  hieraus, 
dass  diese  Entwicklung  convergent  und  gültig  bleibt  für  jedweden 
Punct  i,  und  ebenso  auch  für  jedweden  Punct  o. 

Der  Beweis  für  die  Puncte  i  beruht  auf  dem  allge- 
meinen Satz ,  dass  die  extremen  Werthe  irgend  einer  Potential- 
function  des  Innern  Gebietes  stets  an  seiner  Grenze,  d.i.  auf  der 
Curve  o  liegen.   (Vergl.  die  »Unt.«  Seite  40.) 

Die  Reihe 

:>.)  Qs  =  ic^t/i'0 

ist  nach  unserer  Voraussetzung  für  die  Gesammtheit  der  Puncte 
s  von  gleichmiissiger  Convergenz.  Setzt  man  also 
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VA 


Vs  =  Qs  -V^lf, 


so  kann  durch  Vergrößerung  von  N  der  absolute  Werth  von  Vi 
für  sämmtliche  Punete  s  unter  einen  beliebig  gegebenen  Klein- 
heitsgrad €  hinabgedruckt  werden : 


Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  wird  zufolge  des  vorhin  ge 
nannten  allgemeinen  Satzes  für  sümmtliche  Punete  i  dieselbeFor 
mel  stattfinden,  nämlich  die  Formel 


Der  Beweis  für  die  Punete  a  beruht  auf  dem  Satz, 
dass  die  extremen  Werthe  irgend  einer  Potentialfunction  des 
äussern  Gebietes  an  seiner  Grenze,  d.  i.  auf  der  Curve  a 
liegen  werden,  sobald  die  Summe  der  diese  Potentialfunction  er- 
zeugenden Massen  den  Werth  Null  hat.   (Vgl.  die  »Unt.«  S.  37.) 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  die  Reihe 


für  die  Punete  s  von  gleichmässiger  Convergenz.  Multiplicirt  man 
daher  diese  Reihe  mit  ösds,  wo  ö*  die  früher  (Seite  69)  bespro- 
chene Function  bezeichnet,  und  integrirt,  so  wird  die  so  ent- 
stehende neue  Reihe 


als  Vs  <  €. 


als  T,  <  f. 


W.  z.  b.  w. 


mithin : 


also  mit  Rücksicht  auf  (47.)  Seite  69  : 


oder,  was  dasselbe : 
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fo.)  fQs*s<ts  -  M, 

wo  M  die  Summe  der  das  Potential  Q  erzeugenden  Massen  vor- 
stellt. In  analoger  Weise  ergiebt  sich  : 

{#.)  füim)d9di  =  JK">, 

falls  nämlich  !/(n)  die  Summe  der  das  Potential  ^"'erzeugenden 
Massen  vorstellt.  —  Mit  Hinblick  auf  diese  Gleichungen  (>;.),  '#.) 
nimmt  die  konvergente  Formel  (f.)  die  Gestalt  an : 

(*.)  M  =  IC<">J/W 

Durch  Sublraction  von  («.),  [§.)  ergiebt  sich  die  Formel: 

welche,  ebenso  wie  (e.) ,  für  die  Gesammtheit  der  Puncte  s  von 
gleichmässiger  Convergenz  ist.  Bedient  man  sich  der  in  (47.) 
Seite  69  behandelten  Function 

P    P  P 

und  beachtet  man,  dass  Ps  =  \  ist,  so  kann  man  die  Formel  (x.) 
auch  so  schreiben : 

(iL)  (Ö,-M  PÄ)  =  I  tf")  (ü^-JfW  PJ . 

Da  nun  diese  Reihe,  ebenso  wie  («.),  (x.),  für  die  Puncte  5 
von  gleichmässiger  Convergenz  ist,  so  wird  sich,  falls  man 

(fi.)  Ws  =  (Qs-M  PJ  -*I  C<">  (£Tfl,-Jf(*)  P,) 


setzt,  durch  Vergrösserung  von  X  der  absolute  Werth  von  Ws  für 
sämmtliche  Puncte  s  unter  einen  beliebig  gegebenen  Kleinheits- 
grad hinabdrücken  lassen : 

(v.)  als  Ws  <  e. 

Solches  aber  ausgeführt  gedacht,  folgt  aus  dem  (zu  Anfang  dieser 
Beweisführung)  genannten  allgemeinen  Satz ,  dass  diese  Formel 
(v.)  auch  stattfindet  für  sämmtliche  Puncte  a.  Man  erhalt  also: 

(f.)  alslFa<*,       d.i.  Wa=&€, 

wo  &  einen  positiven  oder  negativen  ächten  Bruch  bezeichnet, 
oder,  falls  man  für  Wa  seine  eigentliche  Bedeutung  substituirt : 
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(o.)        (Qa-M  Pa)  -£CW  (ü^-JlW      =  f>e, 
oder,  was  dasselbe : 

[n.)  {  Qrt  -  TV>  UjM)  |  =  [M  -  jtc<*)  itf»>}pa  4-  #c . 

Durch  Vergrößerung  von  2V  kann  man,  weil  die  Reihe  (£.)  con- 
vergirt  ist,  den  Ausdruck 

M fM  ~Xc('°  ^(n)) } 

unter  den  gegebenen  Kleinheitsgrad  €  herabdrücken.  Solches 
aber  ausgeführt  gedacht,  erhalt  man  aus  [n.) : 

fo.)  Qa  -"iCW  U{an)  =(6  +  ^)£, 

n—o 

wo  0  einen  pos.  oder  neg.  ächten  Bruch  vorstellt.    W.  z.  b.  vv. 

Anwendung  des  Hülfssatzes.  —  Wir  haben  in  (39.) 
Seite  63  constatirt,  dass  für  die  peripherischen  Puncte  s  die  For- 
mel gilt: 

(A.)  4M,  =  TC{H'P)Y(8P). 

p 

Auch  kann,  weil  Z%1)  längs  der  Curve  o  stetig  ist,  und  >'S(U), 

Y,  \  l12),  •  •  •  •  die  trigonometrischen  Functionen  repräsenliren, 
kein  Zweifel  darüber  stattfinden,  dass  diese  Entwicklung  (A.)  für 
die  Gesammtheit  der  Puncle  s  von  gleichmüssiger  Convergenz  ist. 
Ferner  ist  nach  (37.)  Seile  63  : 

wo  und  Ä'iM)  t^)-1  liings  a  s*e//'</  sind. 

Somit  sehen  wir,  dass 

(C)  und  >'(°),  Y{{\  )*<*>, 

Potentiale  sind,  welche  den  in  unserem  llülfsatz  ^Seite  73)  an 

ß  und  UO),  itf»), 

gestellten  Anforderungen  entsprechen.  Bringen  wir  aber  diesen 
Hülfssatz  auf  die  Potentiale  (C.)  in  Anwendung,  so  ergiebt  sich 
mit  Rücksicht  auf  [A.)  sofort,  dass  die  Formeln 
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p 
p 

convergent  und  gültig  sind  für  jedweden  Punct  i,  resp.  für  jed- 
weden Punct  a. 

Resultat.  —  Aus  [A.\  (D.),  iE.)  ergiebt  sich,  dass  die 
erste  der  Formeln  (50.)  S.  72  keinem  weitern  Bedenken  unter- 
liegt ;  so  dass  wir  also  zu  schreiben  haben : 

■ 

2**  =  IC*«  Yl\         Ii"'  =  ZA"-"  4"  ,  |wo«-.,M.) 
(54.)  ' 

p  ' s  ' '  p  ' 

und  ferner : 

(55.)  z zr.C  =  z  rr )«"',  C?),    o  - .,  f.] 


wo  die  beiden  unterstrichenen  Formeln,  nach  wie  vor.  zweifelhaft 
bleiben,  also  nur  mit  Vorsicht  zu  benutzen  sind. 


§  13. 

Entwicklung  des  Logarithmus  der  reeiproken  Entfernung 

zweier  Puncte. 

Repräsentirt  a  irgend  einen  festen  und  von  der  Curve  a 
getrennten  Punct  des  äussern  Gebietes,  so  wird 

Tai 

eine  Potentialfunction  des  hinern  Gebietes,  welche  sammt  ihrer 
ersten  [und  zweiten]  peripherischen  Ableitung  lüngs  o  stetig  ist, 
und  welche  also  (nach  dem  zweiten  Theorem,  Seite  66)  für  sümmt- 
liche  Puncte  i,  s  entwickelbar  ist  nach  den  TS*) : 

Ta  i  =  Z  C<">  Z\H\ 

(56.) 

Ta  s  =  I  &»)  CK 
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Für  die  hier  auftretenden  constanten  (d.  h.  nur  von  dem  festen 
Puncte  a  abhängenden  Coefficienten  C^B)  ergeben  sich  mittels 
der  Integraleigenschaft  (38.  b)  Seite  63  die  Werthe  : 

CW  =  jT09XS»(il>9)-*ds; 
und  hieraus  ergiebt  sich  mittels  der  Gleichung  (37.  b)  Seite  63  : 

Demgemäss  nehmen  die  Formeln  (56.)  folgende  Gestalt  an: 

«  (wobei  a  von  der  Curve 

l    *'  T         y  yin)  y(ni        ff  gelrennt  zu  denken  ist.) 

*  as  —      *  a    &s  • 

Ist  ferner,  um  zu  einer  ganz  analogen  Betrachtung  überzu- 
gehen, i  irgend  ein  fester  und  von  a  getrennter  Punct  des  innern 
Gebietes,  so  wird 

T- 
lia 

eine  Potential function  des  äussern  Gebietes  sein,  welche  sammt 
ihrer  ersten  [und  zweiten]  peripherischen  Ableitung  lilngs  o  stetig 
bleibt,  und  welche  also  (nach  dem  ersten  Theorem  Seite  65)  für 
sfimmtliche  Puncte  a,  s  entwickelbar  ist  nach  den  /tf")  : 

Tia=  z/>(»)ziM), 

(58.) 

Dabei  ergeben  sich  für  die  Coefficienten  Z)(n>,  mittels  der  Inte- 
graleigenschaft (38.6)  Seite  63,  die  Werthe: 

oder,  mit  Rücksicht  auf  37.  6)  Seite  63  : 

D(n)  =  )•(»). 

wodurch  die  Formeln  '58.)  folgende  Gestalt  erhalten: 

,  h  ;hier  ist  i  von  der  Curve 

1  T     =iy(n,4n).       <»  getrennt  zu  denken.) 
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Zusammenfassung.  —  Aus  57.)  und  (59.)  folgt,  dass  die 
Formeln 

Tat=  lY<n)Zln), 

(60.) 

H 

sowohl  dann  gelten,  wenn  beide  Pitncte  a  und  i  von  der  Curve  a 
getrennt  sind,  als  auch  dann,  wenn  nur  einer  derselben  einer 
solchen  Trennung  sich  erfreut.  Liegen  hingegen  beide  Puncte  auf 
der  Curve.  so  sind  die  Formeln  unrichtig,  oder  wenigstens  zwei- 
felhaft. —  Man  bemerkt,  dass  diese  Resultate  in  vollem  Einklang 
stehen  mit  denjenigen  specielleren  Ergebnissen,  die  in  (42  S.  64 
notirt  wurden. 

Weitere  Untersuchung.  —  Substituirt  man  in  den  For- 
meln (60.)  für  und  Zi'Mie  aus  (54.)  sich  ergebenden  Werthe, 
so  erhält  man : 

Tai  -r|  >rlic,n'p,r^)j, 


(61.) 


Tai  =  i!  y^zc^^y^}, 


Und  substituirt  man  andererseits  in  jenen  Formeln  (60.)  für  }„w) 
und  }'-w)  die  aus  (54.)  entspringenden  Werthe,  so  ergiebt  sich: 

Tai  =  Z{tiiH]ZA{*+)#)\, 

M  p  ' 

(62'  r„-Z{«*Z4*"tf*j. 

n  p 

Diese  vier  Formeln  (61.),  (62)  lassen  sich  zusammenfassen  in 
folgende  zwei  Formeln : 

n  p 

163 Ta, :-  zz,^,"•'"^;",z^',; 

H  p 

wobei  alsdann  hinzuzufügen,  dass  in  jeder  dieser  beiden  Formeln 
(63.)  die  Reihenfolge  der  (nach  n  und  j>  auszuführenden)  Summa- 
tionen  gleichgültig  ist,  und  ferner  hinzuzufügen ,  dass  diese 
Formeln  (63.)  soivohl  dann  gelten,  wenn  beide  Puncte  a  und  i 
von  der  Curve  a  getretint  sind,  als  auch  dann  ,  wenn  nur  einer 
derselben  einer  solchen  Trennung  sich  erfreut. 
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§  14. 

Die  Dichtigkeit  der  Green'schen  Belegung. 

Ist  a  ein  fesler  und  von  der  Curve  o  getrennter  Puncl  des 
äussern  Gebietes,  so  wird  (wie  schon  zu  Anfang  des  vorhergehen- 
den Paragraphen  bemerkt  wurde) 

Tia 

eine  Potentialfunction  des  inneren  Gebietes  sein ,  welche  sammt 
ihrer  ersten  [und  zweiten'  peripherischen  Ableitung  längs  a  stetig 
bleibt.  Folglich  wird  diese  Function  (nach  dem  dritten  Funda- 
mentalsatz, S.  52)  darstellbar  sein  als  das  Potential  einer  auf  o 
ausgebreiteten  Massenbelegung,  deren  Dichtigkeit  längs  a  stetig 
bleibt.  Bezeichnen  wir  also  diese  stetige  Dichtigkeit  mit  i^,  oder 

genauer  (weil  sie  abhängt  von  dem  festen  Puncle  a)  mit  rj",  so 
ergiebt  sich : 

(64.)  J 

Tsa  =j  Tsvll  da. 

Da  längs  a  stetig  ist,  so  sind  [nach  (20.  a,  /*;>,  Seite  55  if 
und  4>arj"  stetige  Functionen  von  ro ,  mithin  entwickelbar  nach 
den  )in).  Man  erhält  also  z.B.: 

(65.)  =  ZC^fJ*. 

Um  die  constanten  (d.  i.  nur  von  dem  festen  Punct  a  abhängenden) 
Coefficienten  C(n)  zu  bestimmen,  substituiren  wir  den  Werth 
(65.)  in  die  zweite  Formel  (64.)  und  erhalten  hierdurch: 

T9mwmZ{cP>fT99T** 
also  mit  Rücksicht  auf  (37.)  Seite  63  : 

Hieraus  aber  folgt  mittels  der  Integraleigenschnft  (38.6)  Seite  63  : 

a«)=fTasx,n]  w  d$, 

also  mit  Rücksicht  auf  (37.)  Seite  63  : 

C(n)  =  y<»>. 

Demgemäss  gewinnt  die  Formel  (65.)  die  Gestalt  an  : 
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(66.)  9I-  (fcrxiPyJ*, 

wofür  man  unter  Anwendung  der  zweifelhaften  Gleichung  55.) 
auch  schreiben  kann : 

(67.)  ,?,=  (».)-!  4"  A?'-  C?) 

Die  hier  behandelte  Curvenbelegung,  deren  Dichtigkeit 
ist,  heisst  bekanntlich  die  dem  Piuict  a  entsprechende  Green'sche 
Belegung.  Zu  ganz  analogen  Resultaten  gelangt  man  für  yi,  d.  i. 
für  die  einem  inner  n  Punct  i  entsprechende  Green  sehe  Belegung. 
Und  man  erhält  daher  folgenden  Satz. 

Denkt  man  sich  auf  der  Curve  o  die  einem  äussern  Puncte 
a  oder  die  einem  inner n  Puncte  i  entsprechende  Green' sehe  Be- 
legung ausgebreitet,  und  nimmt  man  an,  dass  jene  Puncte  a  und  i 

von  der  Curve  getrennt  sind ,  so  gelten  für  die  Dichtigkeiten  rj, 

und  n\  dieser  Belegungen  die  Formeln  : 

$  =  foj-i  z   >r  =  ;^)-i^*rj,  (?) 

[68.  J  — — — 

li  -       x r?>  >r  =  wr^tf>,  (?) 

wo  die  Gültigkeit  der  unterstrichenen  Ausdrücke  zweifelhaft  bleibt. 


§  15. 

Entwicklung  der  üreen'schen  Function. 

Sind  u  und  a  irgend  zwei  Puncte  des  äussern  Gebietes,  und 
bildet  man  die  dem  Puncte  a  entsprechende  Green 'sehe  Belegung 
*7a),  und  sodann  das  Potential  dieser  Belegung  auf  den  Punct  er, 
so  heisst  bekanntlich  dieses  Potential  die  Green' sehe  Function. 

Bezeichnet  man  also  die  letztere  mit  Gj,  so  ist: 

<X=fTtt5rfads, 

Ga  =  /  Tfjs  r]s  dS,         a  irgend  ein  periph.  Punct.) 
oder  mit  Rücksicht  auf  68.)  : 
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oder  endlich,  mit  Rücksicht  auf  (37.)  Seite  63  : 

G*  =     1  aM)  Z£n\  (wo  a  von  der  Curve  a 

£«  _  £  y(n)  ^(n)  getrennt  zu  denken  ist.) 

Die  «werte  dieser  Formeln  zeigt  mit  Rücksicht  auf  (60.),  dass 

ist,  was  mit  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Green'schen 
Function  in  Einklang  steht.  Aus  diesen  allgemeinen  Eigenschaften 
ergiebt  sich  übrigens,  dass 

Gl  =  GJ 

ist.  Demgemäss  kann  die  erste  der  Formeln  (69.)  in  doppelter 
Weise  geschrieben  werden : 

/;«         y  y(»)  7<«) 

(70.)  *  a     *  ' 

Substituirt  man  in  diese  Formeln  (70.)  für  Z{an)  und  Z{an)  die  aus 
(54.)  sich  ergebenden  Werthe,  so  folgt  : 

(71.)  n  9 

Gaa  =  zj  i^zc^r^}. 

Und  substituirt  man  andererseits  in  (70.)  für  Yi*l)  und  Y{an)  die 
aus  (54.)  entspringenden  Werthe,  so  folgt: 

(72.)  H  9 

Gaa  =  Zj  Z^Z/'^Z^}. 
p 

Bezeichnet  man  die  in  Bezug  auf  a,  a  S)  mmetrische  Function  G"a 
mitGaa,  so  können  die  sechs  Formeln  (70.),  (71.),  (72.)  zu- 
sammengefasst  werden  in  folgende  drei  Formeln : 
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<;0O  =  z  )H;»4"*, 

»I 

(73.)  r;aa  =  zzc^"  Yin)ii'\ 

H  p 

n  p 

wobei  alsdann  hinzuzufügen  ist.  dass  in  den  beiden  letzten  For- 
meln die  Reihenfolge  (der  nach  n  und  p  auszuführenden)  Summa- 
tionen  gleichgültig  bleibt,  und  ferner  hinzuzufügen  ist,  dass 
diese  Formeln  (73.)  sowohl  dann  gelten,  wenn  beide  Puncte  a 
und  a  von  der  Curve  a  getrennt  sind,  als  auch  dann  ,  wenn  nur 
einer  derselben  einer  solchen  Trennung  sich  erfreut. 

Sind  ferner  t  und  j  zwei  Puncte  des  innern  Gebiets,  so  er- 
geben sich  für  die  ihnen  entsprechende  Green'sche  Function  tijj 
in  ganz  analoger  Weise  die  Formeln : 

(74.)  zztf**yf*ij*% 

n  p 

Gy»ZZAM&#*, 

N  p 

wobei  Aehnliches  hinzuzufügen  ist,  wie  in  (73.). 

Bemerkung.  Substituirt  man  in  den  Formeln  (a.)  Seite  81 

für  $  den  in  (68.)  angegebenen  zweifelhaften  Werth,  so  ergiebt 
sich : 

c:-x{/yr.,  *?>,)-<</»}, 

also  mit  Rücksicht  auf  37.)  Seite  63: 

g;  =  z  4'°  y[*\ 

(75,!       g;  =  zzj;,,v*r- 

Die  erste  dieser  Formeln  ist  richtig,  weil  sie  mit  der  zweiten  in 
(70.)  übereinstimmt.  Und  die  zweite  Forme]  ist,  weil  d"  =  Ta(T 
ist,  ebenfalls  richtig,  wie  sich  leicht  aus  dem  Satze  (60.)  ergiebt. 
Wir  sehen  also,  dass  man  in  diesem  Falle  mittels  der  zweifel- 
haften Formel  (68.)  zu  richtigen  Resultaten  gelangt. 

6* 
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§  16. 

Beiläufige  Betrachtungen  von  ziemlich  unsicherer  Natur. 
Einführung  neuer  Functionen  =,  H,  Z  an  Stelle  von 

Wir  wollen  uns  die  Constante  X  und  daneben  die  unendlich 
vielen  Constanten  a,  ß,  y,  d  •  den  Bedingungen  unterworfen 
denken  : 

cta  ■+■    ßß        YY  +  ••••»  <t 

,l00a  +  i4My  +  =  *a, 

(a.)  .410a  +  A"ß  +  A"y  H  mm  Aß 


wo  die  yinP  oder  A^f)  die  früher  festgesetzten  Constanten  sein 
sollen  [vgl.  (40.)  Seite  63].  Hieraus  ergeben  sich  für  l  und  a, 
ß,  y,  •  •  •  unendlich  viele  Werths) sleme.  Und  zwar  wird,  falls 
man  irgend  zwei  solche  Werthsysteme  mit 

ih  i  «'S  r*S  yni  — 

j  V,  a^,  /*p ,  J*,  

bezeichnet,  die  Gleichung  stattfinden : 

(c)  +         -h  y*j4>  -h  •  •  •  •  =  OnP, 

wo  O1*^  (ebenso  wie  bisher,  vgl.  Seite  57)  eine  Grösse  vorstelltT 
welche  =  1  oder  =  0  ist,  je  nachdem  die  Zahlen  n  und  p  ein- 
ander gleich  oder  von  einander  verschieden  sind. 

Statt  der  Functionen  )'  und  /,  die  in  der  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen  : 

Z  =  fr  Y[ip)-1  da,  [vgl.  (37.)  Seite  63] 

mögen  nun  neue  Functionen  H  und  Z  eingeführt  werden .  die  in 
derselben  Beziehung  zu  einander  stehen: 

[d.)  Z  =  yVrl  (UV)"' r/a; 

und  zwar  mag  gesetzt  werden  : 

(*.]  H  =  a  V  -+■  ß ) '  -h  y  1  "*  +  '  "  '  '  ; 

I)  Vgl.  die  II,  Bemerkung  auf  Seite  89.  —  Der  Kürze  willen  mögen  ir> 
diesem  §  die  oberen  Indices  durchweg  ohne  Einklammerung  geschrieben, 
werden. 
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dann  wird  nach  (rf.)  : 

(/'.  Z  =  aZ°  -h  ßZl  +  yZ*  +    .  .  . 

Diese  Formeln  (c),  (/'.]  liefern,  weil  die  Conslanten  a,  ß%  y.  -  •  • 
unendlich  viele  Werthsysteme  haben  ,  unendlich  viele  Functionen 
H  und  Z.  Denkt  man  sich  irgend  zwei  solche  Functionen  H : 

H"  =  a"P  4-/?T  +  y*  P  4  ; 

HP  =  «P  P  4-  ßP  ) '  +  yP  P  4-  •  •  •  •  , 
so  ergiebt  sich  durch  Multiplication  und  Integralion : 

fHnHP  [tft)-*do  = 
= j(an  P  4-      P  4-  •  •  )      P  +  /SP  P  4-  •  •  • )  (i/>)-!  '/o, 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Integraleigenschaft  der  )*  [vgl.  (38.  a) 
Seite  63  : 

f  HWHP  («//)-'</ a  =  «MaP  4-/?»/^  4-  ynyP  4-  •  •  •  . 
-also  nach  (c.) : 

lg.)  J*  H"HP(^)-»f/(r  =  0"P. 

Die  Functionen  H  besitzen  also  dieselbe  Integraleigenschaft, 
wie  die  Y.  Eine  zweite  Eigenschaft  der  auf  welche  wir  uns 
bei  unsern  früheren  Untersuchungen  gestützt  haben ,  besteht 
darin,  dass  jede  stetige  Function  von  w  nach  den  )' entwickelbar 
ist.  Wir  wollen  annehmen  ,  dass  diese  letztere  Eigenschaft  den 
H  ebenfalls  zukomme,  dass  also  jede  stetige  Function  von  w  nach 
den  H  entwickelbar  sei. 

(A.)  •  •  •  •  Alsdann  tcerden  unsere  frühem  von  den  Y  ausgehen- 
den Untersuchungen  ,  bei  Zugrundelegung  der  H  ,  sich  Schritt  für 
Schritt  von  Neuem  wiederholen  lassen;  und  dieselbe  Rolle,  welche 
früher  die  Z  spielten,  wird  gegenwartig  den  Z  zu  Theil  werden. 

So  werden  also  z.  B.  an  Stelle  der  Entwicklungen  (54.) 
Seite  77 : 

P  =  A™?>  4-  A"ZK  4-  A^Z*  4-  , 

(t.)  P  =  Al»Z*  4-  A"#  4-  A"Z*  4-  ....  , 

P  =  A"Z»  4-  A%XZ>  4-  A**Z*  4-    •    •  , 


sich  gegenwartig  analoge  Entwicklungen  ergeben : 
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Hü  m  Aoo2o  +  a«»Z'  h-  A°*Z*  ■+-    ...  , 
(A\)           H1  =  At0Z°  +  A,lZl  -fr.  A«*Z*  +    ...  , 
H*  =  A«Z»  +  A"Z«  -h  A**Z*  +  , 


Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Coeffleienten  AnP  dieser 
neuen  Entwicklungen  näher  zu  untersuchen.  Multipliern  wir 
zu  diesem  Zweck  die  Gleichungen  (t.)  der  Reihe  nach  mit  a,  ß, 
y,  .  .  .  und  addiren,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (a.)  : 

«r  .+.  ßp  +       +  •    •  =  A(aZ°  4-  /*Z»  -l-  yZ*  +  .  . 

also  nach  («.)  und  (/".)  : 

(/•)  H  =  AZ. 

Diese  Formel  aber  umfasst,  weil  die  soeben  angewandten  Grössen 
aj  /*>  Yi  '  ■  *  unendlich  viele  Werthsysteme  haben ,  unendlich 
viele  Gleichungen,  die  der  Reihe  nach  lauten  : 

H°  «  A°Z°, 

(».)  H'  =  A'Z1, 

H*  =  A«Z', 
•        •  • 

Diese  Gleichungen  (im.)  repräsentiren  mithin  die  gesuchten  Ent- 
wicklungen       woraus  folgt; 

A00  =  X\       A°»  =  0  .       A04  =  0  ,  •  •  . 
(m.)  A'°  =  0,       A"=A«,       A'*  =  0,... 

A"  =  0  ,       A"  =  0  ,       A»  =  X\  •  •  . 


Die  Entwicklungen  von  T,  G,  tj.  —  Mit  Rücksicht  auf 
(im.)  erkennt  man,  dass  die  früher  für  T,  G,  y  erhaltenen  Ent- 
wicklungen im  gegenwärtigen  Fall  die  Gestalt  annehmen : 

(O.)  Tai  =  Z  KT!  =  ZlnZ:Z?,      [vgl.  (60.)  Seite  79.] 

i  Ori  =iH?z;  =  zrzrz;,  ™« <7»->>  ™ 8- M*J 

,  j  /  'f.  =  W-XHTHf-  (ftrili?«?,    [vg).  ,68) 
*     l  i?:  =  W^ZHfH?»  (WZ(A«)*zrzr  ;     s- 81J 

so,  dass  also  in  all'  diesen  Entwicklungen  schliesslich  nur  die 
Functionen  Z  enthalten  sind. 
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Die  Entwicklungen  von  P,  ö\  —  Die  Beziehung  der  Y  zu 
den  Z  war  genau  dieselbe  wie  die  der  .Y  zu  den  Y.  In  der  That 
war  z.  B.  nach  (54.)  Seite  77: 

Yn  m  ZA«PZP, 

p 

Xn  =  I  An*  Y*. 
p 

Analoges  wird  also ,  falls  wir  die  den  A  entsprechenden  Func- 
tionen mit  E  bezeichnen ,  im  gegenwärtigen  Falle  gelten  von  der 
Beziehung  der  H  zu  den  Z  und  der  Beziehung  der  Z  zu  den  H. 
Die  entere  Beziehung  ist  aber  dargestellt  durch  die  Formeln  (m.  j: 

(r.)  Hn  =  XnZn: 

folglich  wird  die  letztere  dargestellt  sein  durch  die  analogen  For- 
meln : 

s.)  =Ä  =  lnHn  =  (X*)«Z». 

Mit  Rücksicht  auf  fr.),  [$,)  erkennt  man,  dass  die  früher 
für  P,  6  erhaltenen  Entwicklungen  im  gegenwärtigen  Fall  die 
Gestalt  annehmen : 

1  mm  Pg  =  ZowZ,Ä,       [vgl.S.  69.] 

1  =  P,  =  Za"Z?; 

N         *i  -  W>,)-i«bh;  =  tyg-«I«»A*Z?; 

wo  die  Constanten  an  und  /f*  die  Werthe  haben  : 

a«  =  yk",^-'      =  '/')"' 
/?»  =       (i/;)"1  e/o  =   *n  yZn  (i//)-«  f/a. 

Demgemäss  ist  /?"  =  an  (Än)~* ;'  so  dass  also  die  Formel  (v.)  z.  B. 
auch  so  geschrieben  werden  kann : 


(«.) 
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§  17. 

Vervollständigung  der  früheren  Untersuchungen 

über  X,  Y,  Z. 

Wir  haben  (wie  schon  im  vorhergehenden  Paragraphen  be- 
merkt wurde)  bei  unsern  früheren  Untersuchungen  hinsichtlich 
der  Fnur  zwei  Eigenschaften  in  Anwendung  gebracht,  nämlich 

erstens  die  Integraleigenschaft :  J F(n)      (ip)~{  da  =  CK»*),  und 

zweitens  die  Eigenschaft,  dass  jede  stetige  Function  von  w  nach 
den  Y  entwickelbar  ist. 

-  Wir  wollen  gegenwärtig  in  Betreff  der  Y  noch  eine  dritte 
Eigenschaft  in  Anwendung  bringen,  welche  darin  besteht,  dass 
y*°)  eine  Constante  ist,  nämlich : 

r,0,~  -4=.  rvgi. s. 56.i 

Mit  Rücksicht  hierauf  können  die  Constanlen  o*4»,  ttn)  (Seite  69; 
folgendermassen  dargestellt  werden  : 

«c»)  ==  f\{:i)  (ipa)-<  da=  Vl^f  Y?  X$*  (uv,)"1  da, 

6(«)  =  f  Yin)  [ift0)-*  da  =  V¥Z f  fj*  ifV*)"1 
und  hieraus  ergiebt  sich  nach  (40.)  und  (38.)  Seite  63  sofort: 

(77.)     

Durch  Substitution  dieser  Werthe  (77.)  gewinnen  die  Formeln 
(Seite  69)  für  P,  d,  fx  folgende  Gestalt: 

/       pa  =  VI^za^z^K 

(78.)  ]  1  =      =  V%^TLA^«)Z??\ 

(  1  =  p-  =  j/2^Ijt(°.»)^n); 

ferner : 

(79.)  60  =  vT^  t^)-*!^«.»)  r'n), 
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endlich : 

(80.)  fi  =  f dada  =  InAlW  ; 

woraus  z.  B.  folgt  ,  dass  die  der  Curve  a  eigenthümliche  Con- 
stante  T  (vgl.  Seite  47)  den  Werth  hat: 

(81.)  f  =  ^L=7T:=:  iJlMl' 

vgl.  die  Note  auf  Seite  69. 


§  18. 

Nachträgliche  Bemerkungen. 

/.  Eine  längs  irgend  welcher  Curve  a  gegebene  Function  ist 
in  diesem  Aufsatz  als  abtheilungsiveise  stetig  bezeichnet,  sobald 
man  jene  Curve  a  in  eine  endliche  Anzahl  von  Strecken  in  solcher 
W  eise  zu  zerlegen  vermag,  dass  die  Function  längs  jeder  einzel- 
nen Strecke  stetig  bleibt. 

//.  So  unsicher  die  Betrachtungen  des  §  16  auch  sein  mögen, 
so  dürften  dieselben  dennoch,  wie  ein  genauerer  Hinblick  auf  die 
Formeln  (o.),  (p.),  (q.)  Seite  86  erkennen  lässt,  zur  vorläufigen 
Orienti rung  in  diesen  unbekannten  Regionen  von  einigem  Nutzen 
sein.  Denn  man  bemerkt,  dass  jene  Formeln  (o.),  (/>.),  (q.)  voll- 
kommen analog  sind  mit  denjenigen ,  welche  unter  Anwendung 
der  trigonometrischen  Functionen  für  Kreis  oder  Ellipse,  und 
ebenso  auch  mit  denjenigen,  welche  unter  Anwendung  der  Kugel - 
funetionen  für  Kugel  oder  Rotationsellipsoid  sich  ergeben. 
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W.  Hankel,  über  eine  eigentümliche  Funkenentladung  am 
sogenannten  negativen  Pole  eines  Inductionsapparates.") 

Wenn  an  demjenigen  Ende  der  Inductionsspirale  eines 
RuhmkorfTschen  Apparates,  welches  beim  OefTnen  eines  in  der 
primären  oder  inducirenden  Spirale  vorhandenen  elektrischen 
Stromes  den  positiven  Pol  bildet,  eine  stumpfe  Spitze  angebracht 
ist,  und  dieser  eine  mit  dem  negativen  Pole  verbundene  Platte 
oder  etwas  grosse  Kugel  gegenüber  gestellt  wird,  so  ist,  wie  be- 
kannt, die  Schlagweite  beträchtlich  grösser,  als  wenn  umgekehrt 
die  Spitze  sich  am  negativen,  die  Platte  aber  [oder  die  Kugel)  am 
positiven  Pole  befindet.  Es  scheint  indess  noch  nicht  beobachtet 
worden  zu  sein,  dass  durch  den  eben  erwähnten  Unterschied  in- 
folge von  Oscillationen,  welche  in  der  Inductionsspirale  entste- 
hen, bei  der  zuletzt  erwähnten  Einrichtung  (Spitze  am  negativen 
Pole)  der  merkwürdige  Vorgang  eintreten  kann ,  dass  aus  der  in 
Bezug  auf  den  Oeffnungsstrom  negativen  Spitze  positive  Elektri- 
cität  in  langen  Funken  zur  gegenüberstehenden  Platte  oderKuge, 
übergeht. 

Die  Erscheinung  wird  sich  am  leichtesten  an  einigen  spe- 
ciellen  Fällen  erläutern  lassen. 

An  dem  für  den  Oeffnungsstrom  positiven  Pole  eines  von 
Ruhmkorff  construirten  sehr  grossen  Inductionsapparates  war 
eine  stumpfe  Spitze  angebracht;  ihrgegenüberstand  eine  2100  mm 
im  Durchmesser  haltende  Messingscheibe,  welche,  ebenso  wie 
der  andere,  jetzt  negative  Pol  der  Inductionsspirale  durch  Kupfer- 
drähte mit  den  Gasröhren  des  Hauses  verbunden ,  also  zur  Erde 
abgeleitet  war. 

Wenn  nun  der  elektrische  Strom  in  der  inducirenden  Spi- 
rale durch  vier  kleine  mit  mässig  concentrirter  Salpetersäure 
gefüllte  Grove'sche  Elemente  erzeugt  wTurde ,  so  schlugen ,  wenn 
der  dem  Apparate  beigegebene  Unterbrecher  in  Thätigkeit  gesetzt 


•)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  4  4.  No- 
vember 1878. 
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wurde,  bei  240  mm  Absland  der  Spilze  von  der  Platte  zickzack- 
förmige  Funken  über,  während  bei  grösseren  Abstunden  an  der 
Spilze  nur  mit  einem  gewissen  Geräusche  in  strahlenden  Büscheln 
ausströmende  Entladungen  erschienen. 

Wurde  durch  Umlegen  des  Gommulalors  die  elektrische  Be- 
schaffenheit der  beiden  Enden  der  Spiralen  umgekehrt,  so  dass 
also  jetzt  die  Spitze  mit  dem  negativen,  die  Platte  aber  mit  dem 
positiven  Pole  der  Inductionsspirale  verbunden  war,  so  traten 
bei  gleich  starkem  primären  Strome  die  Funken  erst  bei  96  mm 
Abstand  ein ;  war  die  Spilze  weiter  von  der  Platte  entfernt ,  so 
zeigten  sich  nur  Ausstrahlungen.  Die  bei  96  mm  Abstaud  er- 
scheinenden Funken  waren  zickzackförmig ,  dünn  und  wenig 
schallend,  und  behielten  bei  Annäherung  der  Spitze  an  die  Platte 
diesen  Charakter  bei,  bis  der  Abstand  auf  56  mm  verringert  war. 
Jetzt  änderte  der  Funke  seine  Beschaffenheit ;  er  wurde  gerad- 
linig, massiger  und  erzeugte  einen  intensiveren  Schall. 

Das  eigenthümliche  Aussehen  der  in  dem  Intervall  von  96 
bis  56  mm  erscheinenden  Funken  erregte  die  Vermuthung,  dass 
sie,  obwohl  sie  aus  dem  sogenannten  negativen  Pole  kamen, 
doch  positive  Elektricität  aus  diesem  zur  Platte  Uberführen  dürf- 
ten. Und  in  der  Thal  Hess  sich  diese  Vermuthung  als  thatsäch- 
lich  begründet  leicht  nachweisen. 

Bei  derselben  Einrichtung,  wie  sie  zuvor  beschrieben,  wurde 
in  die  Ableitung  der  Platte  zu  den  Gasröhren  eine  zweischenk- 
lige  Hollz'sche  Trichterröhre  eingeschaltet.  Da  bekanntlich  der 
positive  Strom  leichler  in  der  Bichlung  von  der  engen  Oeffnung 
nach  der  weiteren  Mündung  der  Trichter  die  Röhre  durch- 
dringt, so  liess  sich  durch  das  in  diesen  Trichterröhren  erschei- 
nende Licht  die  Art  der  durch  die  Funkenentladung  übergeführ- 
ten Elektricität  erkennen. 

Wenn  nun  der  Commutator  am  Unterbrecher  wieder  so 
gestellt  wurde,  dass  die  stumpfe  Spitze  am  positiven  Pole  lag. 
und  in  einem  Abstand  von  mehr  als  240  mm  rj  der  Platte  gegen- 
übergestellt war,  so  dass  nur  die  mit  einigem  Geräusch  verbun- 
denen büschelförmigen  Ausstrahlungen  entstanden,  so  zeigten 


4)  Wenn  auch  infolge  einer  geringen  Abnahme  in  der  Intensität 
des  angewandten  Stromes  und  kleiner  Abweichungen  im  Apparate  die 
Grenzen  der  Schia.aweiten  um  einige  Millimeter  schwankten,  so  behalte  ich 
doch  der  leichtern  üebersicht  wegen  die  oben  angegebenen  Zahlen  bei ,  da 
ja  die  absolute  Grösse  derselben  keine  wesentliche  Bedeutung  hat. 
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beide  Schenkel  der  Trichterröhre  ein  schwaches  Licht ;  es  traten 
also,  jedenfalls  nach  einander,  in  der  Richtung  abwechselnde 
Ströme  in  der  von  der  Platte  nach  der  Erde  fuhrenden  Leitung 
auf.  Bei  geringeren  Abstünden  als  240  mm,  wo  also  die  Elek- 
tricilät in  zickzackförmigen  Funken  Uberging ,  erschien  die  eine 
Röhre,  und  zwar  diejenige ,  in  welcher  die  von  der  Spitze  zur 
Platte  Ubergegangene  Eleklricität  durch  die  Spitzen  in  die  Trichter 
eintrat,  stark  leuchtend ,  während  sich  in  der  anderen  nur  ein 
schwaches  Licht,  wie  solches  bei  den  grösseren  Abständen  beob- 
achtet worden,  zeigte. 

Wurde  sodann  der  Commutalor  umgelegt  und  die  mit  dem 
negativen  Pole  verbundene  Spitze  der  durch  die  Trichterröhren 
zur  Erde  abgeleiteten  Platte  in  einem  grösseren  Abstände  als 
96  mm  gegenübergestellt  wobei  also  an  der  Spitze  nur  Ausstrah- 
lungen auftraten),  so  leuchteten  beide  Schenkel  der  Trichterröhre 
schwach.  Dagegen  leuchtete  bei  einem  Abstände  zwischen 
96  und  56  mm ,  wo  also  die  dUnnen,  zickzackförmigen,  wenig 
schallenden  Funken  Ubergingen,  die  eine  Röhre  stark,  und  zwar 
genau  dieselbe,  welche  zuvor,  als  die  Spitze  mit  dem  positiven 
Pole  verbunden  war,  starkes  Licht  gegeben  hatte,  während  in 
der  anderen  nur  das  schwache  Leuchten  sich  zeigte.  Es  war 
dies  also  ein  deutlicher  Beweis,  dass  aus  der  am  negativen  Pole 
angebrachten  Spitze  jetzt  positive  Elektricilät  in  Funken  zur 
gegenüberstehenden  Platte  Uberging.  Näherte  ich  die  Spitze 
weiter,  so  dass  ihr  Abstand  von  der  Platte  geringer  als  56mm 
wurde,  die  Funken  also  geradlinig  ,  massiger  und  lauter  schal- 
lend auftraten,  so  erschien  das  starke  Licht  in  der  anderen  Röhre, 
ein  Beweis,  dass  bei  diesen  kleineren  Entfernungen  negative 
Elektricilät  von  der  Spitze  zur  Platte  Übergeführt  worden. 

Als  zur  Erzeugung  des  primären  Stromes  anstatt  vier,  nur 
drei  Grove'sche  Elemente  verwendet  wurden,  betrug,  wenn  die 
Spitze  am  positiven  Pole  angebracht  war,  die  Maximaldistanz,  in 
welcher  Funken  entstanden ,  209  mm;  befand  sich  dagegen  die 
Spitze  am  negativen  Pole,  so  erschienen  Funken  zuerst  bei  einem 
Abstände  von  84  mm,  und  zwar  dUnne,  zickzackförmige ,  wenig 
schallende,  in  welchen  positive  Elektricilät  aus  der  Spitze  zur 
Platte  Uberging;  negative  Funken  aber,  welche  geradlinig,  mas- 
siger und  lauter  waren,  traten  erst  auf,  als  die  Spitze  der  Platte 
bis  auf  48  mm  genähert  wurde. 

Die  vorstehenden  Versuche  wurden  wiederholt  und  bestä- 
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tigt,  nachdem  an  Stelle  der  zweischenkligen  Trichterröhre  eine 
etwas  weite  vor  den  Polen  eines  starken  Hufeisenningnets  lie- 
gende Geissler  sehe  Röhre  in  die  Leitung  von  der  Platte  zu  den 
Gasröhren  des  Hauses  eingeschaltet  worden.  Aus  der  Ablen- 
kung des  elektrischen  Lichtes  in  der  Röhre  liess  sich  ebenfalls 
die  Art  der  von  der  Spitze  zur  Platte  gehenden  Elektricitat  er- 
kennen. 

Die  Versuche  wurden  ferner  noch  in  der  Weise  abgeändert, 
dass  die  Platte  mit  dem  inneren  Belege  einer  Batterie  aus  6  bis 
18  grossen  Leydener  Flaschen  verbunden  wurde,  während  das 
äussere  Beleg  durch  die  Gasröhren  des  Hauses  abgeleitet  war. 

Bei  dieser  Einrichtung  konnte  die  auf  die  Batterie  überge- 
führte Eleklricitäl  mittelst  einer  Probekugel  und  eines  Elektro- 
meters bestimmt,  und  so  auf  einem  ganz  directen  Wege  die 
Richtigkeit  der  früheren  Beobachtungen  nachgewiesen  werden. 

Wurde  bei  derselben  Einrichtung  das  innere  Beleg  noch 
mittelst  der  zweischenkligen  Trichterröhre  mit  den  Gasröhren 
verbunden,  so  blieben  die  Lichterscheinungen  in  diesen  Röhren 
im  Allgemeinen  dieselben,  w  ie  sie  ohne  Hinzufügung  der  Batterie 
beobachtet  worden ;  nur  erschien  ,  wenn  Funken  überschlugen, 
bios  das  helle  Licht  in  der  einen  Röhre,  während  die  andere 
dunkel  blieb;  es  trat  also  der  Unterschied  in  der  Art  der 
übergeführten  Eleklricitäl ,  wenn  die  Spitze  sich  am  negativen 
Pole  befand ,  noch  deutlicher  hervor.  Durch  die  Einschaltung 
der  Batterie  war  die  Entladung  so  verlangsamt  worden .  dass 
das  schwache  Licht  nicht  mehr  sichtbar  wurde. 

Wenn  bei  dieser  letzten  Anordnung  der  Strom  der  magne- 
tisirenden  Spirale  nur  durch  zwei  Grove  sche  Elemente  gebildet 
wurde,  so  traten,  wenn  die  Spitze  am  negativen  Pole  stand  und 
die  Platte  mit  einer  Batterie  von  6  Flaschen  verbunden  war ,  die 
positiven  dünnen  Funken  nur  innerhalb  eines  Abstandes  von  40 
bis  37mm  auf,  aber  die  Trichterröhre  zeigte  sich,  eben  wegen 
der  Verlangsamung  der  Entladung  durch  die  Batterie  ,  nicht 
leuchtend;  das  Licht  trat  aber  sofort  in  der  entsprechenden  Röhre 
auf,  als  die  Batterie  ausgeschlossen  und  also  die  Platte  direct 
durch  die  Trichterröhre  mit  den  Gasröhren  des  Hauses  verbun- 
den wurde. 

Bisher  war  der  eine  Pol  des  Induclionsapparates  stets  mit 
den  Gasröhren  verbunden  und  also  zur  Erde  abgeleitet  gewesen. 
Es  mögen  daher  schliesslich  noch  einige  Angaben  folgen  über 
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die  Entladungsfunken,  wenn  die  Spitze  sowohl  als  die  Platte  mit 
den  isolirten  Enden  der  Inductionsspirale  in  Verbindung  stehen. 

Der  Strom  zum  Magnetisiren  des  Eisenkernes  wurde  von  4 
Grove'schen  Elementen  geliefert,  die  Schliessung  und  Unter- 
brechung desselben  aber  nicht  wie  früher  durch  den  kleinen 
Elektromagnet  des  RuhmkorflTschen  Unterbrechers  vollzogen, 
sondern  einfach  durch  die  Bewegung  des  die  Platinspitze  tragen- 
den Armes  mittelst  der  Hand  ,  und  zwar  wurde  absichtlich  die 
Dauer  der  Schliessung  etwas  gross  genommen. 

Befand  sich  die  stumpfe  Spitze  am  positiven,  die  Platte  oder 
Scheibe  von  200  mm  Durchmesser  aber  am  negativen  Pole,  so  war 
die  grösste  Weite,  in  welcher  die  Funken  erschienen,  335mm. 

Schon  Cal  Ian  J)  führt  an,  dass  die  Funken  schwächer  und 
weniger  schallend  werden,  wenn  die  positive  Spitze  der  Platte 
immer  mehr  genähert  wird.  Dies  zeigte  sich  auch  bei  meinen 
Versuchen,  in  lern  bei  grossen  Abständen  die  zickzackformigen 
Funken  hell  erschienen  und  laut  schallten,  bei  Annäherung  der 
Spitze  an  die  Platte  aber  sich  mit  einer  röthlichen  Hülle  um- 
gaben, weniger  hell  leuchteten  und  einen  schwächeren  Schall 
erzeugten. 

War  die  Spitze  mit  dem  negativen  Pole ,  die  Platte  aber  mit 
dem  positiven  Pole  verbunden,  so  schlugen  bei  220  mm  Abstand 
die  zickzackförmigen  Funken  von  der  Spitze  zum  Rande,  oder  viel- 
leicht angemessener  gesagt  von  dem  Rande  der  Platte  zur  Spitze; 
der  Schall  hatte  etwas  Hohles,  was  wahrscheinlich  durch  die 
Erschütterung  der  Platte  bewirkt  wurde ;  bei  65  mm  Abstand 
erschienen  aber  gerade  von  der  Spitze  zur  Milte  der  Platte 
gehende  Funken,  welche  eine  gelbrothe  Hülle  besassen ,  und 
deren  hellerer  innerer  Theil  in  der  Nähe  der  Platte  unterbrochen 
war.  An  dieser  Unterbrechungsstelle  bestand  nur  das  rothgelbe 
Licht;  je  nach  dem  Abstände  der  Spitze  und  Platte  war  das  auf 
der  Platte  stehende  Stück  des  helleren  inneren  Theiles  etwas 
länger  oder  kürzer.    Bei  einer  Funkenlänge  von  40  mm  war  das 


1)  The  Lond.,  Edinb.  and  Dubl.  Philosoph.  Magaz.  and  Journ.  of 
Science.  4  Ser.  Bd.  25.  1863.  S.  4t5.  The  sparks  frorn  a  positive  point  to 
a  negative  plate  grow  weaker  and  less  loud  as  the  point  is  made  to  ap- 
proach  the  plate.  But  when  a  negative  point  is  brought  within  two  or 
three  inches  from  a  positive  plate,  the  sparks  become  as  loud  as  if  the  plate 
were  charged  ,  or  as  if  they  were  produced  by  a  small  Leyden  jar  whose 
opposite  contings  were  connected  w  ith  the  ends  of  the  coil. 
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leuchtende  auf  der  Platte  stehende  Stückchen  sehr  kurz ,  ver- 
längerte sich  aber  etwas,  wenn  die  Schlagweiten  vergrössert 
wurden. 

Diese  geradlinigen  Funken  geben  einen  lauten  Schall ,  und 
wahrscheinlich  auch  den  stärksten,  bei  der  grössten  Schlagweite, 
in  welcher  sie  noch  entstehen  *)  ;  wenigstens  nimmt  derselbe  ab, 
wenn  die  Spitze  der  Platte  mehr  genähert  wird.  Bei  gleichem 
Abstände  der  Spitze  von  der  Platte  (innerhalb  des  Intervallcs, 
in  welchem  von  der  negativen  Spitze  geradlinige  Funken  zur  Platte 
gehen)  schien  der  Schall  lauter  zu  sein,  wenn  die  Spitze  nega- 
tiv, als  wenn  sie  positiv  war. 

Wenn  die  Spitze  mit  dem  negativen  Ende  der  lnductions- 
spirale  verbunden  und  ungefähr  75  mm  von  der  Platte  entfernt 
war,  so  schlugen  gewöhnlich,  wie  schon  bemerkt,  die  zickzack- 
förmigen  Funken  zwischen  Spitze  und  Rand  Uber.  Es  gelang 
jedoch  auch ,  zickzackförmige  Funken  zwischen  der  Spitze  und 
dem  mittleren  Tbeile  der  Platte  zu  erhalten ,  welche  röthlicher 
waren  als  die  ersteren  und  auch  weniger  laut  schallten.  Als 
nun  zwischen  die  Platte  und  den  positiven  Pol  der  Inductions- 
spirale  die  Trichterröhre  eingeschaltet  wurde,  Hess  sich  erken- 
nen, dass  die  positive  Eleklricität  bei  den  Funken  zwischen 
Spitze  und  Rand  von  der  Platte  zur  Spitze,  bei  den  schwächeren 
Funken  zwischen  der  Spitze  und  den  mittleren  Theilen  der  Platte 
aber  von  der  Spitze  zu  der  Platte  ging.  Die  stärkern  Funken 
vom  Rande  zur  Spitze  konnten  bei  der  angegebenen  Schlagweite 
durch  eine  längere,  die  andern  schwächeren  durch  eine  sehr 
kurze  Schliessung  des  primären  Stromes  erhalten  werden;  im 
ersteren  Falle  reichte  also  die  am  Rande  der  Platte  erzeugte 
Spannung  zum  Hervorbrechen  des  Funkens  hin ,  dagegen  nicht 
im  zweiten  Falle,  wo  die  positive  E)lektricität  dann  aus  der 
Spitze  zu  den  näheren  mittleren  Theilen  der  Platte  überging. 

Auf  die  Entstehung  der  positiven  Funken  aus  der  mit  dem 
negativen  Pole  verbundenen  Spitze  scheint  die  Art  der  Unter- 
brechung des  Stromes  in  der  magnetisirenden  Spirale  von  Ein- 
fluss  zu  sein.    Die  Erscheinung  zeigte  sich  stets,  wenn  in  den 


Wie  die  in  der  vorhergehenden  Anmerkung  stehenden  Worte 
Callan's  beweisen,  sagt  er  nicht,  dass  die  Funken  aus  der  negativen  Spitze 
mit  der  Annäherung  der  Spitze  an  die  Platte  stärker  und  lauter  werden, 
wie  dies  wohl  angeführt  wird ,  sondern  nur,  dass  der  Schall  bei  kurzen 
Funken  [l—  3  Zoll]  sehr  laut  ist. 
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RuhmkorfTschon  Unterbrecher  frisch  gereinigtes  Quecksilber 
und  noch  nicht  benutzter  absoluter  Alkohol  eingefüllt  waren, 
während  bei  einem  Versuche  mit  längere  Zeit  benutztem  und 
dann  auch  mehrere  Tage  in  dem  Apparate  gestandenem  Queck- 
silber und  Alkohol  die  positiven  Funken  aus  der  negativen  Spitze 
nicht  erhalten  werden  konnten. 

Der  eigentümliche  Vorgang  des  Austretens  positiver  Eleklri- 
cilat  ausderam  sogenannten  negativen  Pole  befindlichen  Spitze  fin- 
det seine  Erklärung  in  den  Oscillationcn,  welche  im  nichtgeschlos- 
senen Inductionsdrahte  nach  der  Oeffnung  des  Stromes  in  der 
primären  Spirale  stattfinden.  Ich  will  mich  bei  seiner  Erläute- 
rung an  die  zuerst  mitgelheilten  Versuche  anschliessen. 

Die  Oeffnung  des  Stromes  in  der  primären  Spirale  fuhrt 
gegen  die  am  sogenannten  negativen  Pole  befindliche  Spitze  zu- 
erst negative  Elektricität.  Ist  nun  der  Absland  dieser  Spitze 
von  der  ihr  gegenüberstehenden  Platte  grösser  als  96  mm ,  so 
vermag  die  negative  Elektricität  nicht  in  Funken  überzugehen ; 
aber  auch  die  unmittelbar  darauf  im  Inductionsdrahte  entstehende 
Oscillalion,  welche  zü  der  eben  zuvor  negativen  Spitze  jetzt  po- 
sitive Elektricität  führt,  hat  nicht  Kraft  genug,  diese  positive 
Elektricität  in  Funken  zu  entladen ,  weil  die  durch  diese  Rück- 
schwingung  bewirkte  Spannung  schwächer  ist  ,  als  wie  sie  der 
erste  direcle  Antrieb  des  Oeffnungsstromes  bewirkt;  (dieser  ver- 
mochte eine  Strecke  von  240  mm  zu  durchbrechen).  Wird  die 
am  negativen  Pole  befindliche  Spitze  der  Platte  bis  auf  einen 
zwischen  96  und  56  mm  liegenden  Abstand  genähert ,  so  kann 
zwar  auch  jetzt  die  durch  die  Oeffnung  des  primären  Stromes  in 
die  Spitze  getriebene  negative  Elektricität  noch  nicht  in  Fun- 
ken Ubergehen  ,  wohl  aber  vermag  dies  die  in  der  unmittelbar 
darauf  folgenden  Oscillalion  zu  der  Spitze  gelangende  positive. 
Da  jedoch,  wie  schon  zuvor  bemerkt,  die  durch  sie  erzeugte 
Spannung  geringer  ist  als  die  durch  die  direcle  Wirkung  aus  der 
Oeffnung  hervorgebrachte,  so  ist  der  Funke  dünner  und  weniger 
kräftig'),  als  wenn  bei  demselben  Abstaude  durch  Umwechseln 
der  Richtung  des  primären  Stromes  die  Spitze  zum  positiven 
Pole  gemacht  wird.  Näherl  man  nun  die  negative  Spitze  noch 
weiter  der  Platte,  bis  zu  einem  weniger  als  56  mm  betragenden 


i)  Es  wird  von  Wichligkeil  sein,  die  Menge  der  bei  den  verschiede- 
nen Funken  übergeführten  Elektricitatsmengen  zu  bestimmen. 

Math.-ptaya.  Claase  1878.  7 
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Abstände,  so  vermag  jetzt  die  durch  die  Oeffnung  des  primären 
Stromes  ihr  angeführte  negative  Elektricität  in  Funken  überzu- 
gehen. Durch  diese  Entladung  ist  dann  aber  die  folgende  Os- 
cillation  so  geschwächt,  dass  sie  die  entsprechende  Trichterröhre 
gar  nicht  oder  nur  sehr  schwach  zum  Leuchten  bringt. 

Im  Vorstehenden  habe  ich  den  meines  Erachtens  hinrei- 
chendes Interesse  darbietenden  Vorgang  in  einigen  speciellen 
Fällen  beschrieben;  die  genauere  Untersuchung,  welche  längere 
Zeit  erfordern  wird,  muss  ich  einer  späteren  Arbeit  vorbehalten. 


C.  Bruhns,  über  die  Mondfinsternis*  im  Jahre  .3.5  nach  Christi 
Geburt  am  5.  April.*) 

Herr  Professor  Lutterbeck  in  Giessen  wandte  sich  im  Juli 
1878  an  mich  mit  einigen  Fragen  über  die  Zeit,  Dauer  und  Grösse 
der  Mondtinsterniss  im  Jahre  33  am  3.  April  und  besonders  Über 
die  Sichtbarkeit  in  Jerusalem.  Eine  vorläufige  Rechnung  sowohl 
nach  Largeteau's,  wie  nach  llansen's  ekliptischen  Tafeln  zeigte 
mir,  wie  auch  in  verschiedenen  chronologischen  Werken  aufge- 
zeichnet ist,  dass  die  Finslerniss  wirklich  stattgefunden  habe 
und  dass  die  vorläufigen  Daten  über  die  Opposition  zwischen 
Sonne  und  Mond,  welche  Herr  Lutterbeck  der  Güte  des  Profes- 
sors Förster  verdankte ,  nach  den  Tafeln  von  Largeteau  berech- 
net waren.  Eine  genauere  Berechnung  nahm  ich  nach  Burck- 
hardt's  und  La  lande's  Mondtafeln  vor  und  theilte  meine  Resultate 
damals  Herrn  Lutterbeck  mit,  und  um  überhaupt  zu  sehen,  wie 
die  verschiedenen  Mondtafeln  diese  Finslerniss  angeben, 
habe  ich  auch  nachträglieh  nach  llansen's  Mondtafeln  x)  gerech- 
net, bei  welcher  Arbeit  der  zweite  Observator  der  Sternwarle, 
Herr  Dr.  Peter,  mich  unterstützte,  sodass  alle  Rechnungen  dop- 
pell ausgeführt  sind. 

Die  Sonnenlängen  nach  den  Tafeln  von  Lalande ,  Carlini, 
Hansen  und  Olufsen,  und  Leverrier  stimmen  für  diese  Zeit  in-  - 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  an»  4.  Nov.  1878. 
1  ]  Die  Mondorter  aus  Hansens  Tafeln  hat  auch  Herr  F.  Anlon  in  Wien 
gerechnet  und  mir  milgetheilt. 
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nerhalb  2  Minuten  überein,  ich  führe  deshalb  hier  nur  die  Werthe 
nach  LalamtVs  um!  Levcrrier's  Tafeln  auf. 

Länge  der  Sonne 
33  n.  Chr.  nach  Lalande    nach  Leverrier 

April  3  2h  mittl.  Par.  Zt.  >  1°  28'  49"  1 1"  27'  9" 

4       „       „     ,  Sl  39  31  59 

6       .,        ,      ..  38   30  36  19 

Die  Mondorler  für  dieselben  Zeilen  sind : 
Länge  des  Mondes 
33  n.  Chr.      nach  Lalande    nach  Burckhardl   nach  Hansen 

April  3  2h  190°  51'    5"  190"  2t'  6"  191"    2'  18" 

4  491    51    32  194    14  93  192     2  50 

6  192  52     3  192  24  46  193     S  27 

Breite  des  Mondes 
33  n.  Chr.     nach  Lalande    nach  Burckhardl    nach  Hansen 

April  3  |h        —  0°  32'  35"        —  0°  31'  46"  —  0°  33'  29" 

4  0   38     7  0   37    17  0   39  2 

6  0   43   39  0   42   49  0   44  36 

Den  scheinbaren  Sonnenhalbinesser  nehme  ich  in  den  fol- 
genden Rechnungen  nach  Leverrier's  Tafeln  zu  15' .'*>:?",  die  Ae<jua- 
lorialhorizontalparallaxe  zu  9",  dieselben  Grossen  für  den  Mond 
zu  14'  51"  und  zu  54'  40".  12".  44"  an. 

Es  findet  sich  damit  die  Zeit  des  Vollmondes  nach  den  ver- 
schiedenen Mondtafeln  und  den  Leverrierschcn  Sonnentafeln 

33  n.  Chr.  April  3 

Lalamk-s  MontUafeln       3»'  17m8  mitll.  Par.  ZI. 
Burckhardt's  „  4  4  6.4      „       „  „ 

Hansens        „  2  53.6      „       .,  „ 

Die  ekliplischen  Tafeln  von  Hansen  geben  2h  561\6  .  also 
so  nahe  übereinstimmend,  als  man  nur  erwarten  kann. 

Herr  Newcomb  hat  jüngst  in  einem  besondern  Werkt" : 
»Researches  of  the  motion  of  the  moon«  Washington  1878,  die 
Genauigkeit  der  Hansen'schen  Mondlafeln  untersucht  und  ist  der 
Ansicht,  dass  die  von  Hansen  angenommene  säculare  Beschleu- 
nigung der  Mondbewegung  nicht  richtig  ist.  und  findet,  dass  an 
die  aus  Hansen's  Tafeln  gerechneten  Längen  lür  die  Zeit 

_  189  —20'  ±3' 

-f-  13  4  —  10'    ±  4'  als  Correction  anzubringen  ist. 

7» 
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Für  die  Zeil  33  u.  Chr.  würde  also  die  Verbesserung 

—  18' 

betrafen  und  dann  würde  die  Zeit  des  Vollmondes  nicht  2b  54m 
sondern  3h  33™  sein  ,  also  zwischen  den  Werthen  nach  Lalande 
und  Burckhardt  liegen. 

Nachdem  die  Opposition  des  Mondes  zur  Sonne  abgeleitet, 
ist  es  leicht,  Anfang  und  Ende  und  Grösse  der  Finsterniss  in 
Monddurchmesser,  sowie  die  Grenzen  der  Sichtbarkeil  zu  l>e- 
rechnen.  Ich  gebe  die  Daten  nach  Jcrusalemer  Zeit,  wobei  ich 
Jerusalem  zu  21'  1  l,n32*  östlich  von  Paris  und  in  -f  31 U7' Breite 
annehme. 

Es  lindel  sich,  wenn  man  die  Vergrösserung  des  Erdschat- 
tens durch  die  Atmosphäre  zu  '/ho  annimmt. 


Vi 
V) 

Anfang 
der 
Finsterni 

Ende 
der 
jFinsterni 

Grösse 

Mond  stand  imZenith 
Anfang   |  Ende 

Mondtafeln  von  Lalande 

3h  54»» 

0,63 

l 
133« 

'f  . 
—  50 

m« 

—  50 

„  Burckhardt 

4  56 

7  44 

0,57 

HS 

—  5 

98 

—  5 

„         „  Hansen 

3  49 

6  45 

0,63 

139 

—  5 

118 

—  5 

„         „    Ha usen   mit  der 

• 

Correetion  von  Newcoinb 

4  11 

7  0 

0,«i4 

149 

—  5 

108 

Vir 

-  5 

>.  ist  die  Länge  ostlich  von  Paris,  cp  die  Breite. 


Der  Mond  ging  in  Jerusalem  nahe  um  61'  I5m  auf  und  ging 
daher  nach  allen  Mondtafeln  verfinstert  auf.  Die  Finster- 
niss erreichte  ihr  Ende,  als  in  Jerusalem  die  Höhe  des  Mondes 
nach  Hansen  s  Tafeln  circa  2°, 

„  „     mit  Newcouib's  Correetion  circa  9°, 

„    Lalandes  Tafeln  circa  7°, 

„    Burckhardt's  Tafeln  circa  18°  betrug. 

Herr  Professor  Lutterbeck  hat  diese  Finsterniss  am  3.  April, 
einein  Freitage,  mit  der  in  der  Bibel  angegebenen  Finsterniss 
bei  dem  Tode  Christi  in  Verbindung  gebracht,  welcher  Hypothese 
ich  ganz  fern  stehe. 


Druck  von  Itroitkopf  &  Härtel  in  Leiimg. 
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Von  den  zwei  Preisfragen,  welche  die  Gesellschaft  für 
das  Jahr  1878  gestellt,  sind  nur  auf  die  eine,  welche  »eine 
Zusammenstellung  der  deutlich  nachweisbaren  slawischen  Na- 
men für  Ortschaften  des  jetzigen  deutschen  Reiches«  hervor- 
zurufen wünschte,  ltewerbungsschriften  eingegangen,  und 
zwar  fünf  an  Zahl. 

Eine  dieser  Abhandlungen,  die  unter  dem  Motto  »Et  pins 
est  patriae  facta  referre  labora  eingesendet  wurde,  behandelt 
»die  Niederlassungen  der  Sorben  oder  Wenden  auf  dem  lin- 
ken Ufer  der  Saale«,  also  ein  besonders  interessantes  Gebiet. 
Doch  zeigt  der  Verfasser  auf  dem  historischen  wie  auf  dem 
linguistischen  Felde  zu  wenig  selbständige  Forschung  und 
Sicherheit.  Auch  hätte  man  bei  dem  kleinen  Umfange  des 
Locals  eine  Bereicherung  des  Ortsnamensverzeichnisses  durch 
Flurnamen  und  ähnliches  erwartet. 

Eine  zweite  Schrift  mit  dem  Motto  »Patriae  amans«  be- 
spricht »die  slawischen  Ortsnamen  im  nordthüringischen 
Hassengau«.  Dieser  Verfasser  erwies  sich  zwar  auf  dem 
kleinen  Gaugebiete,  das  er  erwählt,  in  erfreulicher  Weise 
bekannt :  er  hat  aus  Flurbüchern  und  Flurkarten,  freilich  un- 
ter Hintanstellung  des  chronistischen  Materials ,  eine  grosse 
Menge  von  Dorf-  und  Flurnamen  mit  ihren  urkundlichen 
Formen  gesammelt  und  in  geschickter  Anordnung  ein  klares 
ethnographisches  Bild  entworfen,  auch  Trachten,  Sitten  und 
dergleichen  zu  verwerthen  gewusst.  Aber  die  sprachliche 
Hebandlung  der  Namen  zeigte  doch  deutlich,  dass  der  Verf. 
nach  dieser  Seite  hin  seiner  Aufgabe  nicht  gewachsen  war. 

Minder  noch  genügte  eine  dritte  Arbeit  mit  dem  Motto 
» On  ne  cueille  pas  des  roses  qui  soient  saus  epines«  über  die 
slawischen  Ortsnamen  beider  Mecklenburg.  Zwar  stützte  sich 
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die  Sammlung  der  Namen  meist  auf  die  vortrefflichen  Register 
zum  Mecklenburgischen  Urkundenbuche,  aber  sie  war  trotz- 
dem nicht  sorgsam  durchgeführt,  und  es  wurden  Namensfor- 
men aus  bedenklichen  Quellen  miteingemischt.  Auch  bei 
der  sprachlichen  Bearbeitung  der  Namen  erschien  der  von 
Miklosich  entlehnte  Weg  für  den  vorliegenden  Zweck  nicht 
praktisch . 

Eine  vierte  Abhandlung,  die  unter  dem  Motto  »Auxiliis 
veris  utj  sobrie  ac  commode«  eingesendet  wurde,  führt  den 
Titel  »Ueber  slawische  Ortsnamen  in  deutschen  Gebieten",  be- 
handelt aber  nur  Oberschlesien,  Neuvorpommem  mit  Rügen 
und  Mecklenburg.  Derjenige  Theil  dieser  sehr  umfangreichen 
und  fleissigen  Schrift,  der  Oberschlesien  betrifft,  zeigt  zwar 
die  grosse  Vertrautheit  des  Verf.  mit  dieser  Region,  doch 
konnte  der  Natur  der  Sache  nach  aus  den  oberschlesischen 
Ortsnamen  der  Wissenschaft  ein  erheblicher  Nutzen  nicht  er- 
wachsen. Der  Verf.  erscheint  in  Allem,  was  die  Ortsnamen- 
bildung angeht,  wohl  bewandert,  und  auch  seine  sprachliche 
Behandlung  der  Namen  würde  im  ganzen  zu  loben  sein.  Lei- 
der aber  scheint  ein  systematisches  Verfahren  auf  Grund  der 
älteren  und  urkundlich  zu  belegenden  Namensformen  seiner 
wissenschaftlichen  Natur  fern  gelegen  zu  haben,  überhaupt 
wohl  das  historische  Gebiet  seinen  bisherigen  Studien  ziem- 
lich fremd  geblieben  zu  sein. 

Die  mit  dem  Motto  Helmold's  »deficientibus  sensim  Slavis« 
uns  zugegangene  fünfte  Abhandlung  hat  »die  slawischen  An- 
siedelungen in  der  Altmark,  im  Braunschweigischen  und 
Magdeburgischen«  zum  Gegenstande.  Der  Verf.  ist  offenbar 
im  Besitze  der  vollen  Ausrüstung,  die  zu  einer  glücklichen 
Lösung  der  Frage  nothwendig  war,  vor  allem  einer  wissen- 
schaftlichen Kenntniss  der  slawischen  Sprachen.  Aber  er  weiss 
auch  die  historischen  Fragen  mit  Verständniss  und  Urtheil  zu 
erwägen.  Er  ist  nicht  nur  den  Ortsnamen,  auch  sonstigen 
slawischen  Sprachresten,  Sitten,  der  Bauart  der  Dörfer  u.  s.  w. 
nachgegangen,  um  die  Siedelung  und  Ausbreitung  der  Slawen 
in  jenen  Gegenden  festzustellen.  Er  hat  das  eigentliche  Ziel 
der  Preisfrage  am  richtigsten  gefasst  und  ist  zu  werthvollen 
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Resultaten  gelängt.  Die  Gesellschaft  trag  daher  kein  Beden- 
ken, ihm  den  vollen  Preis  zuzuerkennen.  —  Bei  Eröffnung 
des  versiegelten  Zettels  fand  sich  der  Name:  Dr.  Alexan- 
der Brückner,  Privatdocent  für  vergleichende  Grammatik 
der  slawischen  Sprachen  in  Lemberg  'Galizien). 


Für  die  Jahre  1S79  bis  ISS 2  sind  von  der  Gesellschaft 
folgende  Preisaufgaben  gestellt  worden : 

I.  Historisch- nationalökonomische  Section. 

1.  Für  das  Jahr  1879. 

Hei  der  grossen  und  für  die  jeweilig  erreichte  Entwicke- 
lungsstufe  der  ganzen  Volkswirtschaft  charakteristischen 
Bedeutung,  welche  die  Handelsmessen  besitzen ,  wünscht  die 
Gesellschaft 

eine  quellen  massige  Geschichte  der  Mes- 
sen in  einem  der  drei  grossen  deutschen 
Messplätze  (Leipzig,  Frankfurt  a/M.  oder 
Frankfurt  a/O.),  und  zwar  von  der  Mitte 
des  17.  Jahrhunderts  an  bis  zur  Gegen- 
wart. 

Preis  700  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1880. 

In  richtiger  Erkenntniss  der  culturhistorischen  Schlüsse, 
welche  sich  aus  der  Uebertragung  griechischer  Wörter  in  das 
Lateinische  ziehen  lassen,  sind  verschiedene  Versuche  gemacht, 
diese  Wörter  zu  sammeln  und  zu  verwerthen.  Da  aber  alles 
in  dieser  Beziehung  Geleistete  für  unvollständig  und  blos  vor- 
bereitend gelten  muss,  wünscht  die  Gesellschaft 

ein  mit  sorgfältigen  Nachweisen  versehe- 
nes alphabetisches  Verzeichniss  sämmt- 
licher,  aus  sicheren  Kriterien  erkennba- 
rer griechischen  Wörter  der  lateinischen 
Sprache  und  im  Anschhi6S  da  ran  eine  sach- 
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lieh  geordnete,  die*  Zeiten  wohl  unter- 
scheidende Darstellung  der  sich  daraus 
ergebenden  Einflüsse  griechi scher  Cultur 
auf  die  römische. 

Preis  700  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1851. 

Im  Andenken  an  die  Wünsche  und  Bestrebungen  ihres 
erlauchten  Stifters  und  in  Erinnerung  an  die  vortreffliche  Lö- 
sung, die  einst  die  Preisaufgabe  über  die  polnische  Geschicht- 
schreibung des  Mittelalters  durch  Herrn  Professor  Heinrich 
von  Zeissberg  gefunden,  wünscht  die  Gesellschaft, 

Regesten  der  polnischen  Könige  von  der 
Krönung  Przemyslaws  H.  (1295;  bis  zum 
Tode  König  Alexanders  (1506;, 

als  eine  unentbehrliche  Grundlage  für  die  Bearbeitung  der 
polnischen  Reich sgeschichte  dieses  Zeitraumes,  hervorzu- 
rufen, indem  sie  sich  die  Regesten  der  beiden  Sigismunde  für 
den  Fall  einer  glücklichen  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe 
als  Thema  für  eine ,  vielleicht  später  zu  stellende  vorbehält. 
Die  Art  der  Bearbeitung  der  Regesten  wird  sich  allerdings 
nach  der  Natur  des  Stoffes  richten  müssen.  Doch  verlangt  die 
Gesellschaft ,  dass  die  Ansprüche  der  heutigen  Wissenschaft 
in  Beziehung  auf  die  einleitungsweise  Besprechung  der  Kanz- 
leiverhältnisse ,  auf  die  Angabe  des  Inhalts  der  einzelnen  Ur- 
kunden, auf  die  Heranziehung  der  Schriftsteller  u.  s.  w.  mu- 
tatis  mutandis  in  ähnlicher  Weise  erfüllt  werden,  wie  dies 
etwa  in  der  Bearbeitung  der  Regesten  Kaiser  Karls  IV.  durch 
Huber  geschehen  ist.  Erforderlich  ist  vor  Allem  die  Samm- 
lung und  Sichtung  des  gedruckten  Materials,  so  erwünscht 
der  Gesellschaft  die  Herbeiziehung  neuen  Stoffes  aus  Archiven 
auch  sein  würde.  Am  zweckmässigsten  erscheint  der  Gesell- 
schaft der  Gebrauch  der  lateinischen  Sprache ;  doch  soll  auch 
der  deT  deutschen  Sprache  nicht  ausgeschlossen  sein ,  in  wel- 
chem Falle  die  Gesellschaft  ihr  Eigenthumsrecht  durch  Vor- 
behalt aller  Rechte  zu  schützen  suchen  würde.  Preis  700  Mark. 
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4.  Für  das  Jahr  18S2. 


In  der  vergleichenden  Grammatik  der  indogermanischen 
Sprachen  treten  gegenwärtig  die  Untersuchungen  üher  den 
Vocalismus  besonders  hervor  und  haben  bereits  wichtige  Re- 
sultate geliefert.  Dabei  sind  die  einzelnen  Familien  des  indo- 
germanischen Sprachstarames  nicht  gleichmässig  herangezo- 
gen worden,  namentlich  vermisst  man  eine  systematische  Be- 
handlung der  litauischen  und  slawischen  Sprachen  in  dieser 
Beziehung,  die  Gesellschaft  wünscht  daher  eine 

vergleichende  Darstellung  des  litaui- 
schen und  s  1  a  w  i  s c h  e n  V  o  ca  1  i  s  m u  s , 

und  erwartet  von  einer  solchen  Arbeit  zunächst,  dass  sie  das 
Verhältniss  des  litauischen  zum  slawischen  Vocalismus,  das 
noch  in  vielen  Punkten  unklar  ist,  festzustellen  suche,  dann 
aber  auch ,  dass  sie  den  litauisch-slawischen  Vocalismus  in 
Beziehung  setze  zu  den  Theorien  und  Problemen,  die  in  den 
neueren  Arbeiten  über  den  indogermanischen  Vocalismus 
überhaupt  niedergelegt  sind.  Preis  700  Mark. 

II.  Mathematisch -naturwissenschaftliche  Section. 

1.  Für  das  Jahr  1879. 

Durch  die  in  den  Abhandlungen  der  Kgl.  Sachs.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  von  W.  Hankel  veröffentlichten 
Untersuchungen  ist  nachgewiesen  worden ,  dass  die  Thermo- 
elektricität  nicht  nur  auf  den  hemimorphen  Krystallen  auf- 
tritt, sondern  eine  an  allen  Krystallen  wahrzunehmende 
Eigenschaft  ist,  soweit  deren  krystallinische  Structur  und 
materielle  Beschaffenheit  überhaupt  ein  Entstehen  und  An- 
häufen der  Elektricität  bis  zu  einer  durch  unsere  Instrumente 
nachweisbaren  Stärke  gestatten.  Die  erwähnten  Abhand- 
lungen umfassen  ausser  den  hemimorphen  Krystallen  des 
Boracites  und  Quarzes  die  symmetrisch  gebildeten  Krystalle 
des  Idokrases ,  Apophyllits ,  Kalkspathes ,  Berylls ,  Topases, 
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Schwerspathes ,  Aragonites,  Gypscs,  Diopsids,  Orthoklases, 
Albits  und  Periklins,  und  lehren  nicht  nur  die  Vertheilung 
der  Elektricität  auf  den  in  den  verschiedenen  Formen  voll- 
kommen ausgebildeten,  sondern  auch  auf  den  durch  An- 
wachsen und  sonstige  Hindernisse  in  ihrer  Entwickclung  ge- 
hemmten Individuen ,  sowie  auf  den  durch  Bruch  oder  An- 
schlagen der  Durchgänge  künstlich  erzeugten  Begrenzungs- 
flächen kennen.  Es  scheinen  nun  unter  allen  zwischen  der 
Wärme  und  der  Elektricität  beobachteten  Beziehungen  die 
thermoelektrischen  Erscheinungen  am  geeignetsten,  eine 
nähere  Kenntniss  des  Zusammenhanges  zwischen  den  ge- 
nannten beiden  Agentien  zu  ermöglichen ,  und  es  wird  daher 
von  der  Fürstlich  Jablonowski'  sehen  Gesellschaft  für  das 
Jahr  1879  als  Preisaufgabe  gestellt: 

Auf  streng  physikalische  Versuche  ge- 
stützter Nachweis  der  Entstehung  der  auf 
Krystallen  bei  steigender  und  sinken- 
der Temperatur  hervortretenden  Elektri- 
cität '1  hermoelektricität,  Pyroelektricität,  Krystall- 
elektricität  und  der  durch  Bildungshemm- 
nisse  oder  äussere  Verletzungen  der- 
selben in  der  normalen  Vertheilung  ent- 
stehenden Aenderungen. 

Preis  700  Mark. 

2.  Ebenfalls  für  das  Jahr  1S79. 

Die  hinterlassene  Abhandlung  H  a  n  s  e  n  's  »Ueber  die  Stö- 
rungen der  grossen  Planeten,  insbesondere  des  Jupiter«,  abge- 
druckt im  XI.  Bande  der  Abhandlungen  der  mathematisch- 
physischen Classe  der  Kgl.  Sächs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften, enthält  als  Anwendung  der  daselbst  gelehrten  Methode 
zur  Entwickclung  der  planetaren  Störungen  die  numerische 
Berechnung  derjenigen  Störungsglieder  in  der  Bewegung  des 
Jupiter,  welche  unter  der  Berücksichtigung  der  ersten  Glieder 
ihrer  analytischen  Entwickelung  abgeleitet  werden  können. 
Für  die  Berechnung  der  durch  den  Saturn  bewirkten  Störungen 
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der  Länge  und  des  Radiusvectors  dagegen  erscheint  die  ange- 
führte Methode  nicht  geeignet,  und  Hansen  verweist  in  dieser 
Beziehung  auf  seine  früheren  Arbeiten  aus  der  Störungstheorie, 
welche  die  erforderlichen  Vorschriften  enthalten.  Ein  grosser 
Theil  der  numerischen  Rechnungen  findet  sich  hereits  in  der 
im  Jahre  1830  von  der  Berliner  Akademie  gekrönten  Preis- 
schrift »Ueher  die  gegenseitigen  Störungen  des  Jupiters  und  Sa- 
turns«  ausgeführt.  Es  ist  jedoch  der  Theil  der  Rechnung, 
welcher  die  Glieder  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  die  Massen 
betrifft,  nicht  vollendet  worden.  Sofern  diese  Glieder  von 
Einfluss  werden  können  auf  die  vollständige  Berechnung  der 
Säcularändemngen ,  sowohl  in  Bezug  auf  die  Länge  und  den 
Radiusvector,  als  in  Bezug  auf  die  Breite,  sind  auch  die  in  der 
nachgelassenen  Abhandlung  Hansen's  enthaltenen  Werthe 
dieser  Säcularglieder  nicht  als  definitiv  anzusehen. 

In  den  letzten  Jahren  ist  die  Theorie  der  Jupitersbewe- 
gung durch  die  umfangreichen  Arbeiten  von  Leverrier  ihrem 
Abschlüsse  entgegengeführt  werden.  Da  jedoch  der  berühmte 
französische  Astronom  sich  wesentlich  anderer  Methoden,  wie 
Hansen,  bedient  hat,  so  bleibt  es  dringend  wünschenswerth 
und  von  hohem  wissenschaftlichen  Interesse,  dass  die  vollstän- 
dige Berechnung  der  Jupitersstörungen  auf  Grund  der  Han- 
sen'schen  Theorie  zu  Ende  geführt  werde.  Die  Gesellschaft 
stellt  daher 

die  ergänzende  Berechn  ung  der  vollstän- 
digen Jupiters  Störunge  n  nach  den  von 
Hansen  angegebenen  Methoden 

als  Preisaufgabe  für  den  Termin  des  30.  November  1&79.  Preis 
700  Kark. 

3.  Für  das  Jahr  1880. 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der 
letzten  Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmt- 
licher  Thiere  —  mit  Ausschluss  der  sog.  Protozoen  —  in  ähn- 
licher Weise  aus  einigen  wenigen  Keimblättern  sich  aufbaut, 
entsteht  die  Frage ,  ob  der  AntUeil ,  welchen  diese  Blätter  an 
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der  Entwickelung  der  einzelnen  Organe  und  Gewebe  nehmen, 
überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht ;  eine  Frage,  die  dann 
naturgemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt ,  ob  dieser  An- 
theil  durch  die  speeifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter 
oder  durch  gewisse  secundäre  Momente  (etwa  die  Lagenver- 
hältnisse der  späteren  Organe)  bedingt  sei.  In  Anbetracht  der 
grossen  Bedeutung,  welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen 
für  die  Auffassung  der  thierischen  Organisation  hat ,  wünscht 
die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegrün- 
dete Kritik  der  Lehre  von  der  Homologie 
der  Keimblätter. 

Preis  700  Mark. 

4.  Für  das  Jahr  1881 

wird  die,  ursprünglich  für  1877  gestellte,  in  diesem  Jahr  aber 
nicht  beantwortete  Freisfrage  wiederholt. 

Der  nach  E  n  c  k  e  benannte  und  von  diesem  Astronomen 
während  des  Zeitraumes  von  181 9 — 1848  sorgfältig  untersuchte 
Comet  I,  1819,  hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt, 
welche  zu  ihrer  Erklärung  auf  die  Hypothese  eines  wider- 
stehenden Mittels  geführt  haben.  Da  indessen  eine  genauere 
Untersuchung  der  Bahn  nur  über  einen  beschränkten  Theil 
des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobachtungen  seit 
1780  sich  erstrecken,  und  die  von  Asten'schen  Untersuchun- 
gen, wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
zu  keinem  definitiven  Resultate  geführt  haben,  so  ist  eine 
vollständige  Neubearbeitung  der  Bahn  des  Encke' sehen 
Cometen  um  so  mehr  wünschenswerth ,  als  die  bisher  unter- 
suchten Bewegungen  anderer  periodischen  Cometen  keinen 
analogen  widerstehenden  Einfluss  verrathen  haben.  Die  Ge- 
sellschaft wünscht  eine  solche  vollständige  Neubearbeitung 
herbeizuführen,  und  stellt  deshalb  die  Aufgabe: 

die  Bewegung  des  Encke'schen  Cometen 
mit  Berücksichtigung  aller  störenden 
Kräfte,  welche  von  Einfluss  sein  können, 
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vorläufig  wenigstens  innerhalb   des  seit 
dem  Jahre  1848  verflossenen  Zeitraums  zu 
untersuchen. 
Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält 
sich  die  Gesellschaft  vor,  eventuell  zum  Gegenstand  einer 
spätem  Preisbewerbung  zu  machen.  Preis  700  Mark. 

5.  Für  das  Jahr  1882. 

Für  manche  weniger  erforschte  Gebiete  der  Krystallogra- 
phie  hat  sich  das  Studium  der  durch  Einwirkung  von  Lösungs- 
und Corrosionsmitteln  auf  den  Krystallflächen  erzeugten  sog. 
Aetzüguren  in  hohem  Grade  erspriesslich  erwiesen.  Einer- 
seits ist  es  wünschenswerth,  die  zahlreichen,  in  dieser  Hin- 
sicht an  Mineralien  und  künstlichen  Krystallen  gemachten, 
und  in  sehr  verschiedenen  Zeitschriften  seit  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  mitgetheilten,  nur  lose  unter  einander  zu- 
sammenhängenden Untersuchungen  kritisch  zu  sammeln  und 
von  einem  bestimmten  wissenschaftlichen  Gesichtspunkt  aus 
zur  einheitlichen  Darstellung  zu  bringen,  insbesondere  aber 
auch  die  bisherigen  Ermittelungen  durch  weitere  neue  zu  ver- 
mehren und  zu  ergänzen,  wobei  noch  die  früher  weniger  erör- 
terten Fragen  Berücksichtigung  verdienen,  in  welcher  Weise 
die  Form  der  Aetzeindrücke  von  der  Natur  des  Aetzmittels 
und  von  der  Verschiedenartigkeit  der  Krystallflächen  abhängig 
ist,  ferner,  wie  sich  die  Aetzeindrücke  bei  isomorphen  Sub- 
stanzen verhalten.  Andererseits  ist  es  aber  von  noch  höherer 
Bedeutung,  wenn  solche  älteren  und  selbständigen  neuen 
Untersuchungen  dazu  verwerthet  werden,  durch  Entwickelung 
neuer  allgemein  gültiger  und  berechtigter  Sätze  unsere  Kennt- 
nisse von  den  Cohäsions-  und  Structurverhältnissen  der  Kry- 
stalle  zu  erweitern  und  die  Frage  zu  lösen,  ob  die  Aetzfiguren 
die  Form  der  den  Krystall  aufbauenden Molecüle  wiedergeben. 

Die  Gesellschaft  wünscht  daher 

eine  Zusammenstellung  unserer  bisheri- 
gen Kenntnisse  und  der  durch  selbstän- 
dige Untersuchungen  nach  den  angegebe- 
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nen  Richtungen  hin  neugewonnenen  Er- 
fahrungen über  die  Aetzfiguren  der  Kry- 
stalle,  ferner  eine  daraus  sich  ergebende 
Ableitung  allgemeiner  Sätze,  welche  für 
die  Auffassung  der  C oh äsions-  und  Str  uc- 
turverhältnisse,  sowie  der  Molecularbe- 
schaffenheit  der  Krystalle  von  Wichtig- 
keit sind. 
Preis  700  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind, 
wo  nicht  die  Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich 
den  Gebrauch  einer  andern  Sprache  gestattet,  in  deut- 
scher, lateinischer  oder  französischer  Sprache  zu 
verfassen ,  müssen  deutlich  geschrieben  und  pagin  irt, 
ferner  mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten 
Couvert  begleitet  sein ,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto 
der  Arbeit  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des 
Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem 
30,  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  für  das 
Jahr  1879  Prof.  der  deutschen  Sprache  und  Literatur  Dr. 
Friedrich  Zarncke  zu  richten.  Die  Resultate  der  Prü- 
fung der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leipzi- 
ger Zeitung  rm  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  be- 
kannt gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum 
deT  Gesellschaft. 


Dmck  von  Kreitkopf  und  Härte)  in  Leipzig. 
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Bd.  77  (1878),  Abth.  I,  Heft  1—5.  Ahth.  II,  Heft  1—5.  Abth.  III,  Heft 
1—5.  Bd.  78  (1878),  Abth.  I,  Heft  4-5.  Abth.  II,  Heft  4—5.  Abtb. 
III,  Heft  1—5.  Bd.  79  (1879),  Ablh.  II,  Heftl— 3.  Abth.  III,  Heft  1—5. 
Begister  VIII,  zu  Bd.  65-75.  Wien  1878.  79. 

Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  in  Wien.  Math.-phys.  Cl.  Jahrg. 
1879,  No.4.3.  5— 8.  4  0-26. 

Almanach  d.  Kaiserl.  Akad.  d.  Wiss.  Jahrg.  28  ;4878).  29  (1879).  Wien 
1878.  79. 

Archiv  für  Österreich.  Geschichte.  Heraus^,  v.  der  zur  Pflege  Vaterland. 
Geschichte  aufgestellten  Commission  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch. 
Bd.  56,  2.  Hälfte.  Bd.  57,  1.  u.  2.  Hälfte.  Wien  1878.  Bd.  58,  4. 
u.  i.  Hälfte.   Wien  4  879. 
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Fontes  reium  Auslriacarum.  Oesterreich.  Gcscbichtsqucllcn ,  herausg.  von 
der  histor.  Commission  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Ablli.  II. 
Diplomala  et  Acta.  Bd.  41,  1.  u.  2.  Hälfte.  Wien  4  879. 

Verhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrgang  4  878, 
No.  14-18.  Jahrg.  1879,  No.  1—18. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanslall.  Jahrg.  1878.  Bd.  XXVIII, 
No.  4.  Wien  4878.   Jahrg.  1879.  Bd.  XXIX,  No.  1—8.  Wien  4879. 

Abhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  VII,  Hell  5. 
Bd.  XII,  Heft  4.  Wien  4  879. 

Mittbeilungen  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  1878.  Bd.  21 
(N.  F.  Bd.  4  4).  Wien  4  878. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch- botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Jahrg.  4877  (Bd.  27).  4  878  (Bd.  28).  Wien  4878.  79. 

Brunner  von  Wattenwyl,  C. ,  iMonographio  der  Phaneropteriden. 
Herausg.  von  der  k.  k.*  zoologisch-botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Wien  4  878.* 

Jahresbericht  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  in 
Prag,  ausgegeben  am  9.  Mai  4  877,  am  4  0.  Mai  1878.  Prag  4  877.  78. 

Sitzungsberichte  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften 
in  Prag.  Jahrg.  4  878.  Prag  4  879. 

Abhandlungen  der  königl.  böhmischen  Gesellschaft  d.  Wissenschaften  in 
Prag.  5.  Folge,  Bd.  XV.  Prag  4866-75.  6.  Folge,  Bd.  IX.  Prag  4878. 

Astronomische,  magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der 
k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  im  J.  1878.  Jahrg.  39.  Hrsg.  von  L.  Horn- 
stein. Prag  4879. 

Jahresbericht  des  naturhistorischen  Vereins  Lolos  für  4  878.  (Jahrg.  28  der 
Zeitschrift  »Lotos«.}  Prag  4  878. 

Mittbeilungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  Heft  27.  Graz  4  879. 

Beitrage  zur  Kunde  steiermärkischer  Gesehiehtsquollcn.  llcrausgeg.  vom 
histor.  Vereine  für  Steiermark.  Jahrg.  46.  Graz  4879. 

Berichte  des  naturwiss.-medizin.  Vereines  in  Innsbruck.  Jahrg.  7  (4  876), 
lieft  1—3.  Jahrg.  8  (1877),  Heft  1—3.    Innsbruck  1877.  79. 

Zeitschrift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  u.  Vorarlberg.  8.  Folge.  Heft  22. 
Innsbruck  4  878. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologickago  Druztva.  Godina  I,  Br.  4—4.  ü  Zagrebu 
4879. 

Erdelyi  Muzcum.  Az  Erd.  Muzeum  egylet  tört.  szakosztalyänak  közlönye. 
Szcrkesti  Finäly  Henr.  VI.  evf.  (4  879),  sz.  8—4  0.  Kolozsvärt  d.J. 

Abhandlungen  der  philosoph.-philolog.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wis- 
sensch. Bd.  4  4  (in  d.  Reihe  d.  Denkschriften  d.  XLIX.  Bd.;,  Abth.  3. 
München  4878.  Bd.  45  (in  d.  Reihe  d.  Denkschriften  d.  LH.  Bd.), 
Abth.  4.  München  4  879. 

Abhandlungen  der  histor.  Gl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  14 
(in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  LI.  Bd.),  Abth.  2.  3.  München  4  878.  79. 

Abhandlungen  d.  mathemat.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wis- 
sensch. Bd.  4  3  (in  d.  Reihe  d.  Denkschriften  d.  XLV.  Bd.),  Abth.  2. 
München  4  879. 

Baeyer,  Adolf,  Uebcr  die  chemische  Synthese.  Festrede  gehalten  in  der 
öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  der  Wissensch,  am  25.  Juli  1878. 
München  1878. 
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Meyer,  Willi.,  lieber  Caldcrons  Sibylle  des  Orients.  Festrede  gehalten  in 
der  öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissenseb.  zur  Feier 
ihres  1*0  Stiflungslages  am  28.  Marz  1879.  München  1879. 

Sitzungsberichte  der  phiios.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wissenseb.  zu  München.  1878,  Bd.  8,  Heft  I— 3.  1879,  Heft  1—4. 
München  1878.  79. 

Sitzungsberichte  der  mathem-  physikal.  Cl.  der  k.  ba>er.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  1878,  Heft  4    1879,  Heft  1   2.  München  1878.  79. 

Zwanzigste  Plenar- Versammlung  der  histor.  Kommission  bei  der  k.  bayer. 
Akad.  d.  Wiss.   Bericht  des  Secretarials.  München  im  Od.  1879. 

Catalogus  codicum  manuscr.  Bibliothecae  Regiae  Mnnaeensis.  T.  IV,  P.  3 
{Catalogus  codicum  lat.,  T.  II,  F.  3).  T.  VIII,  P.  1  (Ma  ier,  JuL  Jos., 
Die  musikal.  Handschriften  der  k.  Huf-  u.  Staatsbibliothek  in  Mün- 
chen. Tb.  1;    München  1878.  79. 

Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  der  k.  Sternwarte  bei 
München.  Jahrg.  1878.  München  1879. 

Abhandlungen  der  Köuigl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Goltingcn. 
Bd.  XXIII,  v.  J.  1878.  Bd.  XXIV,  vom  J.  1879.  Göttingen  1878.  79. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusls-Universität  aus  d.  J.  1878.   Güttingen  1878. 

Neues  Lausitzisches  Magazin,  ftn  Auftrag  d.  Oberlausilz.  Gesellscb.  d. 
Wissensch,  hcrausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schonwälder.  Bd.  54, 
Heft  1.  «.  Bd.  55,  Heft  1.  Görlitz  1878. 

Zeitschrift  des  k.  sachsischen  statistischen  Bureaus.  Redig  v.  V.  Böh  inert. 
Jahrg.  XXIV  (1878),  Heft  3.  4.  Jahrg.  XXV  (1879,,  Heft  1.  2. 
Dresden  1879. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  Xlll,  Heft  3.  4.  Jahrg. 
XIV,  Heft  1—3.  Leipzig  1S78.  79. 

Auwers,  A.,  Fundamental-Calalog  für  die  Zonen-Beobachtungen  am  nörd- 
lichen Himmel.  Hrsg.  im  Auftrag  d.  Zonen-Commission  der  Astro- 
nomischen Gesellschaft.  Publieation  der  Astronom.  Gesellschaft  XIV. 
Leipzig  1879. 

Hartwig,  Ernst,  Untersuchungen  über  die  Durchmesser  der  Planeten 
Venus  und  Mars,  nach  Heliomelcrmessungen  auf  der  provisor.  Stern- 
warte zu  Strassburg.  Publieation  der  Astronom.  Gesellschaft  XV. 
Leipzig  1879. 

Codex  diplomaticus  Saxoniae  Regiae.  Im  Auftrag  der  kgl.  Siichs.  Staats- 
regicrung  herausg.  von  0.  Posse  und  H.  Ermisch.  II.  Hauptlheil, 
Bd.  6  (Urkundenbuch  der  Stadt  Chemnitz  uud  ihrer  Klöster.  Herausg. 
von  H.  Ermisch}.  Bd.  11  (Urkundenbuch  der  Universität  Leipzig 
von  1409—1555.  Herausg.  von  B.  Stübel).  Leipzig  1879. 

Kgl.  Sachs.  Polytechnicum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.  d. 
Sludienjahr,  bezieh.  Wintersemester  1878/79,  enthalt,  d.  Verzeich- 
niss  d.  Vorlesungen  f.  d.  Sommersem.  1879.  —  Programm  f.  d. 
Studienjahr,  bezieh.  Wintersemester  1879/80. —  Prüfungsordnung 
f.  Candidatcn  des  höh.  Lehramtes  d.  technischen  u.  mathem. -phvsik. 
Richtung  am  kgl.  Polytechnicum  Dresden.  Dresden  1879. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur-  u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sept. 
1877  — Aug.  1878.  Loipz.  1879.  Sept.  1878— Mai  1879.  Dresden  1879. 

Zuwachs  der  Grosshcrzogl.  Bibliothek  zu  Weimar  in  d.  Jahren  1877  u.  1878. 
Weimar  1879. 

Zeilschrift  f.  d.  gesammten  Naturwissenschaften,  redig.  von  CG.  Giebel. 
Dritte  Folge.  1878.  Bd.  3.    Berlin  1878. 
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Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  XI, 
No.  16—18.  Jahrg.  XII,  No.  1  —  1».  Berlin  1878.  79. 

Roberl,  Carl,  Thanatos.  XXXIX.  Programm  z.  Winckelmannsfeste  der 
archaeologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Berlin  1879. 

Sechsundfünfzigster  Jahresbericht  der  Schlcsischcn  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Cultur.  Enthalt  den  Gcneralbericht  über  die  Arbeiten 
und  Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  1878.  Breslau  1879. 

Statut  der  Schlcsischcn  Gesellschaft  für  vaterländische  Cultur.  Breslau  1879. 

General-Sachregister  der  in  den  Schriften  der  Schles.  Gcsellsch.  f.  Vaterland. 

Cultur  von  1804  —  1876  incl.  enthaltenen  Aufsätze,  geordnet  in 

aiphabet.  Folge.  Breslau  1878. 
Abhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  XIV,  lieft 

1—3.  Halle  1878.  79. 

Festschrift  zur  Feier  des  100  jährigen  Bestehens  der  Naturforschenden  Ge- 
sellschaft zu  Halle.  Halle  1879. 

Bericht  über  die  Sitzungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle 

i.  J.  1877.  1878.  Halle  18-78.  79. 
Leopoldina.  Amtliches  Organ  der  kais.-leopoldiniseh-earolinisch-deutschen 

Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XIV,  No.  9—24.  Heft  XV,  No.  1—8. 

13—24.  Dresden,  Hglle  1878.  79. 

Schriften  der  Universität  zu  Kiel  aus  d.  J.  1878.  Bd.  XXV.    Kiel  1879. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  1878,  Heft  2—12.  Jahrfr  1879,  Heft  1,— 7.  Berlin  1878.  79. 

Mitteilungen  aus  der  Kommission  zur  wissenschaftlichen  Untersuchung  der 
deutschen  Meere  in  Kiel.  1.  (Meyer,  H.A.,  Biologische  Beobachtun- 
gen bei  künstlicher  Aufzucht  des  Herings  der  wcstl.  Ostsee).  Berlin 
1878. 

Verhandlungen  des  Vereins  für  naturwissenschaftliche  Unterhaltung  zu 
Hamburg.  1876.  Bd.  3.  Hamburg  1878. 

Jahresbericht  der  naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover.  25  (für  d. 
Geschäftsjahr  1874—75).  26  (für  d.  Geschäftsj.  1875—76).  27.  28 
(für  die  Geschäftsj.  1876—78).  Hannover  187«— 78. 

Jahresbericht  des  physikal.  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  für  das  Rechnungs- 
jahr 1877—1878.  Fraukfurt  a.  M.  1879. 

Sitzungsberichte  der  physikel.-medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft  10 
(Nov.  1877  —  Aug.  1878).  Erlangen  1878. 

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Bd.  1—21.  23.  25.    Nürnberg  1858—78. 

Katalog  der  im  Germanischen  Museum  befindlichen  Bautheilc  u.  Baumate- 
rialien aus  älterer  Zeit.  Nürnberg  1868. 

Katalog  der  im  Germanischen  Museum  befindlichen  Gewebe  u.  Stickereien, 
Nadelarbeilen  u.  Spilzenen  aus  älterer  Zeit.  Nürnberg  1869. 

Katalog  der  im  Germanischen  Museum  befindlichen  kirchlichen  Einrich- 
tungsgegenstände und  Gerätschaften  (Originale).  Nürnberg  1871. 

Verhandlungen  der  physikal.-medicin.  Gesellsch.  in  Würzburg.  Neue  Folge. 
Bd.  XIII,  Heft  1—4.  Würzburg  1879. 

XXXHI.,  XXXIV.  u.XXXV.  Jahresbericht  der  Pollichia,  eines  naturwissen- 
schaftl.  Vereins  der  Rheinpfalz.  Dürkheim  a.  d.  Haardt  1875.  77. 

Vicrteljahrshcfte  für  Württembergische  Geschichte  u.  Altcrthumskunde. 
Herausg.  von  d.  Kgl.  Stalist.-topogr.  Bureau.  Jahrg.  1878,  Heft  1—4. 
Stuttg.  1878. 
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Verhandlungen  des  nalurhislor.-mediciu.  Vereins  zu  Heidelberg.  Neue 
Folge.  Bd.  II,  Hefts.  4.   Heidelberg  1879. 

Astronomische  Beobachtungen  auf  der  Grossherz.  Sternwarte  zu  Mannheim, 
angestellt  u.  herausg.  von  W.  V nlen  tiner.  Abth.3.  Micromelrische 
Ausmessung  von  Sternhaufen.  Karlsruhe  4  879. 

R.  Barry's  Fixsternbeobachtungen  auf  derGrossherz.  Sternwarte  zu  Mann- 
heim, berechnet  u.  herausg.  von  W.  V  a  1  e  n  t  i  n  e  r.  I.  Beobachtun- 
gen am  Passageninstrument  im  J.  1805.  (Scp.-Abdr.  aus  d.  44.  42. 
u.  43.  Jahresbericht  des  Mannheimer  Vereins  für  Naturkunde.)  Mann- 
heim 1878. 

Achtzehnter  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heil- 
kunde. Gicssen  1879. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bex. 
60.  Jahresversammlung.  Lausanne  1878. 

Schonberg,  Gust.,  Finanzverhaltnisse  der  Stadt  Basel  im  XIV.  u.  XV. 
Jahrhunderl.  Tübingen  1879. 

.Mittheilungen  der  nalurforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  1877. 
No.  923—936.  Bern  4878. 

Vierteljahrsschrift  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg. 
XXIII,  Heft  1—4.    Zürich  1878.  * 

Jahresbericht  der  naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  Neue  F. 
Jahrg.  XXI  (Vereinsjahr  1876—77).    Chur  1878. 

Congres  pdriodiquc  international  des^ciences  mödicales.  6.  Session,  1879. 
Amslerdam,  du  f.  au  13.  sept.  (Programm). 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Welenschappen.  Afdeel.  Natuurkunde. 
Deel  XVII I.  Amsterdam  1879. 

Verslagen  en  Medcdeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. II.  Reeks.  Deel  7.  Amsterdam  1878.  —  Afd  Natuurkunde. 
II.  Reeks.  Deel  12.  13.   Amsterdam  1878. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amslerdam,  voor 
1877.  Amslerdam  1877. 

Processen -Verbaal  van  de  gewone  Vcrgaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. le  Amsterdam.  Afd.  Natuurkunde.  Mei  1877— April  1878. 

Pavesi.Fr.,  De  Insubrum  agricolarum  in  transatlanticas  regiones  demi- 
gratione  idyllia,  praemio  ornata  Hoeuirtiano.  Accedunl  duo  carmina 
laudata.  Amslelod.  1878. 

Programma  certaminis  poetici  ab  Atademia  Regia  diseiplinarum  Neer- 
landica  ex  legato  Hoeufftiano  indicti  in  annum  1879. 

Verslag  van  den  Staat  der  Sterrenwacht  te  Leiden,  uitgebr.  door  H.  G.  van 
de  Sande  Bakhuyzen.  Amsterdam  1879. 

Nederlandsch  Kruidkundig  Archief.  Verslagcn  en  Mededeel.  d.  Nederl. 
Botanische  Vereeniging.  Tweede  Serie.  Deel  III,  Sluk  I.  2.  Nijme- 
gen  1877.79. 

Onderzoekingen  gedaan  in  hei  physiologisch  Laboratorium  der  Utrechtsche 
Hoogeschool.  Uitgeg.  door  F.  C.  Donders  en  Th.  W.  Engel- 
mann.  Derde  Reeks.   V,  Afl.  2.   Utrecht  1878. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Societe  des  arts  et  dos  sciences 
.    etablie  ä  Utrecht.  1879. 

Dornbusch,  J.  B.,  Abhandlung  über  das  sogen.  »Flandrische  Steingut« 
des  XVI.  u.  XVII.  Jahrb.  Eine  von  d.  Utrecht.  Gesellsch.  f.  Kunst  u. 
Wissensch,  gekrönte  Preisschrift.  Utrecht  1878. 
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Miller,  Sam.  Henry,  Prize  Essay  011  Evaporation.  Publ.  by  the  Utrecht 
Soc.  l'or  arts  and  sciences.  Utrecht  4  878. 

Enklaar,  J.  Ii.,  Vcrhandcling  over  de  verdamping  van  walcr  van  onder- 
scheidcnc  grondeo  onder  vcrscliillende  omslandigheden.  Uit^.  door 
hei  Utrechtscbe  Genootsch.  van  kunslcn  en  wetensch.  Utrecht  4  878. 

Aanteekeningeu  van  hei  verhandelde  in  de  scclie-vergadcringcn  van  het 
Provine.  Ulrec-h  Ische  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.,  tcr  gclegenhcid 
van  de  algem.  vergadering  gehouden  in  het  jnar  1877.  1878.  Utrecht 
1877.  78. 

Verslag  van  bei  verhandelde  in  de  algcm.  vcrgaderingen  van  het  Provloc. 
Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet. ,  gehouden  d.  26.  juni 
1877,  d.  25.  juni  1878.  Utrecht  1877.  78. 

19.  jaarlijksch  Verslag  hetrekkelijk  de  verpleging  en  liet  onderwijs  in  het 
Nederlandsch  Gasthuis  voor  ooglieders,  uitgebracht  in  mei  1878 
door  F.  C.  Donders.  Met  het  15.  nummer  der  wetenschappel. 
bijhladen   Utrecht  1878. 

Nederlandsch  meteorologisch  Jaarbock  voor  1872  (Jaarg.  XXIV  ,  Deel  2.  1873 
(Jaarg  XXV),  Deel  2.  1876  (Jaarg.  XXVIII),  Deel  1.  1877  (Jaarg. 
XXIX),  Deel  1.  Utrecht  1877.  78. 

Natuurkundige  Verhandclingen  van  de  Hollandscho  Maalschappij  der  \ve- 
tenschappen,  te  Haarlcm.  3.  Verzamcling.  Deel  III.  Haarlem  1878. 

Archives  necrlandaiscs  des  sciences  exaetes  et  naturelles,  puhliees  par 
la  Soeiete  llollandaise  des  sciences  ä  Harlem.  T.  XIII,  livr.  4.  5. 
T.  XIV.  livr.  1.  2.  Harlem  1878.  79. 

»nellcn,  Le  lelemöteorographc  d'Olland.  (Extr.  |d.  Archives  neerland., 
T.  XIV).  Harlem  1879. 

Programme  de  la  Socicte  Hollandaise  des  sciences,  ä  Haarlem.  Annee1879. 

Archives  du  Müsec  Teyler.  Vol.  IV,  fasc.  2—4.  Harlem  1878. 

Publicalions  de  l'lnstitut  H.  Grand-Ducal  de  Luxembourg.  Seclion  des 
sciences  naturelles.  T.  XVII.  Luxembourg  1879. 

Congres  inlernational  des  Amcricanistes.  3.  Session.  Bruxclles  du  23.  au 
26.  sept.  1879.  (Programm;. 

Annuaire  de  l'Academie  des  sciences,  des  leltres  et  des  bcaux-arts  de  Bel- 
gique. 1877  (Annee  XL111).  1878  (Annee  XUV).  Bruxelles  1877.78. 

Bulletins  de  l'Academie  R.  des  sciences ,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  Annee  XLV  (1876).  2.  Ser.  T.  41.42.  Annee  XLV1  (1877). 
2.  Ser.  T.  43.44.  Annee  XLVII  (1878).  2.  Ser.  T.  45.  Bruxelles 
1876—78. 

Memoires  de  l'Academie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  T.  42.  Bruxelles  1878. 

Memoires  couronnes  et  autres  Mömoires  publ.  p.  rAcademie  R.  des  sciences, 
des  leltres  et  dos  beaux-arts  de  Belgique.  Collection  in-8<>.  T.  27.  28. 
Bruxelles  1877.  78. 

Memoires  couronnes  et  Memoires  des  savants  etrangers,  publ.  p.  l'Academie 
R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  bcaux-arts  de  Belgique.  T.  40. 
Bruxelles  1876.  T.  41.  42.  Bruxelles  1878. 

Namur.A.,  Tables  de  logarithmes  ä  12  decimales  'jusqu'ä  434  milliards, 
preced.  d'unc  introduetion  theorique  p.  P.  Mansion  Publ.  p.  l'Aca- 
demio  R.  de  Belgique.    Bruxelles  1877. 

Annuaire  de  l'Observatoire  Royal  de  Bruxclles.  1878  (Annee  XLVj. 
1879  (Annee  XLVI).  Bruxellos  1877.  78. 
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Annales  de  l'Observatoire  Royal  de  Bruxelles.  Nouv.  Serie.  Aslron.  T.  I. 
Bruxelles  1878.    Annales  astronomiqties,  T.  II.  Bruxelles  1879. 

Catalogue  des  ouvrages  d'astronomic  et  de  mctcorologie  qui  se  trouvcnt  dans 
les  principales  bibliotMqucs  de  la  Belgique.  Bruxelles  1878. 

Obsei  vations  mcteorologiques  faites  aux  slations  internal,  de  la  Belgique  et 
des  Pays-Bas,  sous  la  direclion  de  J.  C.  Ho  uze  au  et  C.  H.  D. 
Buiys- Ballet.  Annec  I  (1877).  Bruxelles  1878. 

Annales  de  la  Soeietc  entomologiquc  de  Belgique.  T.  XXI.  Bruxelles  1878. 

Complcs-rendusdelaSociele  entomologiquc  de  Belgique.  Ser.  II.  No.58— 68. 

Annales  de  l'Aoademie  d'arcböologio  de  Belgique.  T.  XXI— XXX  (=2. Ser., 
T.  I— X).  Anvers  1865—7*.  T.  XXXI— XXXIV  (=3.  Ser.  T.  1—1  V). 
Anvers  1875—78. 

Aeademie  d'archeologie  de  Belgique.  Bulletin  1  (2.  Ser.  des  Annales),  Fase. 
1 — IS.  Anvers  1868—77.  Bulletin  11  (3.  Ser.  des  Annales),  Fase. 
1 — 3.  Anvers  1875—77.  Bulletin  (3.  Ser.  des  Annales),  Seconde 
Partie,  L  Anvers  1 879., 

Aeademie  d'archeologie  de  Belgique.  Programme  du  Concours  de  187». 
1879.  80. 

Grandgaignage,  Edm.,  Histoire  du  peage  de  l'Escaul  (Extr.  d.  Annales 
de  l'Acad.  d'archcol.  de  Belgique].  Anvers  1868. 

Bullettino  dell'  Instituto  di  corrispondenza  archeologica  per  l'anuo  1878, 
No.  12  (und  Elcnco  de'  partieipanti  alla  tine  dell'  anno  1878). 
1879,  No.  1—11.  Roma  1879. 

Rossi,  Giov.  Batt.  de',  Piante  iconogratichc  e  prospclticbe  di  Roma  aifc- 
tcriori  al  secolo  XVI.,  raecolte  e  dichiarate.  (Text  und  Tafeln). 
Roma  1879. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXV  (1877—78).  Serie  III. 
Memorie  della  classe  di  scienze  fisichc,  matetn.  e  naturali,  Vol.  2, 
Disp.  1.  2.  Roma  1878.  —  Memorie  della  classe  di  scienze  morali, 
storiehe  c  filologiebe.  Vol.  2.  Roma  1878.  —  Anno  CCLXXVI  (1878 
—79).  Ser.  III.  Transunti.  Vol.  3,  Fase,  i— 7.  Roma  1879. 

Memorie  dei  R.  Istituto  Lombarde  di  scienze  o  letlere.   Classe  di  leltere 
e  scienze  morali  c  politiche.   Vol.  XIII  'Ser.  III,  Vol.  IV),  Fase.  *. 
Milano  1878.  —  Classe  di  scienze  matematiche  e  naturali.  Vol.  XIV. 
Serie  HI,  Vol.  V),  Fase.  2.  Milano  1879. 

R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  c  lettere.  Rendiconti.  Serie  U.  Vol.  XI. 
Milano  1878. 

Statuta  communitatis  Novariac  anno  MCCLXXVII  lata.  Collcgit  et  notis 
auxit  Ant.  Ceruti.  Novariae  1879. 

Atti  dell'  Accademia  R.  dellc  scienze  di  Torino.  Vol.  XIV,  Disp.  1 — 7. 
Torino  1878.  79. 

Memorie  della  R.  Accademia  dollc  scienze  di  Torino.  Serie  II.  T.  XXX. 
XXXI.  Torino  1878.  79. 

Bollettino  meteorologico  ed  astronomico  doli'  Osscrvatorio  della  Reg. 
Universita  di  Torino.  Anno  XIII  (1878),  Parte  meteorologica. 
Torino  1879. 

Bullettino  della  Socictä  di  scienze  naturali  ed  economichc  di  Palermo. 
No.  9—14.  (1879). 

Giornalc  «Ii  scienze  naturali  ed  economiche,  pubbl.  p.  cum  della  Sociola 
di  scienze  naturali  cd  cconom.  di  Palermo.  Anno  1878  (Vol.  XIII K 
Anno  1879  (Vol.  XIV).    Palermo  1878.  79. 
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Atti  della  Societö  Toseana  di  scienze  nuturaii  residente  in  Pisa.  Vol.  IV, 
Fase.  1.  Pisa  1879. 

Processi  verbali  della  SocieUl  Toscana  di  scienze  natural!.  Adunanza  del 

10.  nov.  1878,  12.  genn.,  9.  marzo,  11.  maggio,  6.  giuglio,  9.  nov. 
1879. 

Philosophical  Transacliuns  of  the  R.  Society  of  London.  For  tlie  year  1877. 
Vol.  167,  P.  2.  London  1878.  Vol.  168  (Extra  Volume).  London 
1879.  For  the  vcar  1878.  Vol.  169,  P.  1.2.  London  1878.  79.  — 
The  R.  Society"  30«' Nov.  1878  (London  1879). 

Proceedings  of  the  R.  Sociely  of  London.  Vol.  XXVI,  No.  184.  XXVII, 
No.  185—189.  XXV11I,  No.  190— 196.  XXIX,  No.  196.  London 
1878.  79. 

Catalogue  of  scientific  papers  (1864 — 73).    Compiled  by  tüe  R.  Society 

of  London.  Vol.  VIII.    London  1879. 
Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britain.  Vol.  Vlll,  P.  V.  No.  68. 

P.  VI.  No.  69.    London  1878.  79. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  conlaining  its  Transactions  and 
Proceedings.  Vol.  II,  No.  2 — 7.   London  and  Edinburgh  1879. 

A  Catalogue  of  the  Greek  coins  iir  the  British  Museum.  Macedonia  etc. 
by  Barclay  V.  Ho  ad.  Edilcd  bv  Reg.  Stuart  Poole.  Wilh  map. 
London  1879. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  III,  P.  3—6» 
Cambridge  1878.  79. 

Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  XII,  P.  3. 
Cambridge  1879. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Session  1878—79.  Vol.  IX, 
No.  100. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  XXVIII,  P.  2.  Kor 
the  Session  1877 — 78. 

Proceedings  of  the  Litorary  and  Philosophical  Society  of  Liverpool  during 
the  67*h  Session,  1877—78.  No.  32.  London  and  Liverpool  1878. 

Proceedings  of  the  R.  lrish  Academy.  Ser.  II.  Vol.  I,  No.  12.  13.  Vol.  II, 
No.  7.  Vol.  Hl,  No.  1—3.  Dublin  1877—79. 

The  Transactions  of  the  R.  lrish  Academy.  Vol.  XXVI.  Science.  No.  6 — 21. 
Dublin  1876-79.  Vol.  XXVII.  Polite  liier,  and  antiquities.  No.  1-3. 
Dublin  1877.  79. 

Journal  of  the  R.  Geological  Society  of  Ircland.  Vol.  XV  (N.  S.  Vol.  V), 
P.  t.  1877—78.  P.  2.  1878—79.  London,  Duhlin,  Edinburgh  1878.79. 

Nouvelles  Archives  du  Mussum  d'histoirc  naturelle.  IL  Serie.  T.  I,  Fase. 
1.  2.  Paris  1878. 

Museum  d'histoire  naturelle.  Rapports  annuels  de  MM.  les  professeurs  et 
chofs  de  Service.    1878.  Paris  1879. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Proces-verbaux  des  seances 
de  1878.    Paris  1879. 

Memoircs  de  la  Societö  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 

11.  S6rie.  T.  III,  Cah.  1.  2.  Paris  1878.  79. 

Memoiros  de  la  Societe  Nationale  des  sciences  naturolles  de  Chcrbourg. 
T.  XXI  (III.  Serie.  T.  I).  Paris  et  Chcrbourg  1877-78. 

Catalogue  de  la  hihliotheque  de  la  Societe  Nationale  des  sciences  nalu- 
relles  de  Chcrbourg,  red.  p.  A.  Le  Jolis.  II.  Partio ,  Livr.  2. 
Chcrbourg  1878. 
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Aeademie  des  scicnccs  el  lettres  de  Montpellier.  Menioires  de  In  section 
des  lettres.  T.  VI  (Ann6e  1877],  rase.  3.  Montpellier  1878.  — 
—  Memoires  de  la  section  des  sciences.  Tome  IX  (Annees  1877/78), 
Faso.  2.   Montpellier  4  879. 

Oversigl  over  det  Kong.  Danskc  Videnskabernes  Selskabs  Korhandlinger  og 
dets  Medlemmcrs  Arbcjder  i  aaret  4  878,  No.  1.  1879,  No.  1.  2. 
Kjebeobavn. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skriftcr.  5.  R»kkc.  Nalurvid. 
og  mathemat.  Afd.  Bd.  XI,  No.  5.  Bd.  XII,  No.  3.  4.  Kj»ben- 
havn  1878.  79. 

Jacobson,  J.  C,  et  T.  Rothe,  Dcscriplion  des  Serres  du  Jardin  bo- 
lanique  de  l'Universilc  de  Copenhoguc.  Publ.  ä  l'occasion  du  IV. 
centenaire  de  I'Universilö  en  juin  1879.  Copenhaguc  1879. 

Apercu  sur  l'organisation  de  PUnivcrsitc  de  Copenhaguc.  Copenhaguc  1878. 

Matzen,  Hcnn.,  Kjebenhavns  Univcrsilets  Retshistorie  1479— 1879.  Efter 
Konsistoriums  opfordering  udarbcilet.  Del  1.  2.  Kjtmenhavu  1879. 

Bulletin  metcorologique  mensuel  de  l'Observatoire  de  l'Universitc  d'L'psal. 
Vol.  X  (1878).  XI  (1879),  No.  1—6.  Upsal  1878.  79. 

Acta  Univcrsitalis  Lundensis.  Lunds  Universitets  Ars-Skrift.  Tom.  XII 
(1875—76),  Afd.  1.  2.  T.  XIII  (1876— 77),  Afd.  1—3.  T.  XIV  (1877 
—78),  Afd.  1.  2.    Lund  1875—78. 

Lunds  Univcrsilets -Biblioteks  Accessions- Katalog.  1876.  77.  78.  Lund 
1877—79. 

Commentationcs  quas  in  memoriam  soltcnnium  secularium  ante  d.  III. 
Non.  Oct.  MDCCCLXXV1II  edidit  Societas  Physiographorum  Lun- 
densis. Lund  1878. 

Jensen,  Olaf  S.,  Turbellaria  ad  litora  Norvcgiae  occidentalia.  Turbellarier 
ved  Norges  vestkyst.  Tilkjendl  Borgens  Prisbelenning.  Bergen  1878. 

Korhandlinger  i  Videnskahs- Selskabet  i  Christiania.  Aar  1876.  77.  78. 
Christiania  1877  -79. 

Register  til  Christiania  Vidcnskabsselskabs  Forhandlinger  1868— 77.  Chri- 
stiania 1879. 

Fortcgnelse  over  Separat-altryk  af  Christiania  Vedenskabs-Selskabs  For- 
handlingor.   Christiania  1878. 

Det  Kongclige  Norske  Frederiks  Univcrsitcts  Aarsberetning  for  aaret  1876. 
1877.    Christiania  1877.  78. 

Festskrift  Iii  det  Kong.  Univcrsitet  ved  dets  Jubilaeum  i  Sept.  1877  fra 
det  Kong.  Frcdhks  Univcrsitet  i  Christiania.   Christiania  1877. 

Unger,  C.  R.,  Heilagra  Manna  Sögur.  ForUellingcr  og  legender  om  hellige 
miend  og  kvinder.  II.  (Univers. -Program  for  I.  semester  1877.) 
Christiania  1877. 

Sars,  G.  0.,  Bidrag  til  kundskaben  om  Norges  arkliske  Fauna.  I.  Mol- 
lusca regionis  areticae  Norvcgiae.  Ovcrsigt  over  de  i  Norges  ark- 
liske region  forekornmende  Bteddyr.  (Univcrs.-Program  for  1.  halv- 
aar  1878.)  Christiania  1878. 

Holst,  Elling,  Om  Poncelets  betydning  for  geomclrien.  (Udg.  som 
Univors.-Program  for  I.  halvaar  1879  ved  Sophus  Lie.)  Christia- 
nia 1878. 

Beretning  om  Bodsfcengslets  virksomhed  i  aaret  4  876  77.  Christiania 
1877.  78. 
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Nvt  Magazin  for  naturvidenskaberne.    Udg.  ved  Th.  Kjerulf,   D.  C. 

Danielsscn  etc.  Bind  23  (=11.  K.,  Bind  3),  Heft  1—4.  Bind  44, 

Heft  1—4.    Christiania  1 877.  78. 
Norske  Rigsregistranter,  tildeeis  i  uddrag.  Bind  6,  Hcfte2  (1631—34).  Bind  7, 

Hefte  1  (1635-37).    Christiania  1877. 

Tromse  Museums  Aarshefter.  I.  Tromse  1878. 

Memoircs  de  l'Acadömie  Imperiale  des  sciences  de  St.-P6lersbourg. 
VII«  Serie.  T.  XXV,  No.  5—9.  T.  XXVI,  No.  1—11.  St.-Pelers- 
bourg  1877—79. 

Bulletin  de  l'Acad.  Impör.  des  sciences  de  St. -Pelersbourg.  T.  XXV, 
No.  3— 5.   St. -Pelersbourg  1879. 

Compte-rendu  de  la  Commission  Imperiale  Archeologique  pour  l'annee 
1876.  Avec  un  atlas.    St.- Pelersbourg  1879.  4 

Acta  Horli  Petropolitani.  T.V,  Fasc.2.  T.  VI,  Fasc.1.  St.-Peter.sburg1878.  79. 
Annalen  d.  physikalischen  Cenlralobservatoriums,  herausgeg.  von  H.Wi  hl. 

Jahrg.  1877.  St. -Petersburg  1878. 
Jahresbericht  am  20.  Mai  1878  dem  Comile  der  Nioolai-Hauplsternwarte 

abgestattet  vom  Dircclor  der  Sternwarte.  (Aus  d.  Russ.  übersetzt.) 

St. -Petersburg  1878. 

Repertorium  für  Meteorologie,  herausg.  v.  der  Kais.  Akademie  der  Wis- 
senschaften. Redig.  v.  H.  Wild.  Bd.  VI,  Heft  1.  2.  St.- Peters- 
burg 1878.  79. 

Annales  de  l'Observaloire  de  Moscou.  Vol.  IV,  Livr.  1.  2.  Vol.  V,  Livr. 
1.  2.    Moscou  1878.  79. 

Bulletin  de  la  Societö  Imper.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annäe  1877, 
No.  4.   1878,  No.  2.  3.  4.  Annee  1879,  No.  1.    Moscou  1877—79. 

Nouveaux  Memoires  de  la  Sociele  Imper.  des  Naturalistes  de  Moscou. 
T.  XIV  (=  T.  XX  de  la  collection),  Livr.  1.  Moscou  1879. 

Struve,  Otto,  Mesures  micronielriques  corrigees  des  etoiles  doubles. 
(Supplement  au  Vol.  IX.  des  Observation.«?  de  Poulkova.j  St. -Pelers- 
bourg 1879. 

Struve,  Otto,  Tabulae  quantilalum  Besselianarum  pro  annis  1880  ad  1884 
computatae.    Pelropoli  1879. 

Izveslija  i  ucenyja  zapiski  Imper.  Kazanskago  Universileta.  God  45  (1878}, 
No.  1—6    =T.  XIV).    Kazan  1878.79. 

Ofversigl  af  Kinska  Velenskaps-Socieletens  Forhandlingar.  XIX  (1876—77). 
XX  (1877—78).    Helsingrors  1878. 

Hjelt,  Otto  E.  A.,  Carl  von  Linne  som  lakare  och  hans  bctydelse  for 
den  medicinska  velenskapen  i  Sverige.  Helsningsskrift  etc.)  Hel- 
singfors  1877. 

Observalions  meteorologiques  publ.  p.  la  Sociele  des  sciences  de  Finlande. 
Annee  1875.  76.    Helsingfors  1878. 

Bidrag  tili  kännedom  af  Pinlands  natur  och  folk,  utg.  af  Finska  Vetens- 
kaps-Societet.    Haftet  27—31.    Helsingfors  1878.  79. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  hehl  at  Philadelphia, 
for  promoling  useful  knowledge.  Vol.  XVII,  July  —  Üec.  1878 
(No.  102).  Vol.  XVIII,  Jan.— June  1S79  (No.  103). 

Dudley  Observatory.  Annual  Report  of  the  director  for  1878.  Albany  N.  Y. 

Zweiunddreissigster  Jahresbericht  der  Staats-Ackerbaubehörde  von  Ohio. 
Columbus,  Ohio  1878. 
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Memoire  of  thi»  Boston  Society  of  Natural  History.  Vol.  III,  p.  l,  No.  I.  ?. 
Boston  1 S78.  79. 

Proceedings  of  Iba  Boston  Society  of  Natural  Hislorv.  Vol.  XIX,  Part 
3.  4.    Vol.  XX,  P.  4.    Boston  4  878.  79. 

Proceedings  of  the  American  Academy  of  Alls  and  Sciences.  New  Series. 
Vol.  VI  (Whole  Series  Vol.  XIV).  From  May  1S78  lo  Ma\  1879. 
Selecled  from  the  Becords.  Boston  1879. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoülogy,  al  Harvard  College, 
Cambridge  Mass.  Vol.  V,  No.  8—14.    Cambridge  Mass.  187S.  79. 

Memoire  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogv,  al  Harvard  College, 
Cambridge  Mass.  Vol.  VI,  No.  1  (1*tparl).  Cambridge  Mass.  1879. 

Jahresbericht  des  nnlurhislorischcn  Vereins  von  Wisconsin  für  d.  J. 
1878 — 79.    Milwaukee  1879. 

Annais  of  the  Lyceum  of  Natural  Histor\  of  New  York.  Vol.  XI,  No.  9 — 
42.    New  York  1876. 

Annais  of  the  New  York  Academv  of  Sciences  (lata  Lvceum  of  Natural 
History).    Vol.  I,  No.  4—8.*  New  York  1877.  78. 

Bulletin  of  the  American  Geographica!  Society.  1878,  No.  3  —  6.  1879, 
No.  1.2.  New  York  1878.  79. 

Journal  of  the  American  Geographica!  Society  of  New  York.  Vol.  VII  (1875;. 
VIII  (1876).    New  York  4878.    Vol.  IX  (1877).   Albany  4879. 

Proceedings  of  the  Academy  of  Natural  Sciences  ol*  Philadelphia.  4  878. 
P.  4.  2.  3.    Philadelphia  4  878.  79. 

Tentb  annual  Report  of  the  U.  S.  geological  and  geographica!  Survey  of 
the  Territories,  embracing  Colorado  and  pari*  of  ndjacenl  Terri- 
tories, for  the  year  4  876.    Washington  4  878. 

Bulletin  of  the  ü.  S.  geological  and  geographical  Survey  of  the  Terri- 
tories.   Vol.  IV,   No.  4.  Vol.  V,  No.  4.    Washington  4  878.  79. 

Department  of  the  Interior.  ü.  S.  geological  Survey  of  the  Territories. 
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W.  Knop,  Beitrüge  zur  kenntniss  der  Eiweisskörper. *) 

In  der  öffentlichen  Sitzung  vom  3.  April  1874  machte  ich 
der  Gesellschaft  einige  Miltheilungcn  Uber  Verbindungen,  in 
welche  die  Eiweisskörper  durch  Einwirkung  von  Brom  zerlegt 
werden.  Die  Lösung  von  Brom  in  Salzsäure  oder  Brom  wasser- 
stoffsäure wirkt  schon  bei  gewöhnlicher  Temperatur  auf  Eiweiss, 
Casein  und  alle  Abkömmlinge  vom  Eiweiss  ein.  Bei  Siedehitze 
werden  dieselben  vollständig  in  dieser  Flüssigkeit  gelöst  und 
unter  Austritt  eines  bestimmten  Quantums  von  Kohlenstoff  und 
Stickstoff  und  unter  Aufnahme  von  Sauerstoff  in  bromhaltige  Ver- 
bindungen verwandelt,  welche  nach  dem  Absätligen  mit  Zink 
Zinksalze  von  constanter  Zusammensetzung  liefern. 

Ich  habe  die  Untersuchungen  Uber  diese  Producte  fort- 
gesetzt, und  berichte  heute  Uber  eine  Beihe  neuer  Verbindungen, 
welche  bei  der  Behandlung  der  Eiweisskörper  mit  Bromlösung 
bei  gewöhnlicher  Temperatur  entstehen.  Die  Bildung  dieser  Kör- 
per geht  der  der  vorigen  voraus,  wenn  dieselben  nach  der  von 
mir  angegebenen  Vorschrift  dargestellt  werden,  die  Kenntniss 
der  Zusammensetzung  derselben  mussle  daher  weitere  Aufschlüsse 
Uber  den  Verlauf  der  Veränderungen  in  Aussicht  stellen,  welche 
dieselben  Substanzen  bei  höherer  Temperatur  erleiden. 

Ich  habe  dieser  Körper  in  meinen  früheren  Mitlheilungen 
bereits  Erwähnung  gethan.  Dass  ich  dieselben  erst  später  als 
die  bei  höherer  Temperatur  bromirten  untersucht  habe ,  hat  sei- 
nen Grund  in  Schwierigkeilen ,  die  sich  anfangs  darlwten ,  die- 
selben von  constanter  Zusammensetzung  zu  erhallen.  Diese 
Schwierigkeilen  hoben  sich  später  bei  etwas  besserer  Kenntniss 
der  Eigenschaften  dieser  kalt  bromirten  Körper.  Es  ergab  sich, 
dass  sie  nach  dem  Bromiren  durch  Alkohol,  vielleicht  auch  durch 


1)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergehen  in  der  Sitzung  vom  27.  Ja- 
nuar 1879. 

»Uth.-phys.  Classe  ls7tf.  \ 
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Aether,  Veränderungen  erleiden.  Man  muss  daher  alle  Substan- 
zen, welche  auf  diesem  Woge  bromirl  werden  sollen,  vorher  mit 
Aether  vollständig  entfetten  un<l  nach  dem  Bromiren  keinerlei 
weingeistige  Flüssigkeiten  zum  Waschen  mehr  anwenden.  Man 
erhält  dann  auch  diese  Körper  so  weit  von  constanter Zusammen- 
setzung, dass  sie  nach  wiederholten  Darstellungen  bei  der  Ana- 
lyse übereinstimmende  Gehalte  an  Kohlenstoff,  Wasserstoff,  Slick- 
slolf,  Brom  und  Sauerstoff  ausweisen. 

Bevor  ich  zu  den  Resultaten  dieser  Untersuchungen  Uber- 
gehe, will  ich  nicht  unterlassen,  über  den  Zweck  derselben  mich 
auszusprechen.  Ks  ist  nicht  meine  Absicht,  die  chemische  Con- 
stitution und  die  Stellung  dieser  Körper  im  Systeme  der  Chemie 
festzustellen  ;  meine  Arbeit  hat  rein  physiologische  Ziele  und  ist 
durch  Betrachtungen  der  Bildung  und  des  Verhaltens  der  Stick- 
stoffs erhindungen  in  der  Pflanze  angeregt. 

In  einer  Lösung  der  vier  Salze:  Salpeter,  salpetersaurer 
Kalk,  Bittersalz,  phosphorsaures  Kali,  der  man  noch  eine  geringe 
Menge  phosphorsaures  Eisenoxyd  hinzugesetzt  hat,  wächst  und 
gedeiht  jede  grüne  Pflanze.  Die  mit  Chlorophyll  versehene 
Zelle  vermag  also  das  complicirte  Molekül  der  Kiweisskörper  aus 
Kohlensäure,  Salpetersäure,  Schwefelsäure,  Phosphorsäure  und 
Wasser  zusammenzusetzen . 

Dagegen  beobachten  wir,  wie  überall  wo  Neubildungen  ein- 
treten ,  zuerst  Ei  Weisssubstanz  sich  anhäuft,  verbraucht  wird 
und  andere  stickstoffhaltige  und  slickstofflose  Körper  auftreten. 
Wenn  ich  auch  nicht  im  Geringsten  bezweifle,  dass  bei  der  Bil- 
dung undThätigkeit  des  Chlorophylls  eine  directe  Erzeugung  von 
Kohlehydraten  durch  Heduction  von  Kohlensäure  und  Wasser 
und  ein  Wiederverbrauch  der  Kohlehydrate  stattfindet,  so  ist  es 
für  die  Beurtheilung  der  Vorgänge  in  der  Pflanzenzelle  von 
Wichtigkeit,  zu  wissen,  welche  stickstofffreie  Substanzen  durch 
Zerklüftung  der  Eiweisskörper  in  der  Zelle  hervorgebracht  wer- 
den können,  währendes  selbstverständlich  ist,  dass  die  stick- 
stoffhaltigen Körper  von  denselben  abstammen. 

Ich  erinnere  hier  nur  daran,  dass  dasLeucin  (von  Gorup-ße- 
sanez)  in  keimenden  Wickenpflanzen  aufgefunden  ist,  und  an 
die  hemerkensworthen  Beziehungen  des  Asparagins  zur  Glucose, 
welche  Pf  e  ff  er  nachgewiesen  hat,  zugleich  aber  auch  daran,  dass 
mit  der  Bildung  des  Asparaginsaus  einer  Kiw  eisssubslanz  auch  die 
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Möglichkeit  der  Bildung  der  stickstofffreien  Aepfelsäure  aus  Ei- 
vveiss  gegeben  ist. 

Es  ist  von  rein  chemischem  Standpunkte  aus  denkbar,  dass 
die  Oxalsiiure,  in  denjenigen  Pflanzen  wenigstens,  welche  sie 
reichlich  enthalten,  wie  die  Species  der  Gattungen  Itumex  und 
Oxalis,  direcl  durch  Keduclion  von  Kohlensaure  und  Wasser  er- 
zeugt wird,  aber  auch  möglich,  dass  sie  nur  aus  Eiweisskörpern 
hervorgeht,  oder  dass  beide  Processe  in  der  Pflanze  thätig  sind, 
um  Oxalsäure  zu  bilden. 

Denn  dass  durch  Oxydation  mittels  Salpetersaure  aus  Ei- 
weisskörpern  Oxalsiiure  erzeugt  wird,  ist  eine  lange  bekannte 
Thatsache.  Wenn  ich  nach  dem  unten  unter  B.  angegebenen 
Verfahren  Eiwciss  bei  100°  vollständig  ausbromirte ,  so  konnte 
ich  unter  dem  bromirlen  sticksloflhalligen  Haupt product  stets 
einige  Centigramme  Oxalsäure  nachweisen  und  Schützen  ber- 
ger erhielt  unter  den  Spallungsproducten,  die  er  durch  Kochen  des 
Eiweisses  mit  Baryt  erzeugte,  reichlich  Oxalsäure.  Das  so  all- 
gemeine Vorkommen  sehr  geringer  Mengen  von  Ovalsäure  in 
Form  von  mikroskopischem,  kryslallisirlem ,  oxalsaurem  Kalk  in 
Pflanzenzellen,  hat  daher  wohl  wahrscheinlicher  seinen  Ursprung 
in  der  Zersetzung  von  Eiweisskörpern. 

Das  Brom  bewirkt  nun,  je  nachdem  man  es  bei  gewöhn- 
licher Temperatur,  bei  gelinder  Wärme  oder  bei  1 00°  auf  Eivveiss- 
subslanzen  einwirken  lässt.  mannichfaehe  Umseizungen,  ohne 
dieselben  zu  zerstören.  Leider  ist  die  Untersuchung  dersellicn 
schwierig ,  weil  die  nächslerhaltenen  Producle  nicht  krvslalli- 
sirbar  sind. 

Bei  alledem  glaube  ich ,  dass  dieser  Weg  später  zu  erheh- 
lichen  Besultaten  führen  wird.  Denn  bei  der  Gegenwart  von 
Brom  in  den  Zersetzungsproducten  der  Eiweisskörper  lassen  sich 
dieselben  sicherlich  nach  bekannten  Methoden ,  etwa  durch  Be- 
handeln mit  Alkalien,  mit  metallhaltigen  Badicalen  und  anderen 
bromenlziehenden  Agentien,  weiter  umsetzen. 

In  neuester  Zeil  hat  Seh  Utzen  he  rge  r  unsere  Kenntniss 
von  den  Eiweisskörpern  wesentlich  gefördert.  Bei  der  Zersetzung 
durch  Kochen  mit  Baryllösung  erhielt  er  eine  ganze  lieihe  ver- 
schiedener Zersetzungsproducle,  welche  den  Vorzug  haben .  dass 
sie  krystallisirbar  sind  oder  kryslallisirbare  Verbindungen  geben. 

Diese  Behandlung  lässt  sich  auch  auf  die  bromirten  Eiweiss- 
körper auwendeu.     Bei  einein  solchen  Versuch  hat  Dr.  Kohn 
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bereits  1875  in  meinem  Lahoratorio  durch  Sieden  von  einer  ge- 
bromten  Caseinsubstanz  Ammoniak  und  Bromoxyleucinbaryt  er- 
halten. Aetzammoniak  wirkt  auch  auf  die  gebromten  Substan- 
zen ein. 

Aus  diesem  Grunde  habe  ich  im  Verlauf  des  vorigen  Jahres 
auch  die  bei  gewöhnlicher  Temperatur  gebildeten  gebromten 
Ei weisskörper  analysirt,  obschon  sie  amorphe  Substanzen  und 
die  meisten  gewiss  von  vornherein  Gemenge  von  mehreren  Ver- 
bindungen sind.  Wenn  damit  auch  noch  nicht  viel  cewonnen 
ist,  so  ist  jedenfalls  das  Studium  der  weiteren  Zersetzungspro- 
duete,  beispielsweise  derjenigen ,  in  welche  sie  beim  Kochen  mit 
Barytlösung  zerfallen,  sehr  erleichtert. 

Es  bleibt  mir  noch  übrig,  über  die  Formeln ,  die  ich  unten 
aufstelle,  einige  Bemerkungen  vorauszuschicken. 

Alle  die  Formeln,  von  welchen  ich  unten  Gebrauch  mache, 
gebe  ich  nicht  als  Ausdrücke  für  die  wahre  Zusammensetzung 
der  Substanzen ,  um  die  es  sich  handelt.  Ich  bin  selbst  Uber- 
zeugt, dass  sie  alle  noch  weiter  vervielfacht  werden  müssen,  wenn 
auch  die  relativen  Verhältnisse  von  O:  H  :  N  :  0  absolut  richtig 
wären,  worüber  sich  bis  jetzt  auch  kein  sicheres  Unheil  fallen 
lässl.  Denn  wenn  man  beispielsweise  die  unten  für  Eiweiss  auf- 
gestellte Formel  Cf,.iH100!Sr16O20  noch  mehr  vervielfältigt,  so  ist  er- 
sichtlich, dass  jedes  einzelne  Element  noch  um  ein  oder  zwei 
Atome  vermehrt  oder  vermindert  werden  kann  ,  ohne  dass  die 
procentische  Zusammensetzung  so  weit  sich  ändert,  dass  die  ana- 
lytisch gefundenen  Mengen  aller  einzelnen  Beslandtheile  von  die- 
sen Aenderungen  allerirt  würden. 

Nimmt  man,  wie  es  meistens  geschieht,  an,  der  Schwefel- 
gehalt der  Eiweisskörper  entspreche  einer  chemischen  Propor- 
tion, so  wird  das  Molekül  so  gross,  dass  man  einfache  Schwefel- 
verbindungen,  wie  Schwefelcyan,  Sulphocarbamid  etc.  in  diese 
Formel  einführen  kann,  ohne  gegen  die  l>erechnete  procentische 
Zusammensetzung  wesentlich  zu  Verstössen.  Man  wird  sicher- 
lich es  nicht  eher  unternehmen  können  ,  die  Grösse  der  Formeln 
sämmtlicher  Eiweisskörper  festzustellen,  bevor  es  gelungen  ist, 
dieselben  in  eine  Summe  einfacherer  Verbindungen  zu  zerlegen, 
deren  Elemente  zusainmenaddirt,  vollständig  die  Zusammen- 
setzung des  Eiweisskörpers  wiedergeben ,  und  unter  welchen 
sich  dann  auch  ein  schwefelhaltiges  Spaltungsproduct  vorfinden 
muss,  wenn  nicht  etwa  alle  diese  Körper  einfacherweise  0\y- 
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sulphurete,  d.  h.  Verbindungen  sind,  in  welchen  ein  geringes 
Quantum  Sauerstoff  durch  Schwefel  in  nicht  einmal  bestimmten 
Proportionen  ersetzt  ist. 

Die  Formeln,  welche  ich  unten  berechnet  habe,  sollen  nichts 
weiter  als  Vergleichungsformeln  sein,  welche  den  Zusammenhang 
erkennen  lassen,  in  welchem  die  bromirten  Körper  zu  einander 
und  zu  den  natürlichen  Substanzen  stehen,  aus  welchen  sie  dar- 
gestellt worden  sind ,  und  rechtfertigen  sich  allein  damit,  dass 
sich  ein  solcher  Zusammenhang  aus  den  Procentzahlen  nicht  er- 
kennen lässt. 

Untersucht  habe  ich  neuerdings  diejenigen  gebromten  Kör- 
per, welche  bei  gewöhnlicher  Temperatur  aus  Eiweisskörpern 
entstehen,  wenn  dieselben  einige  Tage  mit  einer  geeigneten  Brom- 
lösung  Übergossen  stehen  gelassen  werden.  Ich  habe  deren 
zwölf  bromirt  und  analysirt,  nämlich  : 

1)  Ei  weiss,  Ca  sein,  Nacken  band  (Ligamentum  nuchae 

vom  Rind)  ; 

2)  Fischbein,  Hausenblase,  Rinderblase,  Rind- 

fleisch, Federkiele; 

3)  Seide  ,  Leim  ; 

4)  Horn,  Rosshaar. 

In  Folgendem  habe  ich  die  Methode  der  Darstellung  und  die 
Analysen  dieser  neuen  kalt  bromirten  Körper  vorangestellt  und 
daran  noch  einige  Bemerkungen  über  zwei  Reihen  heiss  bromir- 
ter  Eiweisskörper  angeknüpft ,  von  welchen  die  erste  die  schon 
früher  von  mir  beschriebenen  gebromten  Körper  umfasst. 

A.  Bei  gewöhnlicher  Temperatur  bromirte  Körper. 

Die  Behandlung  der  verschiedenen  Substanzen ,  welche  bei 
diesen  Versuchen  in  Anwendung  gekommen  sind,  war  folgende. 

Alle  wurden  durch  vielfach  wiederholte  Digestion  mitAether 
vollständig  entfettet  und  an  der  Luft  getrocknet.  Darauf  wurden 
10  Grm.  der  zerkleinerten  Substanzen  mit  einer  Lösung  von 
10  C.C.  Brom  in  100  C.C.  Salzsaure  oder  Bromwassersloffsüure 
von  25  p.  C.  Gehalt  an  HCl  oder  HBr  Übergossen  und  damit 
3—4  Tage  bei  gewöhnlicher  Temperatur  in  Berührung  gelassen. 

Leim,  Hausenblase  und  Rinder  blase  wurden  mit 
der  Lösung  von  Brom  in  Bromwasserstoffsäure  behandelt ,  weil 
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sie  in  der  anderen  Lösung  mehr  in  einen  teigartigen  Zustand 
Übergingen. 

Das  Ca  sein  ist  auf  beiderlei  Weise  behandelt  und  hat  da- 
bei verschiedene  Produete  geliefert.  Hei  der  Behandlung  mit  der 
Lösung  des  Broms  in  Chlorwasserstoflsäure  ist  mehr  Brom  und 
wcuiger  SauerstoÜ*  (bei  Annahme  der  unten  gegebenen  Formel 
Br,  statt  Br:„5  und  0.2ü  statt  02i)  aufgenommen. 

Die  Seide  ist  acht  Tage  lang  mit  der  Lösung  von  Brom  in 
Salzsäure  behandelt,  dann  über  Aetzkalk  getrocknet,  fein  ge- 
rieben und  nochmals  vier  Tage  lang  ebenso  behandelt. 

Nach  dem  Bromiren  wurden  die  Substanzen  in  ein  grösseres 
Quantum  Wasser  geworfen  und  darin  mehrere  Stunden  liegen 
gelassen. 

Dieses  Wasser  färbt  sich  stark  braun.  Filtrirl  und  mit  Chlor- 
barium  versetzt,  scheidet  sich  nach  Verlauf  mehrerer  Tage  keiue 
Spur  von  schwefelsaurem  Baryt  darin  aus,  was  einiges  Licht  auf 
die  Natur  der  Schwefel  Verbindung  der  Kiweisskörper  wirft.  Sie 
ist  also  der  Art,  dass  der  darin  enthaltene  Schwefel  bei  gewöhn- 
licher Temperatur  nicht  oxydirt  wird,  und  vollständig  in  der 
bromirten  Substanz  erhallen  bleibt,  was  nicht  der  Fall  ist,  wenn 
man  das  Bromiren  bei  Siedehitze  vornimmt,  und  Alkohol  zur 
Lösung  der  bromirten  Substanz  anwendet.  Hierbei  wird  aller 
Schwefel  zu  Schwefelsäure  oxydirt. 

Nach  dem  Abgiessen  der  ersten  sauren  Lauge  wiederholt 
man  das  Ausziehen  mit  grösseren  Mengen  Wasser  noch  mehr- 
mals. Alle  kalt  bromirten  Substanzen  lösen  sich  etwas  in  Was- 
ser, so  dass  dieses  ohne  Aufhören  sich  brombraun  färbt. 

Daher  kann  man  das  Gewicht,  um  welches  die  bromirte 
Substanz  zunimmt,  nicht  richtig  ermitteln. 

Alle  die  Substanzen,  welche  ich  analysirt  habe,  sind  vorher 
3  —  4  Monate  lang  über  Aetzkalk  bei  gewöhnlicher  Temperatur 
getrocknet.  Sie  Stessen  dabei  lange  Zeit  Bromdampf  aus,  der  den 
Kalk  braun  färbt. 

Bei  einzelnen ,  die  sich  leichter  waschen  lassen ,  mag  die 
Gewichtszunahme  annähernd  richtig  bestimmt  werden  können. 
So  geben  Horn,  Fischbein,  Kiweiss  ungefähr  das  gleiche  Gewicht 
bromirter  Substanz,  wie  die  angewandten,  was  zeigt,  dass  beim 
Kintrilt  des  Broms  eine  Gruppe  von  der  organischen  Substanz 
austritt.  Dieses  war  auch  bei  den  bei  <00°  bromirten  Körpern 
der  Fall,  und  es  bleibt  noch  zu  ermitteln,  welcher  Natur  die  aus- 
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tretenden  Glieder  sind  und  wo  sie  zu  suchen  sind.  Bis  jetzt  habe 
ich  nur  nachweisen  können  ,  dass  kein  Gas  und  keine  Gyanver- 
bindung  austritt. 

Im  feuchten  Zustande  gewogen,  bekommt  man  nahezu  das 
Doppelte  der  angewandten  Korper.  Alle  enthalten  noch  etwas 
Asche,  die  unten  bei  der  Berechnung  unter  den  Verlust  mit  fallt, 
der  als  Sauerstoff  in  Rechnung  gebracht  wird.  Die  Menge  ist  so 
gering,  dass  die  Übrigen  Zahlen  kaum  durch  die  Vernachlässi- 
gung ihrer  Bestimmungen  berührt  werden. 

Auf  Grund  der  Natur  der  bromirten  Körper  lassen  sich  die 
einzelnen  Substanzen  in  vier  Gruppen  ordnen. 

1)  Eiweiss,  Gasein  und  Nackenband.  Die  beiden 
letzteren  stehen  in  einem  einfachen  Zusammenhang  mit  dem  Ei- 
weiss. Sie  sind  analytisch  verschieden  von  den  übrigen  durch 
den  höchsten  Kohlenstoffgehalt  von  42  bis  50  p.  C.,  bei  einem 
Gehalt  von  10  bis  14  p.  G.  StickstolV,  8  bis  20  p.  G.  Brom  und 
5  bis  6  p.  C.  Wasserstoff'. 

2)  Fischbein,  Hausen  blase,  Rindfleisch,  Feder- 
kiele. Die  kalt  gebromten  Körper  aller  dieser  Materialien  ent- 
halten alle  nahezu  40  p.  C.  Kohlenstoff,  5  bis  ö  p.  G.  Wasser- 
stoff. 10  bis  12  p.  G.  Stickstoff  und  20  bis  23  p.  G.  Brom.  Ihre 
Zusammensetzung  steht  noch  in  einer  gewissen  Beziehung  zu  der 
des  kalt  gebromten  Ei  weisses. 

3)  Leim  und  Seide.  Die  kalt  gebromten  Abkömmlinge 
enthalten  40  p.  G.  Kohlenstoff,  5  bis  6  p.  G.  Wasserstoff,  22  bis 
23  p.  G.  Brom  und  nahe  an  14  p.  G.  Stickstoff.  Auch  die  Zusam- 
mensetzung dieser  Körper  lasst  sich,  wenigstens  annähernd,  noch 
aus  der  des  gebromten  Ei  weisses  ableiten. 

4)  Horn  und  Boss  haar.  Die  kaltbromirten  Substanzen 
lassen  sich  ebenso  wenig  glalt  aus  der  Zusammensetzung  des 
kaltbromirten  Eiwcisses  ableiten ,  wie  es  nach  Köhlis1  Versu- 
chen der  Fall  war,  mit  der  Ableitung  der  Zusammensetzung  des 
heiss  bromirten  Horns  aus  der  des  heiss  bromirten  Eiweisses. 
Sie  enthalten  bei  40  p.  G.  Kohlenstoff  5  bis  6  p.  G.  Wasserstoff, 
15  bis  17  p.  C.  Brom,  nahe  an  12  p.  G.  Stickstoff. 

L  Gruppe:  Eiweiss,  Ca  sein,  Nackenband. 

Geben  wir  unter  dem  eingangs  genommenen  Vorbehalt  dem 
natürlichen  Eiweiss  die  Formel  G64Hlü0Ni6O2() ,  so  zeigen  die  fol- 
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genden  Analysen  des  kalt  bromirten  Eiweisses,  dass  bei  der  Auf- 
nahme von  Br3,  gegen  Ausscheidung  von  Il3  als  BromwasserstofT 
und  der  Gruppe  Cyan  oder  Oxalsüurenitril  =  2  .  C2N2,  eine 
Oxydation  um  O,  stattgefunden  hat. 

Aus  dem  Ei  weiss  =  Ce4H,00N16O20 
ist  geworden  bromirtes  =  Cfi0(H,,7Br3)N12O24. 

Aus  dem  Casein  =  CblH1(M)NiwO20 
ist  geworden  Nro.  1      =  C60(Ilj6Br4)N12O2ü. 

Aus  dem  Casein        =  Cfi4Hj00Nlf)O20 

ist  geworden  Nro.  2      =  C60(H96,5Br3,5)N12O24. 

Das  bromirte  Eiweiss  =  C60(Htl7Br3)Nl2O24 

verhall  sich  zu  brom.  Nackenband    =  C42(Hß7Br)  N,0O13 


Differenz  =  C18(II30Br2)N2  On 

Denkt  man  sich  die  Br2  in  der  Differenz  wieder  durch  H2  zurück- 
ersetzt, so  ist  dieselbe : 

C18HwN2Ou  =  2.C9HnN03  Tyrosin  +  5H20; 

die  organische  Substanz  im  Nackenband  ist  also  um  die  Elemente 
von  2  Mol.  Tyrosin  -f-  5  Mol.  Wasser  von  der  organischen  Sub- 
stanz des  kalt  bromirten  Eiweisses  verschieden. 

»  Brom -Casein  Nro.  1  ist  das  mit  der  Lösung  von  Brom  in 
Salzsäure,  Brom-Casein  (Nro. 2)  das  mit  der  analogen  Lösung 
von  Brom  in  Brom  wasserstoff  bereitete. 

Wollte  man  auf  die  Vergleichungsformeln  weiter  Gewicht 
legen,  so  müsste  man  wegen  des  Bruchtheils  der  Quantität  von 
Br3,5  im  Brom- Ca  sein  Nro.  2  die  Formeln  des  Eiweisses  und 
des  Caseins  mindestens  verdoppeln. 

Die  Analysen  dieser  drei  verschiedenen  Substanzen  sind 
folgende : 

1)  Bromirtes  Eiweiss,  fast  weisses,  bis  schwach  gelb- 
lich-röthliches  Pulver. 

<)  0,503  Substanz  gaben  0,832  G02  und  0,290  H20  oder  0,227  Kohlen- 
stoff und  0,032  Wasserstoff. 

2)  0,483  Substanz  gaben  0,771  C02  oder  0,2103  Kohlenstoff. 

3)  0,54  95  Substanz  gaben  0,287  H20  oder  0,032  Wasserstoff. 
4}  0,6295  Substanz  gaben  0,546  Pt  oder  0,07325  Stickstoff. 

5)  0,516  Substanz  gaben  0,434  Pt  oder  0,0615  Stickstoff. 

6)  0,715  Substanz  gaben  0,046  AgBr  oder  0,1047  Brom. 

7)  1,00  Substanz  gab  0,115  SBa04  oder  0,0158  Schwefel. 
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Berechnet 
=  720 


Gefunden 


^60 


44,74 
6,02 
14,92 
11,12 

23,20 


44,24  =  43,53 
6,18  6,23 
14,65 


97 
240 


=  168 
=  384 


11,65  11,80 


x.S 


81,701 
1,58/ =  23'28 


1609  100,00 


100,00 


2)  Bromirtes  Casein  Nro.  1  ,  weisses  bis  gelbliches 
Pulver. 

1)  0,600  Substanz  gaben  0,974  C02  oder  0,2656  =  «4,27  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

2)  0,373  Substanz  gaben  0,606  C02  oder  0,1653  =  44,30  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

3)  0,300  Substanz  gaben  0,149  1I20  oder  0,01655  =  5,52  p.  C.  Was- 
serstoff. 

4)  0,4t  45  Substanz  gaben  0,205  H20  oder  0,0228  =  5,5  p.  C.  Was- 
serstoff. 

5)  0,400  Substanz  gaben  0,327  Pt  oder  0,043  =  10,75  p.  C.  Stickstoff. 

6)  0,505  Substanz  gaben  0,2405  AgBr  oder  0,1023  =  20,4  p.  C.  Brom. 

7)  1,00  Substanz  gab  0,192  SBa04  oder  0,0267  =  2,67  p.  C.  Schwefel. 


C60  =  720  44,33  44,30 

H96  mm   96  5,90  5,50 

Br4  =  320  19,64  20,40 

N12   =  168  10,34  10,75 

O20  =  320  19,79  16,38 

x.S  =  —  ?  2^67 

1624  100,00  100,00 


3)  Bromirtes  Gasein  Nro.  2,  weisses  bis  blassgelbliches 
Pulver. 

1)  0,3785  Substanz  gaben  0,606  COa  oder  0,1653  =  43,66  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

2)  0,5115  Substanz  gaben  0,822  COa  oder  0,2243  =  43,85  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

3)  0,331  Substanz  gaben  0,190  H20  oder  0,0211  =  6,37  p.  C.  Was- 
serstoff. 

4)  0,595  Substanz  gaben  0,441  Pt  oder  0,0625  =  10,52  p.  C.  Stickstoff. 

5)  0,400  Substanz  gaben  0,159  AgBr  oder  0,06765  =  16,90  p.  C.Brom. 

6)  Dazu  den  Schwefclgehalt  von  oben  =  2,67  p.  C. 


Berechuet 


Gefunden 
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Berechnet 


r 

'  J«o 

—  720  0 

43,66 

43,66 

Hilft  J 5 

=  96,5 

5,88 

6,37 

=  280,0 

16,98 

16,90 

Nil 

=  168,0 

10,20 

10,52 

384,0 

23,28 

19,88 

S 

2,67 

1648,5 

100,00 

4)  Geblümtes  Nacken  band  vom  Rind.  Aschgraues 

Pulver.    Vor  dein  Brotiiiren  war  das  in  Stücke  zerschnittene 

Band  gut  ausgekocht. 

4)  0,697  Substanz  Raben  1,258  C02  oder  0,3 4 3  =  49,21  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

2)  0,370  Substanz  gaben  0,6845  C03  oder  0,1867  =  50,45  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

3)  0,757  Substanz  gaben  1,425  C02  und  0,463  HgO  oder  0,388  =  51,25 
p.  C.  Kohlenstoff  und  0,0515  =  6,80  p.  C.  Wasserstoff. 

4)  0,569  Substanz  gaben  0,565  Pt  oder  0,0803  =  14,1  1  p.  C.  Stickstoff. 

5)  0,5205      0,100  AgBr  oder  0,04255  =  8,17  p.  C.  Brom. 

6)  1,00  Substanz  gab  0,132  SBa04  oder  0,01782  =  1,782  p.  C. 
Schwefel. 


Berechnet 

Gefunden 

=  504 

50,40 

50,45 

=  67 

6,70 

6,80 

Br 

=  80 

8.00 

8,17 

N,„ 

=  140 

14,00 

14,11 

0,3 

=  208 

20,90 

18,69 

x.S 

1,78 

999 

100,00 

100,00 

20,47 


Das  Nackenband  ist  ein  homogenes  Gewebe,  dem  entspre- 
chend führt  die  Analyse  seiner  bromirten  Substanz  auch  zu 
Zahlen,  welche  eine  geregelle  Beziehung  ihrer  Zusammensetzung 
zu  der  des  bromirten  Ei  weisses  und  Caseins  erkennen  lassen. 

II.  Gruppe:  Fischbein,  Hausenblase,  Hinderblase,  Rindfleisch, 

Federn. 

Die  Analysen  der  von  diesen  Körpern  erhaltenen  bromirten 
Substanzen  haben  Zahlen  geliefert,  welche  nicht  so  scharf  wie 
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die  der  vorigen  zu  einer  Vergleichungsformel  führen ,  was  sei- 
nen Grund  darin  hat,  dass  alle  diese  Abkömmlinge  vom  Ki weiss 
von  Natur  nieht  chemisch  einfache  Verbindungen,  sondern  Ge- 
menge von  verschiedenen  Körpern  sind. 

Bei  alledem  zeigen  die  Analysen,  dass  sich  die  bromirten 
Substanzen  in  ihrer  Zusammensetzung  einer  Substanz  nähern, 
welche  vom  bromirten  Kf weiss  um  2  Molek.  Tyrosin  -}-  1  Molek. 
Lcucin  +  '.\  At.  Sauerstoff  verschieden  ist.  Der  SauerstotV  kann 
durch  Zersetzung  von  Wasser  durch  Brom  ,  wie  bei  den  heiss- 
bromirten  Kiweisskörpern  geliefert  worden  sein. 

Gebromtes  Ei  w  eiss  =  Cri,pH„7Br:jNl  .j024 

Gcbromle  Substanz  dieser  Gruppe  =  G;„;ll,iiBr;{N,,  Ol:, 

Differenz  =  C^4H3S  —  NtOH 

Es  giebt  aber  die  Summe  1.  Leuein      =  C6H,:|N02 

2.  Tyrosin  =  C,8H22N208 
:i.  Sauerstoffe  Oa 

5)  Gebromtes  Fischbein  braunschwarzes).  Die  ge- 
bromte  Substanz  hat  dieselbe  Farbe  wie  das  angewandte  Fisch- 
bein. 

1)  0,4365  Substanz  gaben  0,675  C02  und  0,2*7  H20  oder  0,48*  =42,15 
p.  C.  KohlenstotT  nnd  0,0252  =  5,77  p.  C.  Wasserstoff. 

2)  0,343  Substanz  Raben  0,518  C02  und  0,1836  H20  oder  0,1413  = 
41,19  p.  C.  Koblensloff  und  0,0204  =  5,94  p.  C.  Wasserstoff. 

3)  0,2767  Substanz  Raben  0,1385  ArBi*  oder  0,0591  =  21,00  p.C.  Brom. 

4)  0,304  Substanz  gaben  0,240  Fl  oder  0,0341  —  11,22  p.  C.  Stickstoff. 

5)  1,00 Substanz  gab  0,300 SBa()4  oder  0,0413  =  4,13  p. G. Schwefel. 

42,15 
5,77 
21,00 
11,22 

'S19'86 


C3«  = 

40,45 

41,9 

5,80 

5,94 

Br3  = 

22,44 

N,  = 

11,79 

013  = 

19,52 

\.S  = 

? 

100,00 

6)  Hausen  blase,  hellgelbes  Pulver. 

1 1  0,286  Substanz  gaben  0,424  C02  und  0,139  ll20  oder  0, 1 1 56  =  40,42 
p.  C.  koblenstoff  und  0,01  544  =  5,40  p.  C.  Wnssersloff. 

2)  0,295  Substanz  gaben  0,227  PI  oder  0,032254  =  10,92  p.  C.  Stick- 
stoff. 
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3}  0,474  Substanz  gaben  0,0247  AgBr  oder  0,09659  =  20,51  Brom. 
4J  4,00Substanz  gab  0,4  40SBaO4  oder  0,01 5< 5  jb  1,515  p.C. Schwefel. 

C36  =  43  2       40,45  40,42 

H62  =  62         5,80  5,40 

Br3  =  240       22,44  20,51 

N9    =126       11,79  10,92 

013  =  208       19,52  11,23\Q(97(. 

x.S  =  -  ?  11,52/^75 

1068      100,00  100,00 

7)  Rinderblase.  Die  durchsichtigsten  Theile  derselben, 
frei  von  allen  gröberen  Gefässen.  Weisses  bis  röthlichgraues 
Pulver. 

1)  0,517  Substanz  gaben  0,7645  G02  und  0,260  H20  oder  0,2085  = 
40,33  p.  C.  Kohlenstoff  und  0,029  =  5,60  p.  C.  Wasserstoff. 

2)  0,5155  Substanz  gaben  0,7665  CO2  und  0,260  H20  oder  0,20904  = 
40,55  p.  C.  Kohlenstoff  und  0,029  =  5,62  p  G.  Wasserstoff. 

3)  0,343  Substanz  gaben  0,273  Pt  oder  0,03*0  =  14,19  p.  C.  Stickstoff. 

4)  0,449  Substanz  gaben  0,232  AgBr  oder  0,09871  =  24,91  p.  C.  Brom. 

5)  1,00  Substanz  gab  0,084  SBa04  oder  0,0116  =  1,16  p.  G.  Schwefel. 

40,33  40,55 

5,60  5,62 
21,91 
11,19 


=  432 

40,45 

Hei 

=  62 

5,80 

Br3 

=  240 

22,44 

N9 

=  126 

11,79 

0,3 

=  208 

19,52 

x.S 

• 

100,00 

8)Gebromtes  Rindfleisch.  Lebhaft  gelbes  Pulver. 
Die  Substanz  war  vor  dem  Bromiren  und  Entfetten  längere  Zeit 
mit  Wasser  ausgekocht. 

1)  0,319  Substanz  gaben  0,485  C02  und  0,459  H2Ooder  0,1323  =  41,47 
p.  C.  Kohlenstoff  und  0,0177  =  5,55  p.  C.  Wasserstoff. 

2)  0,312  Substanz  gaben  0,252  Pt  oder  0,0358  =5  H,47  p.  C.  Stickstoff. 

3)  0,350  Substanz  gaben  0,493  AgBr  oder  0,08212  =  23,46  p.C.  Brom. 

4)  4,00  Substanz  gab  0,111  SBa04  oder  0,0152  ==  4,52  p.  C.  Schwefel. 

Gefunden. 
C3fi  =  432  40,45  41,47 
H62  =  62  5,80  5,55 
Br3  =  240  22,44  23,46 
N9  =  126  11,79  11,47 
O13=208  19,52  *6,53\JftAK 
x.S=-  ?  1,52/  18'05 

100,00 
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9)  Gebromte  Federkiele.    Der  hoble,  durchsichtige 

Theil  der  Gänseschwungfedern.  Gelbweisses  Pulver. 

4)  0,305  Substanz  gaben  0,448  CO>  und  0,132  HjO  oder  0,48*2  = 
40,06  p.  C.  Kohlenstoff  und  0,01*6  =  4,80  p.  C.  Wasserstoff. 

2)  0,474  Substanz  gaben  0,706 CO.,  und  0,238H2O  oder  0,1925  =  40,60 
p.  C.  Kohlenstoff  und  R,58  p.  C.  Wasserstoff. 

3)  0,2325  Substanz  gaben  0,4425  AgBr  oder  0,04787  =  20,59  p.  C. 
Brom. 

4)  0,3025  Substanz  gaben  0,252  PI  oder  0,03579  =  11,83  p.  C.  Stick- 
stoff. 

5)  1,00  Substanz  gab  0.4  91  SBaü4  oder  0.0262  =  2,62  p.  C.  Schwefel. 


Gefunden. 


c36 

=  432 

40,45 

40,06 

40,60 

=  62 

5,80 

4,80 

5,58 

Br3 

=  240 

22,44 

20,59 

=  126 

11,79 

11,83 

ot3 

=  208 

• 

19,52 

20,10 

x.S 

? 

2,62 

1068 

100,00 

III.  Gruppe.    Leim  und  Seide. 

Für  die  Prnducte,  welche  heim  Bromiren  von  Leim  bei  ge- 
wöhnlicher Temperatur  aus  diesen  Körpern  entstehen,  lilsst  sich 
noch  eine  Formel  ableiten,  welche  um  die  Summe  von  3  Mol. 
Wasser,  3  Mol.  Tyrosin,  1  Mol.  Leucin  diflerirt  von  der  Zusam- 
mensetzung des  kalt  bromirten  Biweisses.  Indessen  enthält  die 
Formel  bereits  etwas  Wassersloft'  mehr,  als  der  procenlischen 
Zusammensetzung  entspricht. 

Die  Formel  für  diese   Producte   ist  annäherungsweise : 

^27 

II46  Br2N8O10Sx. 

Zieht  man  dieselbe  von  der  des  kalt  bromirten  Eiweisses 
ab:  Q}0(II,7Bra)N,2O24 

(ki  (»4«Br2)Ns  Oi0 
so  bleiben  Gw  (H51  Br  )  N4  014 

Ersetzt  man  in  diesem  Rest  Br  wieder  durch  II ,  so  ist  die 
Formel  C33  H52N4  Ol4  gleich  folgender  Summe: 

3  Mol.  Wasser "=  H6  0:, 
3  Mol.  Tyrosin  =  C27  H33N309 
1  Mol.  Leucin   =  C6  H13 N  Q2 

^33  H;,2  ^4^14 
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Die  Analysen  haben  nämlich  folgende  Zahlen  gegeben,  unter 
welchen  man  bemerkt,  dass  der  Wasserstoff  ein  wenig  niedriger 
gefunden  ist,  als  der  berechnete. 

1 0i  G  e  b r o  m t e  Seide.  Fast  rein  weisses  Pulver. 

1)  0,340  Substanz  gaben  0,500r,  CU>  oder  0,437  =  40,30  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

2)  0,348  Substanz  gaben  0,521  C02  oder  0,142  =  40.80  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

3)  0,462  Substanz  gaben  0,213  H.,0  oder  0,0236  =  5,13  p.  C.  Was- 
serstoff. 

4)  0,400  Substanz  gaben  0,405  Pt  oder  0,05754  =  1 4,36  p.  C.  Stickstoff. 

5)  0,430  Substanz  gaben  0,432  Pt  oder  0,06137  =  14,24  p.  C.  Stickstoff. 
6}  0,400  Substanz  gaben  0,197  Ag  Hr  oder  0,083.x  ==  20,95  p  C.  Brom. 
7)  1,00  Substanz  gab  0,220  SBaO«  oder  0,0303  =  3,03  p.  C.  Schwefel. 

Berechnet.  Gefunden. 


c27 

=  324 

10,40 

40.55 

»48 

=  16 

5,73 

5,13 

Br2 

=  160 

20,00 

20.95 

v 

=  112 

13,96 

14,36 

=  160 

19,91 

15,98\ 

s 

? 

3,03/ 

802 

100,00 

100,00 

19.01 


11)  G  e  b  r  o  m  t  e  r  Lei  in.   Lebhaft  gelbes  Pulver. 

1)  0,457  Substanz  gaben  0,670  CO*  und  0,191  H2Ü  oder  0,1830  =  4  0,04 
p.  C.  Kohlenstoff  und  0,0212  =  5,64  p.  C.  Wasserstoff. 

2y  0,300  Substanz  gaben  0,28  Pt  =  0,0398  =  13,26  p.  C.  Stickstoff. 
3}  0,5035 Substanz  gaben  0,276  Ag  Br  oder  0,1152  =  22,94  p  C.  Brom. 
4)  1,00  Substanz  gab  0,110  SBa()4  oder  0,01515  =  1,52  p.  C.  Schwefel. 

Berechnet.  Gefunden. 


■  324 

W>,40 

40.04 

H48 

=  46 

5,73 

5,64 

Br, 

=  160 

20,00 

22,94 

Ns 

=  112 

13,96 

13,26 

=  160 

19.91 \ 

16,60\ 

s 

»  / 

1,52/ 

100,00 

100.00 

< 

IV.  Gruppe.  Horn  ,  Hosshaar. 

Versucht  man  es,  aus  den  Analysen  dieser  Körper  eine 
Formel  abzuleiten,  so  giebt  dieselbe  bei  der  Sublraction  dersel- 
ben von  der  des  kall  bromirten  Ei  weisses  keinen  solchen  liest, 
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der  gerade  auf  die  Summe  von  Wasser,  Tyrosin,  Leuein  und 
durch  Oxydation  hinzugetretenen  Sauerstoffs  wiire.  Die  For- 
mel, welche  der  procontischen  Zusammensetzung  des  kalt  bro- 
minen Horns  am  nächsten  kommt,  ist  H,i0  Bi'2  N9Ols.  Dagegen 
steht  sie  zur  Formel  der  Säure,  welche  Kohn  (1875)  aus  Horn 
nach  demselben  Verfahren  ,  welches  ich  zum  ßromiren  der  Ki- 
weisskörper  bei  100°  angewandt  habe,  in  einer  Beziehung,  wie 
sie  der  Bildung  der  Siiure  aus  Horn  durch  tieferes  Bromiren 
wohl  entspricht.  Vervierfacht  man  auch  die  von  Kohn  gefun- 
dene einfachste  Belation  für  die  wasserfrei  berechnete  Siiure.  so 
ist  deren  Formel  —  C3fi  HfiH  Br4  Ns  02v 

Wie  man  ersieht,  ist  beim  Bromiren  in  der  Hitze  mehr 
Wasserstoff  und  Stickstoff  aus  dem  Horn  herausgenommen,  die 
doppelle  Menge  Brom  eingetreten  und  der  Best  ansehnlich  höher 
oxydirt  und  gewässert,  als  es  bei  gewöhnlicher  Temperatur  und 
ohne  Mitwirkung  von  Alkohol  geschieht. 

ü)  Gebromtes  Horn,  bereitet  von  hellbraunen  Horu- 
drehspänen.   Hat  dieselbe  Farbe  wie  das  Horn. 

1j  0,814  Substanz  gaben  4,453CO->  und  0,421  H.,0  oder  0,34  4S  38,70 
p.  C.  KohlenstotT  und  0,047  =  5,77  p.  C.  Wasserstoff. 

2)  0,605  Substanz  paben  0.920  CU2  oder  (»,251  =  41,48  p.  C.  Koh- 
lenstoff. 

3)  0,756  Substanz  gaben  0,270  As  Rr  oder  0,1141  —  15,20  p.  C.  Brom. 

4)  0,459  Substanz  gaben  0.3S2  IM  oder  0,0543  =  11,83  p.  C.  Stickstoff. 

5)  0,484  Substanz  gaben  0,712  C03  und  0,232  H20  oder  0,1936  = 
40,00  p.  C.  Kohlenstoff  und  0,0258  =  5,3a  p.  C.  Wasserstoff. 

6)  1,00  Substanz  gab  0,192  SBaü4  oder  0,0262  =  2,62  p.  C.  Schwefel. 


Berechnet. 

Gefunden. 

=  40,34 

40,00 

=  5,53 

5,33 

Br2 

=  15,01 

15,20 

N„ 

=  11,82 

11,83 

=  27,30 

25,021 

s 

100,00 

100,00 

13)  Gebromtes  schwarzbraunes  Bosshaar.  Hat 
nach  dem  Bromiren  getrocknet  fast  dieselbe  Farbe  wie  die  na- 
türliche Substanz. 

4)  0.3375  Substanz  gaben  0,497  C02  und  0,178  H>0  oder  0,4356  = 
40,47  p.  C.  Kohlenstoff  und  0,0198  =  5,86  p.  C.  Wasserstoff. 
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4)  0,3690  SubStaM  gnhen  0,324  Pt  oder  0,046  =  42,44  p.C.  Stickstoff. 
8)  0,8tü  Sulislanz  pabeu  0,130  AgBroder  0,0553  =  17,84  p.  G.  Brom. 
4)  1,00  Substanz  gab  0,182  S  Ba  04  odt-r  0,024*  =  2,48  p.  C.  Schwefel. 

C  40,17 
H  5,8b 
Br  17,84 
N  12,44 
O  21,31 
S  _2,48 

100,00 


B.  Die  heiss  bromirten  Ehreisskörper,  nach  dem  ßromiren,  mit 
Alkohol  und  darnach  mit  platlnirtem  Zink  behandelt. 

Ueber  diese  Körper  hnhe  icb  bereits  im  chemischen  Cen- 
tralblatl  1875,  S.  355  und  Folge  etwas  Ausfübrlicheres  ver- 
ölTentlicbt. 

Das  Verfahren,  nach  welchem  die  Substanzen  bei  höherer 
Temperatur  bromirt  wurden,  bestand  darin,  dass  man  lufl- 
trocknes  Eiweiss,  Gasein,  Horn  etc.  mit  der  Losung  von  Brom 
in  Bromwassersloffsäure  in  der  Retorte  etwa  zwölf  Stunden  bei 
gewöhnlicher  Temperatur  oder  in  gelinder  Warme  von  30 — 40° 
zusammen  stehen  liisst,  darauf  im  Wasserbade  der  Destillation 
unterwirft,  bis  keine  Bromdämpfe  mehr  Ubergehen.  Hiernach 
mischt  man  absoluten  Alkohol  hinzu  und  deslillirt  weiter,  so 
lange  als  noch  Bromäth}!  Ubergeht.  Auf  diesem  Wege  entfernt 
man  die  letzten  Reste  von  frei  gebliebenem  Brom  und  den  gröss- 
ten  Theil  der  Broinwasserstoflsäure. 

Die  Flüssigkeit  in  der  Retorte  nimmt,  nachdem  diese  Bei- 
mengungen entfernt  sind,  eine  hellgelbe  Farbe  an.  Bei  der  De- 
stillalion  entweicht  keine  Kohlensäure,  kein  Bromcyan ,  kein 
Slicksloir,  im  Rückstand  aber  finden  sich  conslanl  einige  Cen- 
tigramme  Oxalsäure  unter  dem  bromirlen  Hauptproduct. 

Den  Inhalt  der  Retorte  verdünnt  man  bei  Anwendung  von 
100  Grm.  Kiweisskörper  mit  1  Liter  Wasser,  lässt  gegen  ^Stun- 
den stehen  und  filtrirt  <lie  blassgelbliche  Flüssigkeit  von  einer 
geringen  Menge,  etwa  1  Grm.,  eines  braunen,  halhflüssigen 
Rückstandes  ,  der  zumeist  wohl  in  den  bromirlen  Fellen  der 
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Substanz  besteht,  ab  und  sättigt  die  Flüssigkeit  bei  gelinder 
Warme  durch  platinirtes  Zink,  so  lange  bis  sich  einige  Milli- 
gramme Oxyleucinzink  als  leichtes  weisses  Pulver  ausscheiden. 

Man  filtrirt,  dunstet  die  fast  völlig  farblose  Lösung  des  Zink- 
salzes bei  80°  im  Wasserbade  ein,  und  fällt  das  Zinksalz  bei 
Anwendung  von  1 00  Grm.  Eiweisskörper  mit  1,5  Liter  vorher 
zum  Sieden  erhitztem  absoluten  Alkohol,  sammelt  den  Nieder- 
schlag auf  dem  Filter,  und  presst  denselben ,  sobald  der  Alkohol 
abgelaufen ,  sofort  unter  starkem  Druck  zwischen  Fliesspapier 
aus.  Der  Niederschlag  ist  äusserst  zerfliesslich,  der  Presskuchen 
muss  deshalb  sogleich  unter  den  Exsiccator  gebracht  werden. 
Nachdem  derselbe  ausgetrocknet  ist ,  löst  man  ihn  von  neuem 
in  möglichst  wenig  Wasser  und  fällt  das  Zinksalz  von  neuem 
durch  Alkohol.  Diese  Operation  wiederholt  man,  bis  das  Zink- 
salz von  Bromammonium  und  einer  bromhaltigen  Kohlenstoff- 
verbindung, in  welcher  auch  von  dem  Alkohol  ein  Quantum  ein- 
getreten ist,  frei  ist. 

Diese  letztere  Verbindung  enthält  ein  Quantum  Kohlenstoff, 
welches  die  Eiweisssubstanz  abgegeben  hat;  sie  ist  das  Zink- 
salz einer  sauern  Aetherart.  Die  Hauptmasse  ist  in  dem  Alkohol 
enthalten,  mit  welchem  das  Zinksalz  zuerst  ausgefällt  wurde. 
Um  diese  Verbindung  rein  zu  erhalten ,  wurde  das  Zinksalz  in 
Kaiksalz  umgesetzt,  das  in  zolllangen  Nadeln  und  bei  sehr  lang- 
samem Eindunsten  seiner  Lösung  Uber  Schwefelsäure  in  grossen 
Krystallen  erhalten  wird.  Dieses  Kalksalz  hat  die  Zusammen- 
setzung : 

C5H14Br2Ca206  =  2  .  (C2H60  Alkohol)  -f-  H2  Br2  +  2 .  CaO  -f-C02. 
Weiter  als  das  Zinksalz  des  bromirten  Eiw  eisskörpers ,  welches 
das  Hauptproduct  der  Operation  ist,  einigen  Grammen  des  Zink- 
salzes dieses  sauren  Aethers  und  Bromammonium ,  hat  unter 
den  Spaltungsproducten  der  Eiweisskörper  bei  dieser  Art  des 
Bromirens  bis  jetzt  nichts  aufgefunden  werden  können.  Die 
Mengenverhältnisse,  in  welchen  Brom  und  Bromwasserstoff  von 
25  bis  50  p.  C.  Gehalt  an  HBr  zweckmässig  angewandt  wer- 
den, sind  gegen  100  Grm.  Trockensubstanz  in  dem  angewand- 
ten lufttrocknen  Eiweisskörper,  dessen  Wassergehalt  man  vorher 
bestimmen  muss,  um  das  erforderliche  Quantum  der  lufttrock- 
nen Substanz  berechnen  zu  können  : 

Matb.-phys.  Classe  187».  2 
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10  0  Grm.  Ei  weiss  (trocken  berechnet)   50  Cub.  -Gentim. 

Brom  gelöst  in  200  CG.  Bromwassersloff- 
säure,  nachher  200  G.G.  Alkohol. 

1  00  Grm.  Casein  40  Cub.-Centim.  Brom,  gelöst  in  200  C.C. 

Bromwasserstoffsäure,  nachher  200  C.C. 
Alkohol. 

100  Grm.  Hornspäne  erfordern,  wie  Dr.  Kohn  spater  in 

meinem  Laboratorio  gefunden  hat,  die 
kleinere  Menge  Brom  von  40  C.C.  Brom, 
ebenso  wie  das  Casein. 

Unter  Ausscheidung  von  der  in  dem  krystallisirbaren  Zink- 
salz des  sauren  Aethers  enthaltenen  Kohlensäure ,  ferner  vom 
Ammoniak,  haben  sich  bei  diesem  Verfahren  bromirte,  äusserst 
zerfliessliche  Zinksalze  gebildet,  aus  denen  die  entsprechenden 
Kalksalze  dargestellt  wurden.  Ihre  Analyse  führte  zu  den 
Formeln : 

Zinksalz  aus  Hühnereiweiss,  Kp  :  C, ■  H27Br2N  Zn  ,O10 

„        „  Bluteiweiss,  Kohn :  C15H27Br2N3Zn2O10 
„        „  Casein,  Kohn :  C15H27Br2N3Zn2O0 
„        „  Horn,  Kohn:  C9  H17Br  N2Zn  08 

Kalksalz  aus  Hühuereiweiss,  Kp :  C1&H27Br2i\3Ca2O10 
„  „  Bluteiweiss,  Kohn:  C|5H27Br2NT3Ca2O,0 
„        „  Horn  ,  Kohn :  C9  H17Br  N2Ca  Os  . 

Die  wasserfrei  berechneten  bromirten  Säuren  haben  diesen 
Formeln  nach  die  Zusammensetzung  : 

Säuren  aus  Hühnereiweiss  C15H27Br2N3Os 
„  Bluteiweiss  C15H27Br2N3Os 
„  Casein  C15H27Br2N307 
„   Horn  ,  C9  H,7Br  N20:. 

Selbstverständlich  drücken  diese  Formeln  nur  die  einfachsten 
atomistischen  Relationen  der  Bestandtheile  zu  einander  aus. 
Schon  zur  Vergleichung  mit  der  Zusammensetzung  der  kalt 
bromirten  Eiweisskörper  müssen  diese  Formeln  vervielfacht 
werden. 

Sie  müssen  mindestens  schon  vervierfacht  werden ,  wenn 
man  auf  die  Zusammensetzung  des  Caseins  und  Eiweisses  aus 
der  Zusammensetzung  dieser  heiss  bromirten  Substanzen  einen 
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Schluss  ziehen  will ,  und  wollte  man  den  Formeln  für  die  kalt 
bromirten  einen  weiteren  Werth,  als  den  von  Vergleichungsfor- 
meln, beilegen,  so  müssten  dieselben  wegen  des  Vorkommens 
von  gebrochenen  Bromatomen  in  einigen  mindestens  achtmal 
so  gross  genommen  werden.  Stellt  man  sie  zur  Vergleichung  der 
Entstehung  der  bei  100°  bromirten  Substanzen  mit  den  kalt 
bromirten  viermal  so  gross,  als  sie  hier  vorstehend  gegeben  sind, 
so  ist  die  Differenz  in  der  Zusammensetzung  dieser  beiden 
Reihen  : 

Heiss  bromirtes  Ei  weiss  =  C60(H108Br^)N12O,2 
kalt  bromirtes  Eiweiss        =  C60(H97  Br3)Nj2024 


Differenz  ==      (H  -f-Br)16  Og 

Heiss  bromirtes  Casein  =  C60  (H10sBrs  N,2  028 
kalt  bromirtes  Nro.  2  =  C60  H,,6f5Br3,5  N12024 


[H+.BrJn  04 

Heiss  bromirtes  Horn  =  C36  H68  Br4  N8  02s 

kalt  bromirtes  Horn  =  C36  H60  Br2  N(J  0,* 


(H-f-BrJjöN^Ow 

Diese  Formeln  lassen  den  Vorgang  der  Bildung  der  bromir- 
ten Substanzen  aus  Eiweiss  erkennen.  Mag  nun  die  Zusammen- 
setzung des  schweferfrei  berechneten  Eiweisses  einst  gefunden 
werden  wie  sie  wirklich  ist,  jedenfalls  kann  sie  nicht  viel  ab- 
weichen von  irgend  einem  Vielfachen  der  folgenden  Relationen 
CleH25N405,  denn  die  gefundene  procentische  Zusammensetzung 
stimmt  mit  der  nach  der  Formel  berechneten  sehr  scharf 
überein : 

Schwefel  freies  Eiweiss 

Berechnet.        Geturnten.  Vervierfacht. 
C,6   =    192  54,30  54,37  C64 

H25  =     25  7,08  7,12  H,ö0 

N4    =     56  15,86  15,75  Nl6 

05    =     80  22,76  22,67  O20 

~353         100,00  100,00 

Vergleicht  man  mit  dieser  Zusammensetzung  des  schwefel- 
frei berechneten  Eiweisses  die  der  bromirten  Spaltungsproducte 
des  Eiweisses,  so  sieht  man,  dass  dieselbe  einer  Gruppirung  der 

2* 


Digitized  by  Google 


201 


W.  Knop, 


Elemente  im  Eiweiss  zu  Oxalsäurenilril  oder  Cyan ,  fand,  Leu- 
ein  und  Tyrosin  entspricht,  weiche  beim  Bromiren  Wasser,  Am- 
moniak, Bromdioxyleucin  und  Bromtyrosin  ,  oder  wenn  man  ein 
At.  Sauerstoff  auf  da*  Bromtyroski  wirft,  Bromoxyleucin  und 
Bromoxytyrosin  geben,  wie  folgt. 

Eiweiss,  schwefelfrei  berechnet  Wasserfreie  bromirte  Saure 
CN  Cyan  oder  Oxalsäurenitril     W  asser  H20 
HN  Imid  Ammoniak  H3N 

C6HI3N02  Leucin  Bromoxyleucin  C8H12Br  N03 

C9HltN03  Tyrosin  Bromoxytyrosin  C9H,0BrNO4 


Für  schwefelfreies  Casein  gestaltet  sich  der  Zusammenhang 
zwischen  der  natürlichen  und  bromirten  Substanz  ganz  ähn- 
lich, nur  enthält  die  bromirte  Säure  4  At.  Sauerstoff  weniger. 
In  der  bromirten  aus  Horn  dargestellten  Säure  fehlt  ,  wie 
Kohn  gefunden  hat,  relativ  zu  den  aus  Eiweiss  und  Casein  dar- 
gestellten Säuren  die  Leucingruppe,  wie  folgt: 

Casein  Horn 

H20  W  asser  H402  Wasser 

HSN  Ammoniak  H^N  Ammoniak 

C6H12BrN03  Bromoxyleucin  — 

C„H10BrNOa  Bromtyrosin  C^UjoBrNOj-f-Os  Bromoxytyrosin 

C15H27Br2N307gebromte  Säure  C9H17BrN207  gebromte  Säure. 

Bei  der  Bildung  der  gebromten Säuren  aus  Casein  und  Horn 
entsteht  ebenso  wie  beim  Eiweiss  stets  eine  geringe  Menge  des 
Zinksalzes,  dessen  entsprechendes  Kalksalz  die  Formel : 
C5H14Br2Ca206  =  (C2H60)2  +  H2Br2  +  2.CaO  +  C02  hat. 

Das  Oxyleucin,  das  in  obigen  Formeln  figurirt,  ist  aus  dem 
vom  Eiweiss  und  Casein  erhaltenen  Zinksalz  der  bromirten 
Säure  thatsächlich  dargestellt  worden.  Behandelt  man  die  mit 
Zink  abgesättigte  Lösuog,  so  wie  sie  nach  dem  Abdestilliren  des 
Bromäthyls  nach  der  oben  gegebenen  Vorschrift  durch  Verdün- 
nen der  alkoholischen  Flüssigkeit  mit  einem  reichlichen  Quantum 
WTasser  erhalten  wird ,  weiter  mit  platinirtem  Zink ,  so  erhält 
man  einen  voluminösen  Niederschlag  von  Oxyleucin-Zinkoxyd : 
C6H,3N03 -f- ZnO.  Es  ist  ein  luftbeständiges,  amorphes,  voll- 
kommen weisses  Pulver. 


cieH25N406 


C15H27Br2N308 
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Indem  Kohn  das  vom  Casein  bereitete  Zinksalz  der  ge- 
bromten  Säure  €15H27Br2N3Zn209  mit  Baryt  kochte,  erhielt  der- 
selbe die  Verbindung  von  Bromoxyleucin  mit  Baryt:  C6H,2BrN03 
-f-  BaO.  Diese  Verbindung  wurde  aus  der  Flüssigkeit,  nach- 
dem dieselbe  vom  ausgeschiedenen  Zinkoxyd  abfiltrirt  und  durch 
Einleiten  von  Kohlensaure  vom  überschüssigen  Baryt  befreit, 
darauf  zur  Syrupsdicke  eingedampft  worden,  durch  absoluten 
Alkohol  aus  der  wässerigen  Lösung  als  flockiger  Niederschlag 
erhalten. 

Bei  dieser  Zersetzung  der  bromirten  Säure  wird  Ammoniak 
frei,  und  zwar  stimmte  dessen  Menge  nach  einem  Versuch  von 
Kohn  mit  derjenigen  Uberein,  die  sich  nach  dem  oben  gegebe- 
nen Schema:  C15(II27Br2N307  =  IJ20  +  NH3  -f-  C6H12BrN03  + 
C9H10BrNO4  berechnet. 

Fügt  man  zu  dem  Inhalte  der  Retorte,  nachdem  man  den 
Eiweisskörper  in  der  Siedehitze  in  der  Mischung  von  Brom  mit 
Bromwasserstoff  vollständig  gelöst  und  so  lange  im  Wasserbade 
erhitzt  hat,  bis  der  leere  Theil  der  Retorte  farblos  geworden, 
d.  h.  bis  alles  überschüssige  Brom  entfernt  ist,  Alkohol  hinzu 
und  nachher  kein  Wasser,  und  dunstet  diese  Lösung  ab,  so  er- 
hält man  eine  Reihe  anderer  Bromverbindungen ,  die  ich  noch 
nicht  weiter  in  Angriff  genommen  habe. 

Ebenso  erhält  man  andere  Bromverbindungen ,  wenn  man 
nach  dem  Abdestilliren  des  Broms  von  der  wässerigen ,  sauren 
Lösung  keinen  Alkohol  hinzusetzt,  sondern  mit  Wasser  ver- 
dünnt. Die  Producte ,  die  hierbei  entstehen ,  habe  ich  gleich- 
falls noch  nicht  näher  untersucht. 

* 

C.  We  bei  100o  bromirten  Eiweisskörper  zuerst  mit  platlnirtem 
Blei,  darnach  mit  platinirtem  Zink  bebandelt. 

Ich  habe  später  gefunden,  dass  die  Bromwasserstoffsäure 
beim  Erwärmen  mit  platinirter  Bleifolie  unter  lebhafter  Wasser- 
stoffentwicklung zersetzt  wird,  indem  sich  Bromblei  bildet. 
Bei  der  geringen  Löslichkeit  dieses  Salzes  in  Wasser  musste 
diese  Eigenschaft  sich  benutzen  lassen  ,  um  die  bei  der  Berei- 
tung der  unter  B.  beschriebenen  gebromten  Körper  in  Anwendung 
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kommenden  üeberschüsse  von  Brom  und  Brom  Wasserstoff  zu 
entfernen.  Dieses  ist  nun  allerdings  der  Fall,  aber  die  Körper, 
die  hierbei  entstehen,  sind  nicht  dieselben,  wie  die  unter  B.  be- 
schriebenen. 

Ich  habe  zuerst  ein  Quantum  Eiweiss,  von  100  Grm.  Tro- 
ckensubstanz, mit  der  Lösung  von  50  C.C.  Brom  in  200  Brom- 
wasserstoffsäure  von  30  p.  C.  Gehalt  an  HBr  in  der  Retorte  dige- 
rirt,  darauf,  ebenso  wie  oben  angegeben,  das  Brom  abdeslillirt, 
darauf  200  C.C.  Alkohol  hinzugesetzt  und  so  lange  fortdestil- 
lirt,  als  merklich  noch  Bromäthyl  Uberging.  Dann  wurde  die 
Flüssigkeit  mit  1,5  Liter  Wasser  verdünnt,  bis  zum  Klären  hin- 
gestellt, fillrirt  und  darauf  mit  platinirter  Bleifolie  auf  dem  Was- 
serbade einige  Tage  erhitzt  und  schliesslich  bis  zur  Syrupdieke 
eingedunstet. 

Auch  durch  die  Behandlung  der  sauren  gelben  Flüssigkeit 
mit  platinirtem  Blei  wird  die  Lösung  nach  und  nach  immer  farb- 
loser. Zuerst  setzen  sich  in  der  verdünnten  Lösung  Krystalle 
von  Bromblei  auf  dem  Blei  an.  In  dem  Masse,  als  sie  beim  Ein- 
dunsten concentrirter  wird,  verschwinden  die  Krystalle  wieder, 
und  nachdem  man  die  Flüssigkeit  etwa  4  bis  5  Tage  lang  mit 
dem  platinirten  Blei  behandelt  hat,  enthält  die  bis  zum  Syrup 
abgedunstete  Flüssigkeit  das  ganze  Bromblei  in  Lösung ,  wahr- 
scheinlich in  loser  Verbindung  mit  der  entstandenen  bromirten 
Eiweissverbindung;  denn,  wenn  man  dieselbe  nun  mit  Wasser 
verdünnt,  so  schwillt  die  Masse  zuerst  blumenkohlähnlich  auf, 
bald  darauf,  namentlich  wenn  man  noch  mehr  Wasser  hinzu- 
setzt, setzt  sich  rasch  pulverförmiges  Bromblei  ab,  worauf  die 
Lösung  wieder  dünnflüssig  erscheint.  Durch  mehrmaliges  Ein- 
dunsten und  Lösen  in  Wasser  entfernt  man  das  Bromblei  schon 
sehr  vollständig.  Dunstet  man  nach  der  Abscheidung  des  Brom- 
bleis wieder  zum  Syrup  ein,  so  fällt  absoluter  Alkohol  ein  blen- 
dend weisses  sehr  zerfliessliches  Bleisalz,  das  Herr  F.  J.  Ber- 
werth  aus  Siebenbürgen  kürzlich  in  meinem  Laboralorio 
analysirt  hat.  Die  Analyse  hat  gegeben  : 
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Berechnet. 

Gefunden. 

Gefunden. 

132 

16,52 

16,65 

16,44 

14 

1,76 

1.81 

4,82 

Br3 

240 

30,27 

30,67 

30,67 

N4 

56 

7,06 

6,60 

6,58 

Pb 

207 

26,10 

26,15 

26,14 

144 

18,29 

18,12 

18,45 

793 

100,00 

100,00 

400,00 

Verdoppelt  man  diese  Formel  zur  Vergleichung  mit  den  fol- 
genden Analysen,  so  erhalt  man  C22H28Br6i\Pb20ls. 

Bei  einem  zweiten  Versuche  habe  ich  60  Grm.  lufttrocknes 
Eiweiss,  =  oOGrm.  trocknem,  mit  25  Cub.-Centim.  Brom,  gelöst 
in  100  Cub.-Centim.  BromwasserstofTsäure,  und  nachher  mit 
50  Cub.-Centim.  Alkohol  in  der  oben  angegebenen  Weise  be- 
bandelt. 

Nach  dem  Abdestilliren  des  Broms  und  Bromäthyls  wurde 
die  Flüssigkeit  acht  Tage  lang  mit  platinirtem  Blei  behandelt. 
Um  zu  sehen,  wie  viel  Blei  darnach  in  Lösung  bleibt,  als  Brom- 
blei und  als  Base  der  erzeugten  sauren  Substanz ,  von  w  elcher 
vorstehende  Analyse  gemacht  worden ,  digerirte  ich  die  Lösung 
nachher  zwei  Tage  lang  mit  nicht  platinirtem  Zinkblech ,  wel- 
ches die  bromirte  Eiweisssubstanz  nicht  angreift.  Es  wurden 
im  Ganzen  nur  1,5  Grm.  Blei  ausgefüllt,  das  selbstverständlich 
in  der  Lösung  durch  das  Aequivalent  Zink  ersetzt  worden  ist. 

Bei  diesem  zweiten  Versuche  wurde  diese  Menge  Zinksalz 
aber  nicht  durch  Alkohol  ausgeschieden  ,  die  ganze  Flüssigkeit 
vielmehr  jedesmal  vier  Tage  lang  mit  stark  platinirtem  Zink- 
blech behandelt,  darauf  mit  Wasser  stark  verdünnt.  Es  fällt 
jedesmal  ein  weisser  äusserst  voluminöser  Niederschlag ,  der 
aber  nicht  die  Zusammensetzung  des  Oxyleucinzinks  bat ,  wie 
der  Niederschlag ,  der  auf  gleiche  Weise  bei  der  unter  B.  be- 
schriebenen Behandlung  gewonnen  wurde,  sondern,  wie  die 
von  Herrn  Berwerth  fortgesetzte  Untersuchung  ausgewiesen 
hat,  ein  ausnehmend  hoch  oxydirter  Körper  ist.  Ich  habe  die 
Behandlung  dieser  Quantität  einen  Monat  lang  forlgesetzt ,  wo- 
bei das  Zinkblech  nach  vier-  bis  fünftägigem  Gebrauch  stets  neu 
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platinirt  wurde.  Der  Niederschlag  fällt  später  immer  reiner  und 
weisser  aus ,  und  zuletzt  ist  alle  organische  Substanz  aus  der 
Lösung  entfernt,  es  bleibt  nichts  als  eine  geringe  Menge  Brom- 
zink übrig.  Ob  sich  darin  wesentlich  Ammoniak  vorfindet ,  ist 
noch  nicht  ermittelt. 

Die  Untersuchung  dieser  Körper  ist  erst  kürzlich  in  meinem 
Laboralorio  von  Herrn  Berwerth  begonnen.  Ich  gebe  des- 
halb Über  dieselben  Folgendes  nur  als  vorläufige  Notiz. 

Herr  Berwerth  hat  Eiweiss,  Horn  und  Fischbein  in  der- 
selben Weise ,  wie  es  bei  diesem  zweiten  Versuche  geschehen , 
behandelt.  Die  Producte,  welche  diese  Substanzen  nach  der 
Behandlung  mit  platinirtem  Blei  und  der  folgenden  mit  plati- 
nirtem  Zink  liefern,  sind  äusserlich  alle  gleich,  luftbeständige, 
weisse  Pulver. 

Aus  Eiweiss  dargestellt: 


c2i 

=  252 

17,52 

17,39 

17,57 

H33 

=  33 

2,30 

2,11 

2,35 

Br 

--  80 

5,56 

5,12 

5,62 

Na 

==  42 

2,92 

3,33 

2,35 

Zn7 

=  455 

31,63 

31,78 

31,90 

o36 

=  576 

40,07 

40,27 

40,21 

1357 

100,00 

100,00 

100,00 

Vergleicht  man  diese  Zusammensetzung  mit  der  des  vor- 
stehenden Bleisalzes  =  C2llisBr()N  JM^Ojg  und  nimmt  man  an, 
beide  Substanzen  hätten  in  völlig  reinem  Zustande  einen  glei- 
chen Gehalt  an  Kohlenstoff,  und  denkt  sich  im  Bleisalz  das  Blei 
durch  Zink  subsliluirt,  so  ist 

C22H2sBr6N8Zn2018 
—  C22H33Br  N3Zn7Q36  

die  Differenz  —  H5-r-Br5-|-N5— Zn5— 01S. 
Das  Bleisalz  war  vor  der  Behandlung  mit  platinirtem  Zink 
durch  Alkohol  gefällt.  Man  erkennt,  dass  bis  dahin  die  Eiweiss- 
substanz  viel  höher  bromirt  ist,  und  wie  das  platinirte  Zink 
nachher  Brom  herausnimmt  und  durch  gleiche  Aequivalente 
Wasserstoff  ersetzt.  Denn  die  Atome  (H28  +  Br6)  =  34  stim- 
men in  der  Summe  überein  mit  (H33  -f-  Br}  =  34  Atomen.  Mit 
der  weiteren  Einwirkung  des  platinirten  Zinks  aber  treten  noch 
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5  At.  Stickstoff  aus  und  5  At.  Zink  dafür  ein ,  während  die  An- 
zahl der  Sauerstoffarme  auf  das  Doppelte  getrieben  ist.  Diese 
Oxydation,  durch  plalinirtes  Zink,  ist  gewiss  sehr  merkwürdig, 
weil  man  in  Rücksicht  auf  alle  Erfahrung  erwarten  müsste, 
dass  hierbei  reducirte  Verbindungen  erhalten  werden. 

Es  kommt  bei  diesen  und  den  folgenden  Körpern  darauf 
an,  ob  es  in  Zukunft  gelingt,  dieselben  in  verschiedene  Producte 
iu  zerlegen ,  indem  man  die  Niederschlüge ,  welche  das  plati- 
nirte  Zink  nach  und  nach  liefert,  nicht  vereinigt,  dieselben  viel- 
mehr nach  jedesmal  viertägiger  Behandlung  der  Lösung  mit  dem 
Zink  für  sich  sammelt  und  analysirt.  Aller  Wahrscheinlichkeit 
nach  sind  alle  die  bis  jetzt  zur  Orientirung  analysirten  Körper 
Gemenge. 

Die  aus  Horn  d  a  r  g  e  s  t  e  1 1 1  e  Zinkverbindung  hat  folgende 
Zahlen  bei  der  Analyse  gegehen ,  die  sich  augenblicklich  auch 
noch  nicht  deuten  lassen.  Die  Analysen  von  Herrn  B  e  r  w  e  r  t  h 
haben  dafür  ergeben  : 

Berech/iet.    Gefunden.     Gefunden.  Gefunden. 


C1S 

216 

13,58 

13,10 

13,66 

13,44 

H42 

42 

2,64 

2,77 

2,65 

2,84 

Br 

80 

5,00 

5,72 

5,02 

5,64 

N3 

42 

2,64 

2,80 

2,80 

Zn10 

650 

40,88 

40,36 

40,47 

40,58 

035 

560 

35,26 

35,25 

35,40 

4  590 

100,00 

100,00 

100,00 

Die  aus  Fischbein  dargestellte  Zinkverbindung  hat  zwar 
eine  andere  Zusammensetzung  als  die  aus  Horn  erhaltene ,  in- 
dessen zeigen  folgende  Zahlen,  dass  die  Verschiedenheit  viel- 
leicht lediglich  durch  Nebenumstände,  mehr  oder  weniger  ener- 
gisch verlaufene  Einwirkung  des  platinirten  Bleis  und  Zinks, 
auf  ein  und  dieselbe  Substanz  erfolgt  sein  kann.  Die  Analysen 
gaben  nämlich : 

Berechnet.     Gefunden.     Gefunden.  Gefunden. 


C18 

=  216 

13,91 

13,49 

13,82 

13,27 

H40 

=  40 

2,58 

2,08 

2,52 

2,62 

Br 

=  80 

5,15 

5,24 

5,11 

5,07 

N4 

=  56 

3,61 

3,75 

3,39 

Zn8 

=  520 

33,50 

34,04 

34,09 

34,00 

O40 

=  640 

41,25 

41,40 

41,07 

1552 

100,00 

100,00 

100,00 
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Wie  aus  der  Zusammenstellung  dieser  Ergebnisse  ersicht- 
lich ist,  sind  die  Producte,  welche  man  beim  Bromiren  der  Ei- 
weisskörper erhält,  mannicbfaltig.  Je  nach  dem  Verfahren  des 
Bromirens  schon  erhalt  man  andere  Spaltungsstücke.  Ebendes- 
halb aber  kann  die  Fortsetzung  dieser  Untersuchungen  in  Zu- 
kunft ergiebig  werden.  Die  gebromten  Körper  sind  viel  leichter 
durch  verschiedene  Agentien  angreifbar,  als  die  natürlichen 
Eiweisskörper,  und  nach  der  Kenntniss  der  Zusammensetzung 
der  hiermit  beschriebenen  Rohproducte  wird  es  leiphter  sein, 
dieselben  weiter  zu  spalten ,  bis  man  nach  tiefer  eingreifender 
Desorganisation  auf  krystallisirbare  Zersetzungsproducte  stösst. 
Diejenigen  Producte,  welche  durch  Alkalien  aus  diesen  bromir- 
ten  Rohproducten  hervorgehen  werden  ,  müssen  an  die  von 
Schützenbergerin  neuerer  Zeit  erhaltenen  sich  anschliessen 
lassen. 
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0.  Schlömilch,  lieber  den  verallgemeinerten  Taylor'schen 
Satzi).  * 

Wie  bekannt,  hat  L.  Crelle  sich  s.  ZJ vielfach  mit  einer 
Erweiterung  des  Tay/or'schen  Satzes  beschäftigt,  bei  welcher 
im  allgemeinen  Gliede  der  Reihe  an  die  Stelle  der  Potenz  eine 
Factorielle  desselben  Grades ,  und  an  die  Stelle  des  DifferenUal- 
quotienten  ein  Differenzenquotient  derselben  Ordnung  zu  stehen 
kam.  Das  Resultat,  zu  welchem  Crelle  durch  wiederholte  An- 
wendung einer  identischen  Gleichung  gelangte,  lautet  folgender- 
massen : 

=  viQ  +  t  •   2fr  +  


h{h  —  <f;  {h  —  2  &)  . . .  {h  —  n  —  <  &) 


worin  JC  =  ö,  mithin 


.         -f  (m)2y(f-f-m — 26*j  —  ....J 

ist,  und  fln  den  Rest  der  Reihe  bezeichnet.  Eine  genauere  Unter- 
suchung des  letzteren  verursachte  jedoch  schon  bei  reellen  £  so 
grosse  Weitläufigkeiten,  dass  die  ganze  Speculation  nie  recht 
in  Aufnahme  gekommen  und  jetzt  so  gut  wie  verschollen  ist. 
Unter  diesen  Umständen  gewährt  es  vielleicht  einiges  Interesse, 
wenn  ich  im  Folgenden  zeige ,  dass  die  Oe//e'sche  Gleichung  in 
zwei  Zeilen  hergeleitet  werden  kann  und  dass  sich  bei.  etwas 
veränderter  Ansicht  der  Sache  auch  die  Bedingungen  angeben 
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4)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  vom  IG.  Juni 
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lassen,  unter  welchen  der  Rest  mit  unendlich  wachsenden  n 
gegen  die  Null  convergirt. 

Es  bezeichne  z  eine  complexe  Va nabele,  <p(z)  eine  Func- 
tion, welche  längs  und  innerhalb  eines  geschlossenen  Con- 
tours synektisch  bleibt ,  ferner  mögen  die  Punkte  tv1  w  +  ö*, 
w-f-2(5,  ...w-\-md  innerhalb  desselben  Contours  liegen ;  wird 
nun  der  letztere  zum  Integrationswege  für  z  genommen,  so  gel- 
ten bekanntlich  die  Formeln  l) 


 y(f)d*  

(3  —  w)  {s  —  w  —  <f)  (z  —  w  —  2  cfj . . .  {z  —  w  —  m  6, 


Andererseits  kennt  man  die  identische  Gleichung 

«    ji  — 2)  ...  (,*-n) 

*"„;«_<)(«_  2)  ...(«  —  n] 


"r  «—  <  "  («  —  4)!«  — 2}  ~  («  —  t)[a  —  2)(«— 8)        *  " 

^—  <)(,*- 2). ..{/>-  ^7) 


setzt  man  in  dieser  o  =  —  ;  /?  =  —j-  ,  multiplicirt  beiderseits 
mit 

iin    z  —  ; 

und  integrirt  nach  den  vorigen  Formeln,  so  gelangt  man  unmit- 
telbar zu  dem  Crellfschen  Resultate.  Dabei  ist 


I]  Das  erste  Integral  rührt  von  Cauchy  her;  das  zweite  ist  zuerst  vom 
Verf.  entwickelt  worden  im  Comp,  d-  höh.  Anal.,  Bd.  II,  S.  72. 
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der  Integrationsweg  niU6s  so  gewählt  werden,  dass  er  die  Punkte 

£ 4-  h,  J,  t,  -f-  d,  £  -f~      i  •  •  •  ?  "f*  n&  umscbliessi. 

Nimmt  man  C  =sjt  0,  6  =  t,  schreibt  m?  fttrÄ,  F  statt  und 
setzt  zur  Abkürzung 


=  >i -f  jl,  m;  +  A^w[w—  \)  +  L>w[w-\){w  —  2)  4-.  .  . 

...  4-  Xnw(w — \)(w — 2) . . .  (tr — n — ♦)  , 

81        R    =    !  fw\w  —  i)(w—i)...[w^-n)  Fjz)dz 

n"       UmJ  z{z  —  \){z  —  8)...  (a  —  n)     '   z—w  » 

wobei  die  Punkte  to,  0,  4,  2,  .. .  n  innerhalb  des  Integrations- 
contours liegen  müssen.  Diese  Formeln  sind  weit  einfacher  als 
die  vorigen,  aber  gleichwohl  nicht  specieller;  setzt  man  nämlich 

zuerst  F(w)  =  f(w  -f-  y)  i  dann  w  »  ,  y  s  ~  und  schliess- 
lich f[%)  =*=  (p{zd) ,  so  kommt  man  auf  die  ursprünglichen  Glei- 
chungen zurück. 

Bei  unendlich  wachsenden  n  macht  es  sich  wegen  der 
Punkte  1,  2,  ...  n  erforderlich,  den  Inlegrationsweg  mindestens 
in  der  Richtung  der  x  unendlich  zu  erweitern ;  hierdurch  ent- 
steht eine  gewisse  Unbestimmtheit ,  welche  man  am  besten  da- 
durch vermeidet,  dass  man  von  Hause  aus  die  Formeln  auf 
einen  unendlichen  Integrationsweg  einrichtet.  Diess  lUsst  sich 
durch  folgende,  von  dem  Vorigen  ganz  unabhängige  Betrachtung 
erreichen. 

Die  Function  /»  bleibe  synektisch  innerhalb  eines,  aus 
dem  Coordinatenanfange  mit  dem  Radius  r  beschriebenen  Halb- 
kreises, dessen  Durchmesser  auf  der  y-Achse  von  —  ir  bis  =  + 1  r 
reicht ;  innerhalb  dieses  Halbkreises  Hege  der  Punkt  c  =  o  -f- 16, 

für  welchen  hiernach  a  >  0  und  Va2  -f-  b'1  <  r  ist ;  der  Werth 
des  Integrales 


«)  Im 


(m)0F!w)  —  (m)i  F(m  —  4 )  +  (m)a  F(m — t)  — 
4  •  2..$*.«a  iw 


P(w]  -  B„ 


worin  c  einen  Ausnahmepunkt  bildet,  bleibt  dann  derselbe, 
wenn  einerseits  jener  Halbkreis  nebst  seinem  Durchmesser  als 


30  0.  SCHLÖMILCH, 

Integrationsweg  genommen  ,  und  wenn  anderseits  der  Punkt  c 
in  einem  ganzen  Kreise  von  hinreichend  kleinem  Halbmesser  o 
umgangen  wird.  Mittelst  bekannter  Substitutionen  ist  demzu- 
folge 

— r  —{n  0 

für  q  =  0,  r  =  oo  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  f{re*d) 
bei  unendlich  wachsenden  r  und  für  —  \  tz  <J  6  <J  -f-  \rt  ver- 
schwindet, ergiebt  sich  die  Formel 

oo 

*)   ■fi=rfc*9=**fl<>)  >  •  a>°  - 

von  welcher  der  Specialfall  6  =  0  langst  bekannt  ist.  Für  a  =  0 
gilt  diese  Formel  nicht,  weil  dann  der  kritische  Punkt  auf  den 
Integrationsweg  zu  liegen  kommt;  umgeht  man  in  diesem  Falle 
den  Punkt  ib  mittelst  eines  Halbkreises  vom  Radius  so  er- 
hält man 


und  daraus  wird  für  verschwindende  q  und  r  =  oo 

b  —  Q  -h  OO 

-     Lim  (jfgt  rf„  +ßM.  d  y  j  =  i^«)  . 
—  OO  6  +  e  ^ 

Statt  dessen  kann  man  entweder  schreiben 

oo 

Hauptwerth  vonf£^dy  =  i7tf(ib)  , 
—  oo 
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oder  auch ,  wenn  im  ersten  Integrale  b  —  y  =  t ,  im  zweiten 
y  —  b  =  t  gesetzt  wird, 

oo 

0 

Ist  endlich  a  <  0 .  so  verschwindet  das  in  Nr.  4  verzeich- 
nete Integral,  weil  dann  der  kritische  Punkt  ausserhalb  des  Inte- 
grationsweges liegt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  betrachten  wir  das  Integral 

oo 


—  oo 

worin  w  =  u  -+-  iv  und  u  >  0  sein  möge.  Zur  Entwicklung 
desselben  benutzen  wir  die  identische  Gleichung 


die  auch  für  n  =  oo  gilt,  wenn  der  reelle  Theil  von  J,  vermindert 
um  den  reellen  Theil  von  einen  positiven,  die  Null  Uberstei- 
genden Rest  giebt ,  wahrend  die  imaginüren  Bestandtheile  von 
£  und  y  willktlhrlich  bleiben  J) .  Diesen  Bedingungen  genügt  die 
Substitution 

C  —  1  —  iy  ,       y  =  \  —  w  , 
wonach  aus  Nr.  7  wird 

w  —  iy        w  —  iy'  (\ —iy)  t  —  iy) . . .  n  —  iy] 
\  4  —  w   'S  — w  [1  —  iv] 

fl —  w)(l — 10)  [n  —  \—  w) 

...  | 


U-iy  l-iy)  (n-iy) 


■ 

i)  Silzungsbericht  vom  (.  Novbr.  <863,  S.  59. 
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multiplicirt  man  die  vorstehende  Gleichung  mit 

integrirt  von  y  =  —  oo  bis  y  =  -f-  oo  und  benutzt  die  Abkür- 
zungen 

oo 

—  oo 
oo 


ö1     ~    =  <   f  f[iy)dy 
*>     *m      inj  [\—iy)[%  —  iy)...[m  +  \—i 


iy)  ' 
—  OO 

so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultate 

=  Kq  +  Ai(1  -w)  +Ä2(1-w)(2  —  w)  +  .  ..  . 

.  .  .  .      ^„.,(1  —  w)  (2  —  u?)  .  .  .  .  (n  —  \  — w)  . 

Der  Werth  von  Km  findet  sich  leicht ,  wenn  man  die  be- 
kannte Gleichung 

 i  

+   {«+«).  .  .  «+*»} 


4  .  2. . . . m( 


»)o  ,    (m)2  ) 


für  /  an  \  —  ty  benutzt  und  die  einzelnen  Glieder  nach  Nr.  4 
integrirt ;  dies  giebt 

K«  =  ri^sl  Wi/l«)— Ni  fl«)  +  N*rt«)  -  •  •  • } 
=  rr^s  {WtÄ»+|J  -  Mi/N  +  |  ■ 

Führt  man  die  Abkürzung  ein 

...  _  (f»;o/-(m+  i)  —  Nj  f[m)  +  (m>3flm      )  —  . . . 

%%t     m  ~  rroTTTTw  • 

so  wird  Ä'm  =  ( —  1)mxm,  und  die  Gleichung  10  gestattet  dann 
folgende  Schreibweise 
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18]  />}-«« 
=  *o  4-  *i(t0  —  4)  +  xjt«? — <)(o> — 8)  -f-  


•  •  •  4*  xn_  ,(«' —  •)(«?  —  2)  . .  •  {w  —  n  —  1)  . 


Bei  unendlich  wachsenden  n  ist  nach  den  geinachten  Vor- 
aussetzungen 

um  ,i;-",i{'-"",--(r~^=o . 

(<  —  Ii/;  (2  —  Ii/)  .  .  .  ^»i  —  1 1/) 


mithin  Lim  Hn  —  0,  und  die  Gleichung  12  wird 

13)  /-(M^^  +  x^r  —  i  -f  ^(w—  8)-f-..  .  . 

Um  schliesslich  diejenige  Reihenentwickelung  zu  erhalten, 
welche  der  Gleichung  i  für  w  —  oo  entspricht,  bedarf  es  nur 
der  Substitution 

Aw)_  15-L=J2!L  , 

wie  leicht  zu  sehen  ist,  wird  dann 

(m+t)0f(m  +  I)  -  (m  +  i),  F(m)  +  (m  -f-<)2 F(m-  1)  - . . . 

*»  1  .«.3  (m+<) 

oder  xwl  _  ,  =  Äm  ,  wenn  w  ie  in  Nr.  1 

Ui     2    _  (m)0  F\m)  —  (m) ,  F(m  —  I )  -f  (m), F(m- L«_)  — 

ist;  das  Endresultat  lautet  hiernach 

1 5)  P(w)  =A#H-AI  iü  +    w  (,r  —  1 ;  +    tc  (tu  —  1 )  (ti —  2)-f.... 

Zum  Bestehen  dessell)en  gehört,  dass  der  Quotient 

Fju  +  iv)  —  F[0) 
u  iv 

für  jedes  u  >  0  und  beliebige  v  synektisch  bleibt  und  dass  er 
für  u  —  oo  verschwindet. 

Diesen  Erörterungen  nach  kommt  der  verallgemeinerte 
Taylor'sche  Satz  auf  die  Entwicklung  einer  Function  nach 
steigenden  Facultäten  zurück,  und  damit  ist  gleichzeitig  das 
Seitenslück  zu  der  früher  von  mir  angegebenen  Entwicklung 
nach  absteigenden  Facultäten  gewonnen. 
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A.  Mayer,  Lieber  die  relative  Bewegung  eines  Systems  mate- 
rieller Puncle  um  den  Schwerpunct.  *) 

Die  vorliegende  Note  will  in  der  Hauptsache  nur  auf  eine 
wichtige  Form  aufmerksam  machen,  die  man  dem  Hamilton- 
sehen  Principe  für  alle  diejenigen  Probleme  aus  der  Dynamik 
eines  Systems  materieller  Puncto  geben  kann  ,  bei  denen  die 
absolute  Bewegung  bekannt  ist,  sobald  man  die  relative  Be- 
wegung um  den  Schwerpunct  kennt. 

Der  Vortheil  dieser  Modifikation  des  Hamilton  sehen  Prin- 
eips  besteht  darin,  dass  sie  die  Anzahl  der  unabhängigen  Be- 
stimmungsstückD  des  Systems  von  vornherein  um  drei  Einheiten 
zu  erniedrigen  gestattet ,  ohne  doch  hierdurch  die  canonische 
Form  der  Differentialgleichungen  zu  zerstören;  daher  man  durch 
Verbindung  des  Satzes  mit  einem  bekannten  Theorem  der  Ja- 
cobischen Nova  methodus  für  jedes  Problem  der  Dynamik,  auf 
das  er  anwendbar  ist,  sofort  zu  entscheiden  vermag,  wie  weit 
man  die  Aufgabe  führen  kann,  ohne  von  derselben  andere  Inte- 
grale zu  kennen ,  als  diejenigen  ,  welche  die  allgemeinen  Prin- 
eipien  liefern.  Aus  demselben  Grunde  enthält  er  auch  als 
speciellen  Fall  die  Jacobi'sehe  Reduction  der  Humilton 'sehen 
partiellen  Differentialgleichung  für  diejenigen  Probleme,  in  wei- 
chen das  Princip  der  Flrhallung  des  Schwerpunctes  gilt. 

Der  Satz  ist  Übrigens  insofern  nicht  eigentlich  neu,  als  in 
dem  speciellen  Falle  des  Problems  der  drei  Körper  bereits 
Jucobi1}  ihn  zur  Reduction  des  Problems  benutzt  hat,  ohne  den- 
selben jedoch  als  besondern  Satz  irgendwie  hervorzuheben. 
Und  gewiss  werden  auch  Andere  den  Satz  bemerkt  haben, 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  16.  Juni  ;  zum  Druck  übergeben 
am  8.  Juli  1879. 

I)  OWte's  .1.  36,  p.  118. 
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denn  er  liegt  sozusagen  auf  der  Hand ;  soviel  ich  weiss,  ist  er  aber 
bisher  noch  nirgends  ausgesprochen  oder  bewiesen  worden.  — 

Wenn  ;iuf  ein  System  von  11  materiellen  Punclen  mit  den 
Massen  7«, ,  »i2,  .  .  .  mni  in  dessen  Bedingungsgleichungen  nur 
die  relativen  Goordinalen  der  Puncte  eingehen,  keine  Süssere 
Kraft  oder  nur  die  Schwere  wirkt,  so  kennt  man  die  absolute 
Bewegung  des  Schwerpunctes  und  braucht  nur  noch  die  relative 
Bewegung  des  Systems  um  den  Schwcrpunct  zu  bestimmen. 
Bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Goordinalensystem  f  tj  L  von 
festen  Axenrichlungen ,  dessen  Anfangspunct  der  Schwerpunct 
ist,  hat  man  für  diese  relative  Bewegung  die  3w  Differential- 
gleichungen : 


in  denen  Ud'ie  Kriiftefunclion  der  inneren  Kräfte  des  Systems  un 

2)    y1==0,  ^2=0,  .  .  .  fpr  —  0 

seine  Bedingungsgleichungen  bezeichnen. 

Zu  diesen  3w  -j-  »  Gleichungen  treten  überdies  noch  die 
drei  hinzu : 

welche  nur  das  Zusammenfallen  des  Coordinalenanfangs  mit 
dem  SchwerpuDCte  ausdrücken  und  particulHre  Integrale  des 
Systems  1)  sind. 

Abgesehen  von  den  letzten  drei  Gleichungen  sind  die  Glei- 
chungen 1}  die  Differentialgleichungen  des  Hamilton  'sehen  Pro- 
blems, unter  Berücksichtigung  der  vorgeschriebenen  Bedin- 
gungsgleichungen 8)  die  erste  Variation  des  Integrales 

4)  ){T+U)dt 
<o 

3* 
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zum  Verschwinden  zu  bringen,  wo 

T  =  i2>  (S2  +  1?  +  Wl 
i  =  i 

die  relative  lebendige  Kraft  des  Systems  um  seinen  Schwerpunct 
bezeichnet. 

Moditicirt  man  nun  dieses  Problem  dadurch,  dass  man  ihm 
von  vornherein  nicht  nur  die  Gleichungen  1)  ,  sondern  gleich- 
zeitig auch  die  Gleichungen  3  als  Bedingungsgleichungen  vor- 
schreibt, so  erhält  man  zunächst  zwar  an  Stelle  der  Gleichungen 
1]  andere  Differentialgleichungen,  nämlich  die  folgenden: 


m,  5' 


5) 


m 


p  —  • 

du  > 


-h  Am,-, 


p — i 


Wegen  der  zu  Grunde  gelegten  Annahmen  sind  aber  U,  , 
(f  2 ,  .  .  .  (pr  gemeinsame  Lösungen  der  drei  partiellen  Differen- 
tialgleichungen : 


*  _  ii 


Addirt  man  daher  von  den  Gleichungen  5)  je  die  /;  auf  dieselbe 
Axe  sich  beziehenden ,  und  berücksichtigt  die  aus  3)  durch 
zweimalige  Differentiation  nach  /  entspringenden  Uedingungs- 
gleichu  ngen : 

2?mi&=*01      y?miV?=0,     Vm(Q'=0 , 

i :  =  1  i=l  t  =  l 

so  erhält  man  für  die  Multiplicatoren  A,  /i,  v  den  Werth 

  l  =  fi  =  v  =  0  .  t) 

^)  Man  leitet  die  Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung  um 
den  Schwerpunct  gewöhnlich  aus  der  symbolischen  Fundamentalgleichung 
der  Dynamik 


t  =  »i 


»  =  n 


I  —  M 


^V7 1  |  Xt  —  m,  xl)  &xi  +  (  ) ,—  m  Vi)  Öyi  +•  ( Z,  —  tm  z'i)  &z,  j  =  0 
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Hierdurch  verwandeln  sieh  die  Gleichungen  5)  wieder  in  die  ur- 
sprünglichen Gleichungen  I).  Das  Hamiltonschc  Frincip 

df(T+U)dt  =  0 
'h 

ändert  also  seine  Differentialgleichungen  nicht,  wenn  man  ihm 
die  Gleichungen  3)  als  vorgeschriebene  Bedingungsgleichungen 
hinzufügt,  oder  man  kann  für  die  relative  Bewegung  um  den 
Schwerpunct  diesem  Principe  die  Fassung  geben : 

I.  Wenn  auf  ein  System  materieller  Puncte, 
das  wie  ein  freier  starrer  Körper  parallel  mit  sich 
selbst  verschoben  werden  kann  und  desseu  Posi- 
tionen zu  einer  gegebenen  Anfangs  zeit  /0  und  zu 
einer  gegebenen  Endzeit  tA  gegeben  sind,  innere 
Kräfte  von  der  Kräflefunction  U  wirken,  so  be- 
stimmt s i c h  —  und  zwar  gleichgültig,  ob  nur  i n - 
nere  Kräfte  wirken,  oder  ob  zu  diesen  als  äussere 
Kraft  noch  die  Schwere  hinzutritt  —  die  relative 
Bewegung  des  Systems  um  seinen  Schwerpunct 
aus  der  Bedingung,  dass,  mit  Rücksicht  nicht  nur 
auf  die  gegebenen  Bedingungsgleichungen  des  Sy- 
stems, sondern  auch  auf  die  dreiBedingungsglci- 
chungen  3), 

ÖJ  (T+  U)dt  =  0 


dadurch  ab,  dass  man  für  die  absoluten  Coordinaten  a^j^  der  Puncte 
des  Systems  setzt : 

und  dabei ,  während  man  die  Schwerpunctscoordinaten  A,  B,  C  als  ge- 
gebene Functionen  der  Zeit  ansieht ,  die  Gleichungen  3)  ganz  ausser  Acht 
lässt.  Dass  man  auf  diese  Weise  zu  richtigen  Gleichungen  kommt,  rührt 
lediglich  davon  her,  dass  auch  hier  die  durch  die  Bedingungsgleichungen  3) 
eingeführten  Itultiplicatoren  den  Werth  Null  erhalten.  Man  würde  da- 
liegen zu  falschen  Gleichungen  gelangen,  wenn  man  in  dei*selben  Weise  die 
Differentialgleichungen  der  relativen  Bewegung  um  den  Schwerpunct  unter 
Vernachlässigung  der  Bedingui)!:sgleichungen  3)  aus  der  zweiten  Lagrangc- 
.«■ehen  Form  der  dynamischen  Differentialgleichungen  ableiten  wollte,  weil 
dann,  sobald  nicht  bloss  innere  Kräfte  wirken,  jene  Multiplicatoren  nicht 
mehr  verschwinden. 
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werden  muss,  wo 

i  =  1 

die  relative  lebendige  Kraft  des  Systems  um  den 
Schwerpunct  bezeichnet. 

Man  kann  also,  um  die  Bewegung  des  Systems  zu  be- 
.  stimmen,  z.  B.  so  verfahren,  dass  man  mit  Hülfe  der  Gleichun- 
gen 3)  die  Coordinaten  eines  der  n  Puncte  aus  dem  Integrale  4) 
ganz  eliminirl  und  dann  diejenigen  Differentialgleichungen  zu 
integriren  sucht,  welche  aus  der  Forderung  entspringen,  dass  die 
erste  Variation  des  transformirten  Integrales  verschwinden  soll. 
Und  die  ohne  Schwierigkeit  nachweisbare  Aequivalenz  der  letz- 
teren Differentialgleichungen  mit  denen  ,  die  durch  dieselbe  Eli- 
mination direct  aus  den  Gleichungen  I)  hervorgehen,  liefert 
einen  zweiten,  nur  etwas  umständlicheren  Beweis  des  Salzes. 

Der  wahre  Vorlheil,  der  sich  aus  diesem  Satze  ziehen  lasst, 
tritt  aber  erst  dann  zu  Tage ,  wenn  man  ihn  mit  der  bekannten 
Jaco&f  sehen  ZurUckfUhrung  der  Differentialgleichungen  des  Ha- 
milton''schen  Princips  auf  die  Hamilton'sche  partielle  Differential- 
gleichung in  Verbindung  bringt.  Beschränkt  man  sich  auf  den 
einfachsten  ,  aber  auch  wichtigsten  Fall ,  wo  für  die  Bewegung 
des  betrachteten  Systems  mit  dem  obigen  Satze  zugleich  das 
Princip  der  Erhallung  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  erhält  man 
aus  dieser  Combination  sofort  die  folgende  Regel. 

II.  Hat  man  auf  irgend  eine  Weise  die  3«  Coor- 
dinaten SiVi^i  ('er  ^ unete  des  Systems  durch  p  = 
3 n  —  r  —  3  unabhängige  Variable  qt ,  q2  ,  .  .  .  q  so 
ausgedrückt,  dass  seine  r  Bedingungsgleichungen 
2),  sowie  die  drei  Gleichungen  3)  identisch  erfüllt 
werden,  und  hierauf  die  Krä  ftefunetion  U  durch 
die  q ,  die  relative  lebendige  Kraft  T  des  Systems 
um  den  Schwerpunct  durch  die  q  und  ihre  Diffe- 
rentialquotienten q'  ausgedrückt,  so  hängt  die  Be- 
stimmung der  Bewegung  des  Systems  nur  noch  ab 
von  der  vollständigen  fntegralion  derjenigen  par- 
tiellen Differentialgleichung  erster  Ordnung 


ßEWKftl'NG  UM  I»K»  ScHWBIPUNCT. 

in  welche  das  Integral  der  lebendigen  Kraft 

überseht,  w  enn  man  die  Di f  fe re n t i a  I  i\ uo t ien  ten  q[, 
q[2,  .  .  .  q'^  mit  Hülfe  der  //Gleichungen 

b  T     d  W  

» 

aus  ihm  eliminirt. 

Retrachtet  man  z.  B.  ein  System  freier  materieller  Puncte, 
deren  Coordinaten  also  nur  den  Bedingungsgleichungen 3) 

unterworfen  sind,  und  erfüllt  man  diese  Gleichungen  durch  die 
3  n  Substitutionen : 

6  =  "i  +  In  .         ^=      +  •?«  >     £<  =       4"  in  . 

I  —  n-  I  i  —  rt—  I 


'»  =ss"~  jf  '         =  ~  ¥      w» " 

.=«-1 

i  =  l 

in  denen  M  =  m,      ///2  -+••••  +  ,wn  »sl>  s0  erhält  man  : 

a  r  -       (w;2  +    +  <li  -  ^  (2m> u* )  + 

+  (2r^'V)i4-(VT^"V)2j- 
Aus  den  3  n  Substitutionen  : 

du/  ~  om,  ' 


folgt  daher 


und  indem  man  diese  VVerlhe  in  die  Gleichung  der  lebendigen 
Kraft: 


•  =  rt-i 
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einsetzt,  erkennt  man,  dass  die  Bestimmung  eines  Systems  von 
H  freien  materiellen  Puncten  ,  auf  welches  keine  äussere  Kraft 
ausser  etwa  die  Schwere  wirkt .  sich  zurückführen  lässt  auf  die 
vollständige  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  mit 
3/i  —  3  unabhängigen  Variabein: 

Das  ist  aber  eben  das  Resultat,  welches  Jacobi  in  der  23.  Vor- 
lesung über  Dynamik  durch  direcle  Reduction  der  Harn ilton 'sehen 
partiellen  Differentialgleichung  der  absoluten  Bewegung  auf  weit 
umständlicherem  Wege  abgeleitet  hat. 

Nimmt  man  ferner  an ,  dass  die  r  Bedingungsgleichungen 
des  Systems  nur  die  gegenseitigen  Kntfernungen  der  Puncte  ent- 
halten, so  gelten  —  immer  unter  den  früheren  Annahmen  —  für 
die  relative  Bewegung  um  den  Schwerpunct  die  drei  Flächensätze, 
die,  ausgedrückt  in  den  q  und  q',  durch  die  Gleichungen  : 

F  —  const.,    <P  =  const.,    *F  =  const. 

repräsentirt  werden  mögen. 

Nennt  man  nun  //l  und  IL,  diejenigen  Functionen  von 
9i  >  •  •  •      >  Pi  >  •  •  •  Pfii  m  welche  die  Ausdrücke: 

F  und  ®<D  -f-  TO 
(oder  F  und  FF  +  00  -f  TO) 

übergehen,  wenn  man  die  q  vermittelst  der  Gleichungen  7j  aus 
ihnen  climinirt,  so  hat  Jacobi  (Nova  methodus  §§  64,  65)  gezeigt, 
dass  die  drei  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  : 

8)    f=h\  Hx  =  h{  ,   H2  =  hi 

ein  Involutionssystem  bilden,  d.  h.,  dass  identisch  ist 

[/•//,]  =  [/7/2i  =  [//,//2]  =  0. 

Unter  den  eingeführten  Voraussetzungen  hängt  daher  die 
vollständige  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung  6) 
nur  noch  ab  von  der  Auffindung  einer  gemeinsamen  vollständigen 
Lösung  der  drei  partiellen  Differentialgleichungen  8) .  Diese  letz- 
tere Aufgabe  lässt  sich  aber  ihrerseits  nach  der  A<Vschen  oder 
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nach  meiner  Methode  •)  zurückführen  auf  die  vollständige  Inte- 
gration einer  einzigen  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung mit  nur  noch  u  —  i  unabhängigen  Variabein,  oder  auf  die 
Ermittelung  je  eines  Integrales  von 

2(ft— 3),  8(>  — 4),  .  .  .  4,  2 

canonischen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  und  blosse 
Quadraturen. 

Nennt  man  daher  nach  Lse's  Vorgange  die  Auffindung  eines 
Integrales  von  einem  System  von  m  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  kurzweg  eine  Operation  »i,  so  kann 
man  sagen : 

III.  Um  die  Bestimmung  der  Bewegung  eines 
Systems  von  n  materiellen  Puncten,  das  durch 
/'  Beding ungsgleichungen  definirt  ist,  auf  blosse 
Quadraturen  zurückführen  zu  können,  bedarf  es, 
so  oft  für  die  relative  Bewegung  des  Systems  um 
seinen  Schwerpunct  dasPuincip  de  r  Krlial  tuug  der 
lebendigen  Kraft  und  die  drei  Flachensalze  gel- 
ten, nur  noch  der  Operationen: 

2  (3  n  —  r  —  6) ,  2  (3h-/-  —  8;  ,  .  .  .  i  ,  2. 

Aus  diesem  Satze,  der  gewissermassen  eine  Weiterführung 
des  JacobPschen  Satzes  Nova  methodus  §  65  ist,  ergiebt  sich  un- 
mittelbar durch  die  Annahme  r  =  3  w —  6  das  bekannte  Resul- 
tat, dass  die  Bewegung  eines  freien  starren  Körpers,  der  nur  von 
der  Schwere  sollicitirl  wird ,  vermöge  blosser  Quadraturen  be- 
stimmt werden  kann. 

Setzt  man  ferner  r  =  0,  n  =  3,  so  folut .  dass  die  voll- 
ständige  Lösung  des  Problems  der  drei  Körper,  wie  man  auch 
die  9  in  Bezug  auf  den  Schwerpunct  als  Anfangspunct  genomme- 
nen Coordinalen  der  drei  Puncte  durch  unabhängige  Variable 
ausdrücken  mag ,  immer  nur  noch  die  Operationen  6 ,  i  ,  2  er- 
fordert. 

Betrachtet  man  endlieh  die  Bewegung  dreier  schwerer 
Puncte  von  denen  zwei  mit  dem  dritten  durch  starre  Gerade 
verbunden  sind2),  so  hat  man  hier  r  =  2,  n  =  3 ;  es  ist  also 

\)  Math.  Annalen  V.  p.  448,  VI.  p.  162,  VIII.  p.  313. 
t)  Auf  dieses  Problem  kam  ich,  indem  ich  nach  einfachen  Beispielen 
für  die  Oslroyradsky  sehe  Theorie  der  Bewegung  eines  durch  Bedingungs- 
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zur  Bestimmung  der  Bewegung  noch  eine  Operation  2  nöthig  und 
man  kann  das  Problem  ohne  Ausführung  dieser  Operation  oder 
ohne  Auffindung  eines  neuen  Integrales  seiner  Differentialglei- 
chungen nicht  lösen. 

Dagegen  ist  dasselbe  Problem  vollständig  lösbar  in  dem  ein- 
fachsten Falle  ,  wo  die  Bewegung  der  drei  schweren  Puncte  in 
einer  Verticalebene  vor  sich  seht ,  und  auch  dies  ersieht  sich  so- 
fort  aus  dem  Satze  II.,  wenn  man  ihn  mit  dem  bekannten  Jacobi- 
schen Satze  verbindet,  dass  sich  jedes  Problem  der  Mechanik, 
welches  nur  zwei  BestinmiungsstUcke  enthält  und  für  welches 
ausser  dem  Integrale  der  lebendigen  Kraft  noch  ein  zweites, 
von  /  freies,  Integral  bekannt  ist,  auf  Quadraturen  zurück- 
fuhren liisst ') . 

Nimmt  man  nämlich  diejenige  Verticalebene ,  in  der  nach 
Voraussetzung  die  drei  Puncte  m  ,  m%  ,  mt  bleiben,  zur  £  q-Ebene 
und  nennt  /,  und  /2  die  unveränderlichen  Entfernungen  des 
Punctes  m  von  den  Puncten  ///,  und  m2,  so  hat  man  zwischen 
den  6  (Koordinaten  der  drei  Pimcte  die  4  Bedingungsgleichungen  : 

(  mg  4-  mx  Si  +  '»2&  =  0  . 
'    \  m  ij  ~\-  m,  tj{  -f  m2  rtl  =  0 . 

Es  bleiben  also  von  den  6  Coordiuaten  nur  2  willkürlich.  Ueber- 
dies  gilt  für  die  relative  Bewegung  der  drei  Puncte  um  ihren 
Schwerpunct  das  Integral  der  lebendigen  Kraft  und  derFIächen- 


ungleichungen  beschränkten  Systems  materieller  Puncte  sucht«'.  Hier 
bietet  sich  am  natürlichsten  die  Verbindung  der  Puncto  durch  unausdehn- 
bnre  Fäden  und  als  einfachste  Kraft  die  Schwere  dar.  Bei  zwei  schweren 
Puncten,  die  durch  einen  solchen  Kaden  verbunden  sind,  gestalten  sich  die 
Verhältnisse  ungemein  einfach.  Sobald  die  Anfangsgeschwindigkeiten  der 
beiden  Puncte  nicht  genau  dieselben  sind,  tritt  stets  nach  einer  gewissen 
Zeit  Spannung  des  Fadens  ein  und  von  diesem  Momente  an  bleibt  der  Faden 
während  der  ganzen  Bewegung  gespannt.  Das  nächstliegende  Problem  ist 
nun  das  der  Bewegung  dreier  schwerer  Puncte,  von  denen  zwei  mit  dem 
dritten  durch  unausdehnbare  Fäden  verbunden  sind.  Um  aber  dies  Pro- 
blem zu  lösen,  müsste  man  zuerst  die  Bewegung  der  drei  Puncte  unter  der 
Voraussetzung  bestimmt  haben ,  dass  die  beiden  Verbindungsfäden  durch 
starre  Gerade  ersetzt  worden  seien. 
1 )  Dynamik  p.  174. 
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satz.  Man  befindet  sich  also  in  dem  Falle  des  Jacobischen  Satzes 
und  das  Problem  ist  lösbar. 

Die  wirkliche  Zurückführung  des  Problems  auf  Quadraturen 
geschieht  wohl  am  einfachsten  direct  durch  Satz  I.  auf  folgende 
Weise. 

Erfüllt  man  die  Bedingungen  A)  durch  die  Substitutionen  : 

gj  =  £  -f-  /,  cos  r/>!  ,     i^t  =  *l  H-  'i  sin  Vi ) 
S%  =  £  -f-  h  cos  Vi »    *?2  =  1  +  h  sin  '^2 » 
und  setzt  ///  -f  m,  +  w2  =  Jf,  so  ergeben  die  (ileichungen  B)  : 
m,  /,  los  qn  +  m->/>  cos  <p>  »'i  *i  sin  y,  -f-  m>  h  si»  <jP2 

5  =  — F~      " »  *   m 

womit  alle  6  Coordinaten  durch  die  beiden  Winkel  ipv  und  r/>2 
ausgedrückt  sind. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  für  die  rela- 
tive lebendige  Kraft  der  drei  Puncte  um  ihren  Schwerpunct  den 
Ausdruck : 

T=±^[ax  <p{i—  2  b  cos  {(pi—<p2)  V\  Vi  +  °*  ^i2] » 

worin  zur  Abkürzung: 

w,  (m  -f-  W2)  /12  =  «1 , 
m,  m2  Ii  l2  =  b, 
tn2  [in  -f-  =  «2 

gesetzt  worden  ist.  Setzt  man  daher  noch 

Vi  =  Vi  +  1 

so  kommt  nach  I.,  da  nur  die  Schwere  wirken  soll  ,  die  Aufgabe 
zurück  auf  das  Problem  : 

dfFdt  =  0  , 

wo : 

2  F  =  a,  (pE  +  </>')2—  2  *  cos  lP  iV'i  +     )     +  «2  0*'2  • 

Von  den  Differentialgleichungen  dieses  Problems  kann  man  aber 
sofort  die  beiden  Integrale  hinschreiben : 

tt  =  a2, 

d  F 

j—,  =  a4  (*jp2  +  '/>')  —  6  cos  V  (2  Vi  +  V )  +  «»  ^2  = 
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die  nichts  anderes  sind,  als  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 
und  der  Flächensatz.  Das  letzte  Integral  liefert: 

f  2       «,  -f-  a<2  —  lb  cos«// 
und  verwandelt  somit  das  erste  integral  oder  die  Gleichung : 

in  : 

,?2  —  (o,  —  b  cos  ip) 2  i//'2  4-  a,  (a,  +  a2  —  2  6  cos  0)  i//2 
=  a2  (oj  -f-  o-2  —tb  cos  <//)  . 

Durch  Auflösung  nach  i//2  folgt. 

.  f%       «2  (flj  +  «a—  2  j  ^'os  «/>)  —  ß2 

"  aj  02  —  b-  cos  2  «/> 

Also  erhalt  man  zunächst: 


1        r~t/         „2(«|  + «2-26  COS  V)-/*2  ^' 

und  weiter  nach  C) : 

/*      ü\  —  b  COS  \1>  .  , 

<p*  -  ci  -=  -yai+ai_itcos^  •  rf 

.   ^  r  dip  1  /        "i  «a  — cos« »/' 

'  »/  "t  +  «•_>—  2  6  cos  i//  p  «-  (a,  +  «2  —  26  cos  i/')  —  * 

Das  Problem  der  Bewegung  dreier  schwerer  Puncto,  von  denen 
zwei  mit  dem  dritten  durch  starre  Gerade  verbunden  sind,  führt 
also  schon  in  dem  einfachsten  Falle,  wo  die  Anfangspositionen 
und  Anfangsgeschwindigkeiten  der  drei  Puncto  in  einer  verti- 
calcn  Ebene  enthalten  sind,  auf  hyperelliptische  Integrale. 
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W.  Hankel,  lieber  die  photo-  und  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Flussspathes.  *) 

In  der  Sitzung  vom  23.  April  1877  habe  ich  eine  kurze 
vorläufige  Mittheilung  Uber  die  von  mir  auf  gefärbten  Fluss- 
späthen  durch  die  Einwirkung  des  Lichtes  erzeugten  elektrischen 
Spannungen  gemacht.  Die  Veranlassung  zu  der  Entdeckung  die- 
ser photoelektrischen  Erregbarkeit  des  Flussspathes  gab  mir, 
wie  ich  damals  erwähnt  habe,  die  Wahrnehmung,  dass  auf  der 
Oberflache  der  violblau  erscheinenden  Flussspathkryslalle  von 
Weardale  durch  Temperaturanderungen  elektrische  Spannungen 
entstanden.  Die  Untersuchung  der  durch  die  Einwirkungen  des 
Lichtes  hervorgerufenen  elektrischen  Spannungen  nahm  jedoch 
bis  zu  jener  Sitzung  mein  Interesse  so  vollständig  in  Anspruch, 
dass  ich  in  der  oben  erwähnten  Mittheilung  hinzufügte,  ich  hätte 
bis  dahin  nicht  Zeit  gehabt ,  die  infolge  von  Temperaturände- 
rungen auftretenden  elektrischen  Spannungen  ihrer  Entstehung 
und  Bedeutung  nach  näher  zu  erforschen. 

Nachdem  ich  dann  theils  durch  Kauf,  theils  durch  die 
freundliche  Unterstützung  der  Herren  Professoren  Zirkel  ui»d 
Weisbach  eine  grössere  Anzahl  farbiger  Flussspathkrystalle  er- 
langt, habe  ich  die  Untersuchung  von  Neuem  aufgenommen,  und 
beide  Erregungsweisen ,  sowohl  die  photoelektrische  als  auch 
die  thermoelektrische,  einer  sorgfältigen  und  umfassenden  Prü- 
fung unterworfen. 

Die  Ergebnisse  derselben  sind  in  der  Abhandlung *),  welche 
ich  mich  beehre  heute  der  mathematisch-physischen  Klasse  vor- 
zulegen, zusammengestellt. 

In  dem  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  ist  das  bei  den 
■  • 

*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  3.  März  1879. 

1)  Elektrische  Untersuchungen.  Vierzehnte  Abhandlung,  lieber  die 
photo-  und  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Flussspathes.  Bd.  XX 
der  Abhandlungen  der  Künigl.  Sächs.  Ges.  der  Wiss.,  oder  Bd.  XII  der 
malb.-phys.  Klasse.  Mit  drei  Tafeln. 
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Versuchen  angewandte  Verfahren  ausführlich  erläutert,  während 
der  zweite  Theil  die  Beobachtungen  der  photoeleklrischen  und 
thermoelektrischen  Spannungen  auf  der  Oberfläche  von  24  FIuss- 
spathkrystallen  darlegt,  und  zwar  mit  Zuhulfenahme  von  drei 
Tafeln ,  auf  welchen  die  einzelnen  Flüchen  der  untersuchten 
Krystalle  abgebildet  sind.  In  diese  Zeichnungen  habe  ich  die 
an  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  gemessenen 
Werlhe  der  elektrischen  Spannungen  eingetragen  und  zur 
leichteren  Uebersicht  die  positiven  und  negativen  Flächenslücke 
durch  verschiedene  Farben  kenntlich  gemacht. 

Bei  diesen  Untersuchungen  wurden  die  Krystalle  bis  auf 
die  zu  prüfende  Fläche  (Kante,  Ecke)  in  Kupferfeilicht  eingesetzt 
und  dann  die  freie  Fläche  der  Bestrahlung  durch  das  zerstreute 
Tageslicht,  oder  durch  das  directe  Sonnenlicht,  oder  durch  das 
elektrische  Kohlenlicht  unterworfen. 

Es  wurden  untersucht:  1)  grüne  Flussspät  he  von  Wear- 
dale  und  Aiston  Moor;  2)  im  reflectirten  Lichte  violblau  er- 
scheinende Krystalle  derselben  Fundorte;  3)  ein  blauer  Fluss- 
spath  vom  Churprinz  bei  Freiberg;  4)  im  reflectirten  Lichte 
schwach  bräunlich  erscheinende  Krystalle  von  Weardale ;  5)  ein 
hraunweisser  Flussspath  aus  England;  6)  ein  grünlichweisser 
Flussspath  aus  Cornwall;  und  7)  fast  farblose  Flussspalhkryslalle 
von  Slolberg  am  Harz. 

Die  violblau  aussehenden  Krystalle  von  Weardale  und  Ai- 
ston Moor  zeigen  diese  Farbe  nur  im  reflectirten  Lichte;  im 
durchgehenden  erscheinen  sie  grünlich,  doch  ist  diese  grünliche 
Färbung  meistens  nur  schwach  und  geht  öfter  ins  Grauliche 
Uber;  auch  wechseln  bisweilen  grüne  Schichten  mit  rothen  ab. 
Anders  verhält  sich  der  blaue  F'lussspath  vom  Churprinz ;  seine 
Substanz  ist  nicht  durchsichtig,  vielmehr  meistens  so  trübe, 
dass  sie  fast  undurchsichtig  wird  und  nur  an  reineren  Stellen 
sieh  durchscheinend  zeigt.  Das  durch  sie  hindurch  gegangene 
Licht  erscheint  hellblau,  während  das  reflectirle  eine  viel  dunk- 
lere blaue  Nüance  darbietet. 

In  dem  dritten  Theile  der  Abhandlung  sind  sodann  die  aus 
den  Beobachtungen  sich  ergebenden  allgemeinen  Resultate  zu- 
sammengestellt worden. 

Da  es  nicht  möglich  ist,  in  diesem  Berichte  auf  die  Beob- 
achtungen an  den  einzelnen  Krystallen  näher  einzugehen,  so  be- 
schränke ich  mich  auf  eine  Angabe  der  allgemeinen  Resultate. 
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Photoelektricitiit. 

Die  Mitten  der  Würfelflächen  der  Flussspalhkrystalle  wer- 
den durch  die  Belichtung  negativ  ;  die  Intensität  dieser  nega- 
tiven Spannungen  nimmt  nach  den  Riindern  und  besonders  nach 
den  Ecken  hin  ab;  auf  manchen  Flächen  erstreckt  sich  dieselbe 
bis  zu  den  Rändern  und  Ecken. 

Bei  den  meisten,  namentlich  grosseren  Krystallen  zeigen  je- 
doch die  Fxken  und  zum  Theil  auch  die  seitlichen  Ränder  der 
Flächen  die  entgegengesetzte ,  also  positive  Polarität.  Gewöhn- 
lich  ist  dieselbe  aber  auf  einen  kleineren  Flächenraum  be- 
schränkt, als  die  in  dem  mittleren  Theile  herrschende  negative. 
Liegt  daher  die  ganze  Würfel  fläche  (oder  die  an  ihrer  Stelle  be- 
findlichen Flächen  des  häufig  vorhandenen  sehr  stumpfen  Pyra- 
midenwürfels) frei,  so  wird  die  positive  Elektricität  der  Ecken 
und  Ränder  in  ihrer  Vertheilungswirkung  auf  den  zur  Prüfung 
angenäherten  und  mit  dem  Goldblättchen  des  Elektrometers 
verbundenen  Platindraht  leicht  durch  die  stärkere  negative  Elek- 
tricität der  mittleren  Theile  unterdrückt  und  kommt  nicht  zur 
Erscheinung;  sie  kann  aber  durch  Bedecken  der  mittleren 
Theile  mit  zur  Erde  abgeleitetem  Kupferfeilicht  in  ihrer  Wirkung 
sichtbar  gemacht  werden. 

Die  Grenzen  zwischen  dem  positiven  und  negativen  Be- 
reiche einer  Krystalllläche ,  und  ebenso  die  Verhältnisse  der  In- 
tensitäten ,  welche  die  beiden  F^lektricitäten  auf  einer  solchen 
Fläche  zeigen,  lassen  sich  durch  die  Art  der  Bestrahlung,  na- 
mentlich wenn  auch  noch  mehr  oder  weniger  grosse  Stücke  der 
seitlich  anliegenden  Würfelflächen  dem  Lichte  gleichzeitig  mit 
ausgesetzt  werden,  etwas  verschieben  und  ändern. 

Auf  das  Hervortreten  der  positiven  Polarität  an  den  Ecken 
und  besonders  auch  an  den  Rändern  ist  ferner  die  Art  ,  wie  die 
Krystalle  sich  gebildet  haben,  von  Einduss.  Auf  der  der  Anwach- 
sungsstelle  gerade  gegenüber  liegenden  Würfelfläche  erscheint 
vorzugsweise  negative  Elektricität;  diigegen  zeigen 'die  Bruch- 
stücke derjenigen  Flächen,  welche  zwischen  dieser  vollständig 
ausgebildeten  Fläche  und  der  Anwachsungsstelle  liegen,  an  ihren 
ausgebildeten  Rändern  stärkere  und  ausgedehntere  positive 
Spannungen,  deren  Intensität  jedoch  von  dem  Rande  nach  dem 
mittleren  und  dem  verbrochenen  Theile  hin  abnimmt.  Diese 
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Bruchstücke  stellen  mehr  oder  weniger  nur  den  gegen  die 
vollständig  ausgebildete  Flüche  hin  gelegenen  Rand  der  be- 
treffenden Würfelflächen  dar. 

Die  Bruchflächen ,  welche  durch  das  Abbrechen  des  Kry- 
stalles  von  anderen  Krvstallen  oder  von  fremdem  Gesteine  ent- 

■ 

standen  sind,  und  also  an  und  in  der  Umgebung  der  ehemaligen 
An wachsungsstelle  liegen,  werden  durch  Belichten  positiv. 

Diese  positive  Polarität  der  Bruchflächen  besitzt  meistens 
eine  nicht  unbeträchtliche  Slärke;  bei  vielen  Krvstallen  über- 
trifft sie,  namentlich  wenn  den  Bruchflächen  der  Farbstoff  nicht 
fehlt,  in  ihrer  Intensität  die  auf  der  Mitte  der  vorhandenen  Kry- 
stallflächen  erregte  negative  Spannung. 

Eben  dies  gilt  auch  von  den  Stücken  der  ebenen  Durch- 
gangstlächen ,  welche  zwischen  und  neben  den  Bruchflächen  an 
dem  verbrochenen  Ende  auftreten. 

Das  Verhalten  von  Durchgangsflächen,  welche  an  dem  frei 
ausgebildeten  Knde  der  Würfel  durch  Anschlagen  entstehen, 
habe  ich  wegen  Mangels  an  geeignetem  Material  noch  nicht  er- 
mitteln können. 

Die  im  Vorstehenden  charakterisirte  Wirkung  des  Lichtes 
auf  die  Flussspathkryslalle  geht  hauptsächlich  von  den  chemisch 
wirkenden  Strahlen  aus;  sowohl  hinter  einem  mit  Kupferoxydul 
roth  gefärbten  Glast?,  als  auch  hinter  einer  Schicht  einer  klaren 
Lösung  von  schwefelsaurem  Chinin  ist  die  Erregung  der  Elek- 
tricität  nur  äusserst  gering,  während  sie  durch  Einschaltung 
einer  Schicht  Wasser  oder  Alauniösung  in  den  Weg  der  Strahlen 
nicht  wesentlich  vermindert  wird. 

Bei  sehr  empfindlichen  Krvstallen  genügt  schon  ein  kurzes 
Aussetzen  an  das  Tageslicht ,  um  merkliche  elektrische  Span- 
nungen zu  erhalten;  durch  läugeres  Belichten  steigt  die  Inten- 
sität derselben. 

Die  directen  Strahlen  der  Sonne  wirken  viel  kräftiger  als 
das  zerstreute  Tageslicht. 

Noch  stärker  erregeud  ais  das  Sonnenlicht  zeigt  sich  das 
elektrische  Kohlenlicht,  so  dass  durch  letzteres  selbst  auf  Kri- 
stallen, welche  durch  längeres  Aussetzen  an  das  zerstreute  oder 
directe  Sonnenlicht  keine  merklichen  elektrischen  Spannungen 
annehmen,  solche,  bisweilen  sogar  in  ziemlicher  Stärke  ,  her- 
vorgerufen werden  können. 

Auch  durch  das  Licht  der  Entladungsfunken  zwischen  zwei 
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Leydener  Fluschen  lassen  sich  photoelektrische  Spannungen  auf 
den  Flussspalhkrystallen  erzeugen,  wahrend  das  Licht  einer 
Geissler'schen  Röhre  ungenügend  erscheint. 

Am  stärksten  photoelektrisch  erregbar  sind  die  grünen  Kry- 
stalle  von  Weardale,  und  es  nimmt  die  Intensität  der  durch 
eine  gleiche  Bestrahlung  erregten  elektrischen  Spannungen  im 
Allgemeinen  mit  der  Tiefe  der  Färbung  zu.  Weniger  erregbar 
sind  die  in  ihrer  Masse  schwachgrünlich  oder  graugrünlich  ge- 
färbten, aber  durch  Fluorescenz  prächtig  violblau  erscheinenden 
Flussspüthe  von  Weardale  und  Alslon  Moor,  sowie  die  enten- 
blauen vom  Churprinz  bei  Freiberg.  Die  durchsichtigen,  braun- 
roth  fluorescirenden  Flussspathkrystalle  von  Weardale  werden 
meistens  durch  das  Tageslicht,  und  zum  Theil  selbst  durch  das 
Sonnenlicht  nicht  elektrisch,  wohl  aber  durch  das  elektrische 
Kohlenlicht.  Die  weissl ichgrünen  Flussspäthe  von  Cornwall 
zeigen  sich  nur  schwach  elektrisch;  eben  dies  gilt  auch  von  den 
fast  farblosen  Krystallen  von  Stolberg  arn  Harz ,  bei  denen  der 
eigentümliche  Fall  vorkam,  dass  auf  einem  sehr  schönen, 
grossen  Krystalle  beim  Belichten  blos  die  der  am  reinsten  aus- 
gebildeten Ecke  entsprechende  positive  Polarität  auftrat,  wäh- 
rend die  negative  auf  den  Mitten  der  Flächen  sich  nicht  hervor- 
rufen Hess,  selbst  nicht  durch  das  elektrische  Kohlenlicht.  Auf 
den  gelben  Annaberger  Krystallen  konnte  weder  durch  Tages- 
und Sonnenlicht .  noch  auch  durch  das  elektrische  Kohlenlicht 
eine  elektrische  Spannung  erzeugt  werden. 

Die  auf  den  Flussspalhkrystallen  durch  Belichtung  hervor- 
gerufenen Spannungen  haben  das  Eigentümliche,  dass  sie  beim 
Stehen  im  Dunkeln  nicht  in  die  ihnen  polar  entgegengesetzten 
übergehen.  Wird  die  Fläche  eines  durch  Belichtung  stark  elek- 
trisirten  Flussspathes  mittelst  Ueberstreichens  mit  einer  Alkohol- 
flamme  von  der  auf  ihr  vorhandenen  Elektricilät  befreit,  so 
bleibt  sie,  ins  Dunkle  gestellt,  uneleklrisch ,  oder  es  erscheint 
noch  ein  kleiner  Rest  der  vorherigen  Ladung,  die  also  nicht  voll- 
ständig hinweggenommen  war. 

Die  Erregung  der  Elektricität  durch  das  Licht  erfolgt  durch 
einen  Vorgang,  bei  welchem  der  Farbstoff  der  Krystalle  bethei- 
ligt ist.  Durch  sehr  langes  und  starkes  Belichten  lässt  sich  die 
Erregbarkeit  der  Flächen  beträchtlich  schwächen,  und  die  ge- 
ringen Spannungen ,  welche  öfter  gerade  auf  den  am  vollkom- 
mensten ausgebildeten  Flüchen  mancher  Krystalle  auftreten, 
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während  die  umliegenden  Flächen  stärkere  Spannungen  «eigen, 
sind  wohl  meist  eine  Folge  davon ,  dass  diese  Kryslalle  in  den 
Schaukästen  der  Museen  so  gelegen  haben,  dass  eben  jene  voll- 
kommenen Flächen  dem  Beschauer  und  somit  dem  Lichte  zu- 
gekehrt gewesen  und  dadurch  in  ihrer  Erregbarkeit  geschwächt 
worden  sind.  Auf  einer  absichtlich  durch  zu  langes  und  star- 
kes Bestrahlen  geschwächten  Fläche  stellt  sich  selbst  durch 
jahrelanges  Aufbewahren  im  Dunkeln  die  frühere  Empfindlich- 
keit nicht  wieder  her. 

Mit  der  Beteiligung  des  Farbstoffes  bei  der  Erregung  der 
Elektricität  steht  auch  der  vorhin  angeführte  Umstand,  dass  nach 
dem  Entfernen  der  durch  Belichtung  erzeugten  Elektricität  beim 
Stehen  im  Dunkeln  keine  Umkehrung  in  die  entgegengesetzte 
Polarität  eintritt,  in  Verbindung. 

Durch  eine  müssige  Erhitzung  der  Flussspathkrystalle  wird 
die  pholoeleklrische  Erregbarkeit  derselben  erhöht.  Bereits  eine 
Erhitzung  bis  80°  C.  wirkt  in  dieser  Beziehung  günstig,  noch 
mehr  eine  Erhitzung  bis  130  oder  4  50°C.  Eine  sehr  viel  höhere 
Temperatur  muss  selbstverständlich  die  pholoeleklrische  Eigen- 
schaft zerstören;  es  wäre  selbst  möglich,  dass  schon  bei  der 
öfter  von  mir  angewandten  Temperatur  von  4  80°  G.  die  Grenze, 
bei  welcher  die  Erregbarkeit  am  meisten  erhöht  wird  ,  bereits 
etwas  überschritten  ist. 

Dabei  bleibt  es  fraglich ,  ob  auch  bei  frisch  aus  der  Grube 
genommenen,  dem  Lichte  noch  nicht  preisgegebenen  und  da- 
durch in  ihrer  photoelektrischen  lugenschaft  noch  nicht  ge- 
schwächten Flussspalhkrystallen  eine  Erhitzung  bis  150°  eben- 
falls die  Erregbarkeit  durch  das  Licht  zu  erhöhen  vermag,  oder 
ob  nur  auf  bereits  geschwächten  Krystallflächen  der  Zustand 
mehr  oder  weniger  angenähert  wiederhergestellt  wird,  wie  er 
ursprünglich  auf  dieser  Fläche  bestand.  Es  hat  mir  wenigstens 
den  Eindruck  gemacht ,  als  ob  auf  frischen  Bruchflächen  durch 
eine  Erhitzung  die  photoelektrische  Erregbarkeit  nicht  wesent- 
lich erhöht  wird. 

Die  Masse  der  Flussspathkrystalle  und  ebenso  ihre  Ober- 
fläche isolirt  vortrefflich  und  hält  die  elektrische  Ladung  unge- 
mein lange.  Dieses  Verhallen  der  Oberfläche  hängt  wohl  mit 
dem  Umstände  zusammen,  dass  dieselbe  vom  Wasser  nicht  be- 
netzt wird. 
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Thermoelektrieität 

Durch  die  Verschiedenheit  zwischen  den  Ecken-  und  Flä- 
chenaxen  der  Flussspathkry stalle  ist  die  Möglichkeit  gegeben, 
dass  auf  ihrer  Oberfläche  durch  Temperaturänderungen  elek- 
trische Spannungen  auftreten ,  und  zwar  folgen  diese  elektri- 
schen Vorgänge  dem  bei  allen  thermoelektrischen  Kryslallen 
ausnahmelos  bewahrheiteten  Gesetze ,  dass  die  Polaritäten  bei 
sinkender  Temperatur  gerade  die  entgegengesetzten  sind  als  bei 
steigender. 

Beim  Steigen  der  Temperatur  stimmen  nun  die  auf  der 
Oberfläche  der  Flussspathkrystalle  entstehenden  elektrischen 
Spannungen  in  ihrem  Vonteichen  mit  den  durch  die  Belichtung 
hervorgerufenen  Uberein. 

Beim  Sinken  der  Temperatur  verwandeln  sich  diese  von 
der  Erhitzung  erzeugten  Elektricitäten  in  die  entgegengesetzten  ; 
die  beim  Erkalten  auftretenden  Spannungen  sind  also  sowohl 
den  durch  die  Steigerung  der  Temperatur  als  auch  den  durch 
die  Belichtung  entstehenden  entgegengesetzt. 

Obwohl  nun  die  durch  die  Belichtung  und  die  durch  Ei- 
nübung der  Temperatur  hervorgerufenen  elektrischen  Spannun- 
gen in  ihrem  Vorzeichen  Ubereinstimmen  ,  so  muss  ihre  Ent- 
stehung doch  auf  verschiedenen  Vorgängen  beruhen,  oder  wenn 
sie  durch  denselben  Vorgang  erzeugt  werden  ,  so  muss  solcher 
durch  die  Belichtung  einen  vollständigen  Abschluss  finden,  wäh- 
rend derselbe,  wenn  er  durch  eine  mässige  Steigerung  der  Tem- 
peratur entstanden  ist,  nicht  abschliesst,  sondern  bei  dem  Sin- 
ken derselben  wieder  zurückgeht;  denn  die  bei  steigender 
Temperatur  auftretenden  Polaritäten  kehren  sich  bei  dem  Er- 
kalten um,  während  nach  der  Belichtung  die  entgegengesetzten 
Elektricitäten  im  Dunkeln  nicht  auftreten. 

Bei  den  durch  das  Licht  stark  erregbaren  Flussspäthen  ruft 
auch  die  Temperaturänderung  eine  ziemlich  starke  elektrische 
Polarität  hervor;  sie  ist  bei  diesen  Kryslallen  jedoch  stets 
schwächer  als  die  durch  das  Licht  erzeugbare. 

Bei  manchen  durch  das  Licht  weniger  erregbaren  Kry- 
slallen sind  dagegen  die  thermoelektrischen  Spannungen  grösser 
als  die  pholoelektrischen ;  dies  tritt  ein  bei  manchen  Flächen 
der  grünen  und  violblauen  Krystalle ,  bei  denen  jedoch  wahr- 
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scheinlich  die  Empfindlichkeit  gegen  das  Licht  durch  vorherge- 
gangene schädigende  Einwirkungen  geschwächt  worden  ist. 
Durchweg  die  photoelektrischen  an  Stärke  übertreffend  zeigen 
sich  aber  die  thermoelektrischen  Spannungen  auf  den  braun- 
röthliehen  oder  braunvioletten  Krystallen ,  welche  im  Sonnen- 
lichte gar  nicht  und  nur  durch  das  elektrische  Kohlenlicht  eini- 
germassen  elektrisch  werden.  Auch  bei  den  fast  farblosen 
Krystallen  von  Stolberg  am  Harz  sind  öfter  die  thermoelektri- 
schen Spannungen  stärker  als  die  photoelektrischen. 

Aus  dem  Vorsiehenden  ergiebt  sich  nun  sofort  die  Verlhei- 
lung der  thermoelektrischen  Polaritäten  auf  der  Oberfläche  der 
Flussspalhkrystalle. 

Bei  steigender  Temperatur  sind  ebenso  wie  beim  Belichten 
die  Mitten  der  Wtirfelflächen  negativ;  diese  negative  Spannung 
nimmt  von  hier  aus  nach  den  Bändern  und  namentlich  nach 
den  Ecken  hin  ab.  Sehr  oft  steigt  die  ganze  Fläche  negative 
Polarität. 

Auf  anderen,  namentlich  grösseren  Krystallen  treten,  ent- 
sprechend den  Vorgängen  beim  Belichten,  an  den  Ecken,  und 
wohl  auch  noch  an  den  Bändern  positive  Spannungen  hervor. 

Beim  Erkalten  sind  die  Polaritäten  die  gerade  entgegenge- 
setzten; die  Mitten  der  Flächen  zeigen  positive  Elektricität,  ab- 
nehmend nach  den  Bändern  und  den  Ecken.  Letztere  zeigen 
entweder  noch  schwache  positive  Elektricität  oder  tragen  nega- 
tive Spannungen.  Diese  negativen  Spannungen  sind  oft  zu 
schwach,  um  bei  ganzer  freier  Fläche  wahrgenommen  zu  wer- 
den; durch  Bedecken  der  mittleren  positiven  Theile  mit  zur 
Erde  abgeleitetem  Kupferfei  licht  können  sie  sichtbar  gemacht 
werden . 

Wenn  die  Grenzen  zwischen  den  positiven  und  negativen 
Bereichen  auf  den  Flächen  bei  der  Belichtung  öfter  etwas  anders 
verlaufen  als  bei  der  Abkühlung,  oder  die  Verhältnisse  zwischen 
den  Intensitäten  in  beiden  Fällen  nicht  genau  dieselben  sind,  so 
wird  diese  Abweichung  dadurch  bedingt,  dass  die  Belichtung 
den  Krystall  in  anderer  Weise  trifft  als  die  Abkühlung,  wie  ja 
solche  Schwankungen  selbst  bei  verschiedenen  Bestrahlungen 
vorkommen. 

Auf  den  Flächen  ,  welche  durch  Abbrechen  der  Krystalle 
von  ihrer  Unterlage  entstanden  sind,  mögen  sie  unregelmässig 
verlaufende  Bruchflächen  oder  Stücke  von  ebenen  Durchgängen 
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sein,  erscheint  bei  steigender  Temperatur  positive,  bei  sinken- 
der negative  Polarität. 

Die  beim  Erkalten  hervortretenden  elektrischen  Spannun- 
gen werden  stärker,  wenn  die  vorhergehende  Temperatursleige- 
rung  eine  höhere  war,  wenigstens  innerhalb  der  Grenze  bis 
1500  C. 


C.  Neumann.  lieber  das  Princip  der  virtuellen  oder  fucul- 
lativen  Verrüekungen .  *) 

Schon  in  meinen  Vortrügen  an  der  Universität  Halle  (1K5H 
bis  63)  habe  ich  für  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen 
einen,  wie  mir  scheint,  besonders  einfachen  Beweis  gegeben. 
Ich  erlaube  mir  denselben  im  Folgenden  milzuthcilen. 

§1- 

Ueber  das  Oleichgewicht  eines  Fadens. 

Ein  in  sich  zurücklaufender  unausdehnbarer  Faden  gehe 
durch  irgend  welche  Anzahl  fesler  Hinge,  und  sei  mittelst  dieser 
Hinge  gespannt.  Wirken  nun  auf  diesen  Faden  in  «,  y**)  die 
Kräfte  ein  At  B,  B' ,  C,  C"  (vergi.  die  beistehende  Figur),  und 


Figur  i . 


*)  Vorgetragen  in  der  Silzung  am  4  6.  Juni  IK79;  zum  Druck  uber- 
geben am  I.  Marz  18S0. 

**)  «  soll  der  Angriffspunkt  von  A  sein,  ferner  ß  der  AngriflsfMiiikl  von 
B  und  B\  endlich  y  derjenige  von  C  und  C\ 
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sind  all'  diese  Kräfte  von  gleicher  Stärke,  so  ist  offenbar 

A*q  (AtBtIT)f*) 
also  weil  A,  B'  einander  zerstören : 
(I.)  AA(\B. 
In  gleicher  Weise  ergieht  sich: 

Bäq  [Bt  C,  C), 
also  weil  B,  G"  einander  zerstören : 
M  ÄäqC; 
also  nach  (I.),  (2.)  : 
(3.)  ;läq£äqC 

Nennt  man  also  jede  Kraft,  welche  (wie  z.  B.  J,  B,  C)  in  der 
Richtung  des  Fadens  wirkt ,  eine  tangentiale  Kraft ,  so  ergiebt 
sich  der  Satz,  dass  eine  solche  tangentiale  Kraß,  unbeschadet 
ihrer  Wirkung,  längs  des  Fadens  beliebig  verlegt  werden  kann, 
z.  B.  von  a  nach  (J ,  nach  y,  u.  s.  w.  Wirken  mithin  auf  den 
Faden  beliebig  viele  tangentiale  Kräfte  ein,  theils  im  einen  thcils 
im  andern  Sinne,  so  wird  Gleichgewicht  stattfinden ,  sobald  die 
Summe  der  im  einen  Sinne  wirkenden  Kräfte  ebensogross  ist 
wie  die  Summe  der  im  andern  Sinne  wirkenden. 


Figur  2. 


Bequemer  ist  es,  alle  Kräfte  in  einer  fei  Sinn  zu  rechnen, 
indem  man  die  in  diesem  Sinne  wirkenden  als  positive,  die  im 
entgegengesetzten  Sinne  wirkenden  als  negative  Grössen  be- 
trachtet.   Dann  lautet  der  Satz  : 

Der  Faden  befindet  sich  unter  dem  Einßuss  tangentialer  (durch- 

*}  Das  Zeichen  aq  stellt  als  Abkürzung  für  aequivalmL 
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weg  in  demselben  Sinne  gerechneter]  Kräfte  im  Gleichgewicht, 
sobald  die  Stimme  dieser  Kräfte  =  0  ist. 

Ist  der  Faden  in  Folge  einer  angebrachten  llemiiivonich- 
Umg  //(Fig.  S)  nur  in  einem  Sinne  beweglich,  und  sind  A,  B,  C 
die  in  diesem  Sinn  gerechneten  Kräfte,  so  wird  Bewegung  ein- 
treten, falls 

(4.a)  A  +  B  +  C  >  0, 

ist,  hingegen  Gleichgewicht  vorhanden  sein,  wenn 

(4.b)  A  +  B+C<0 

ist.  in  Fig.  2  ist  die  Hemmvorrichtung  dargestellt  durch  einen 
mit  dem  Faden  verbundenen  Kegel,  welcher  gegen  die  feste 
Ebene  //aufschlägt;  so  dass  also  der  Faden  nur  in  der  Richtung 
des  Pfeiles  gh  sich  bewegen  kann. 

§2. 

Sich  anschliessende  Bemerkungen. 

Erste  Bemerkung.   Sind  m.  m  zwei  materielle  Punkte, 
ferner  m  n  .  m  n'  zwei  gegebene  von  diesen  Punkten  ausgehende 
Linienelemente,  so  kann  man,  falls  mtl  und  m' n  gleich  lang  sind, 
leicht  einen  Apparat  construiren,  durch  welchen  jene  Punkte  diese  . 
Linieneleinente  gleichzeitig  zu  durchlaufen  gezwungen  werden. 


Figur  3. 


Zu  diesem  Zwecke  denke  man  sich  einen  in  sich  zurück- 
laufenden durch  feste  Ringe  gespannten  Faden  von  solcher  Figur, 
dass  eine  Strecke  desselben  durch  die  Punkte  /«,  «,  und  eine 
andere  Strecke  desselben  durch  m',  n'  geht.  Zugleich  denke 
man  sich  die  materiellen  Punkte  m  und  m'  an  diesem  Faden  be- 
festigt. Alsdann  ist  der  verlangte  Apparat  construirt.  Dann  lässt 
man  auf  diesen  Faden  irgend  eine  tangentiale  Kraft  wirken,  so 
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wird  in  der  Thal  m  das  Linienelement  m  n ,  und  iri  das  gleich 
grosse  Linienelement  tri  n  durchlaufen. 

Zweite  Bemerkung.  Sind  die  den  Punkten  m,  m'  vorge- 
schriebenen Wegelemente  mn,  tri  ri  von  verschiedener  Lange, 
so  kann  man  Aehnliches  erreichen ,  indem  man  zu  dem  Faden 
noch  gewisse  Hebelvorrichtungen  hinzufügt. 

Zu  diesem  Zwecke  construire  man  (vergl.  Fig.  4)  über  m  n 
und  tri  ri  als  Grundlinien  zwei  einander  ähnliche  gleichschenklige 
Dreiecke  o  m  n  und  o  m'  ri,  deren  Ebenen  beliebig  im  Räume 
liegen  können ,  und  errichte  auf  diesen  Ebenen  in  o  und  o  die 
Normalen.  Sodann  denke  man  sich  diese  Normalen  als  feste  Axen, 
um  welche  die  Punkte  m  und  tri  mittelst  der  materiellen  Arme 
o  m  und  o'm'  drehbar  sind*). 

In  den  Dreiecken  omn  und  o'm'  ri  construire  man  zwei  den 
Grundlinien  rnn  und  m' ri  parallele  Linien  aß  und  a' f?  von 
solcher  Lage,  dass 

(5.)  oa  =  o  a 

ist ;  so  dass  also  die  Dreiecke  oaß  und  o'  a  ß'  gleichschenklig  und 
einander  congi'itent  sind.  Sodann  denke  man  sich  einen  in  sich 
zurücklaufenden  durch  Ringe  gespannten  Faden  von  solcher 
Figur,  dass  eine  Strecke  desselben  durch  die  Punkte  er,  ß,  und 
eine  andere  Strecke  desselben  durch  a,  ß'  geht.  Zugleich  denke 
man  sich  diesen  Faden  in  er  an  dem  Hebelarm  o/h,  und  in  er'  an 
dem  Hebelarm  o'm'  befestigt.  —  Alsdann  ist  der  zu  conslru- 
irende  Apparat  vollendet.  Denn  lüsst  man  auf  den  Faden  eine 
tangentiale  Kraft  einwirken ,  so  werden  von  den  Punkten  er,  et' 
die  (einander  gleichen)  Wegelcmente  aß,  aß',  mithin  von  den 
Punkten  m,  m'  die  vorgeschriebenen  Wegelemente  m  n ,  m'ri 
durchlaufen  werden. 

Will  man  erreichen,  dass  die  zu  m  n,  m'ri  entgegensetzten 
Verdickungen**)  unmöglich  werden,  so  braucht  man  den  Faden 

*)  mn  soll  ein  Lm'icnelemenl ,  also  eine  unendlich  kleine  Linie  sein. 
Demgemäss  ist  das  gleichschenklige  Dreieck  o  mn  unendlich  schmal;  und  es 
wird  also  dieses  Dreieck  auch  angesehen  werden  können  als  ein  unendlich 
schmaler  Kreisseclor.  Dreht  man  also  den  Punkt  m  mittelst  des  Armes  om 
um  die  in  o  (senkrecht  zur  Ebene  omn)  construirte  Axe,  so  durchläuft  der 
Punkt  m  das  gegebene  Linienelement  m  n.  —  Analoges  gilt  vom  Dreiecke 
o'm'  n\ 

**)  t'nter  zwei  zu  mn  und  m'  n'  entgegengesetzten  Verrückungon  ver- 
stehe ich  solche,  die  mit  mn  und  w'n'  von  gleicher  Grösse  und  entgegen- 
gesetzter Richtung  sind. 
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nur  mit  einer  geeigneten  Hemmvorrichtung  zu  versehen  (wie 
solches  in  untenstehender  Figur  bei  ff  angedeutet  ist).  Alsdann 
sind  nur  solche  Verrückungen  möglich,  welche  mit  den  vorge- 


r 


Figur  4. 


schricbcncn  Vcrrückungen  m  n,  m'ri  proportional  und  von  glei- 
cher Richtung  sind.  —  Der  in  solcher  Weise  vervollständigte 
Apparat  mag  kurzweg  der  den  Wegelementen  m  n}  m'  n'  correspon- 
dirende  Apparat  genannt,  und  mit  ß  bezeichnet  werden.  Dieser 
Apparat  h  besteht  also,  um  die  Hauptsache  zu  recapituliren,  aus 
den  festen  Axen  o,  o',  ferner  aus  den  an  diesen  Axcn  angebrach- 
ten Hebelarmen  o  m,  o'm',  ferner  aus  dem  mit  diesen  Hebelarmen 
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in  «,  «'  verbundenem,  durch  feste  Ringe  gehenden  Faden,  und 
endlich  aus  der  angebrachten  liemmvorrichtung. 

Dritte  Bemerkung.  Ob  nun,  bei  Vorhandensein  des 
Apparates  ß,  die  beiden  Punkte  m  und  rn  unter  dem  Einfluss 
gegebener  Kräfte  P  und  P  (vergl.  die  letzte  Figur)  im  Gleich- 
gewicht sind,  lässt  sich  leicht  beurtheilen. 

Nach  dem  Hebelgesetz  ist  nämlich  die  aufm  wirkende  Kraft 
P  ersetzbar  durch  eine  in  a  angreifende  Kraft  A ,  welche  mit 
jener  in  Bezug  auf  die  Axe  o  einerlei  Drehungsmoment  besitzt. 
Giebt  man  also  dieser  Kraft  A  die  Richtung  aßt  so  wird  man 
ihre  Stärke  zu  bestimmen  haben  durch  die  Formel 

(o  a)  A  =  (o  m)  P  cos  (P,  m  n) ; 
woraus  mit  Rücksicht  auf  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  oaß 
und  omn  sich  ergiebt: 

In  ähnlicher  Weise  kann  die  auf  m'  wirkende  Kraft  P  ersetzt 
werden  durch  eine  in  a  angreifende  Kraft  A'  von  der  Richtung 
a  ß'  und  der  Stärke  : 

,7.)  A'-(g$  Fi* 

Denkt  man  sich  aber  P,  P  durch  diese  neuen  Kräfte  A,  A' 
ersetzt,  so  sieht  man  sofort  [vgl.  (4.  a,  b)]  dass  Bewegung  ein- 
treten wird,  falls 

(8.a)  A  +  Ä  >  0 

ist,  und  dass  andererseits  Gleichgewicht  herrschen  wird,  falls 
(8.b)  A  +  A'<Q 

ist.  Diese  Formeln  (8.a,  b)  führen,  falls  man  für  J,  Ä  ihre 
Werthe  (6.),  (7.)  substiluirt,  und  beachtet,  dass  (a  (i)  =  (<x  ß') 
ist,  [vgl.  {5.)J,  zu  folgendem  Satz: 

Bei  Vorhandensein  des  Apparates  £1  werden  die  beiden  Punkte 
m,  m'  unter  dem  Einßuss  der  gegebenen  Kräfte  P,  P  in  Beivegung 
gerulhen  oder  in  Buhe  bleiben,  jenachdem  der  Ausdruck 
(9.)  P(mn)  cos  (P,  mn)  -+-  P(m  n)  cos  (P,  m  n'} 

>  0  oder  <  0  ist. 

Vierte  Bemerkung.  Dieser  Salz  (9.J  wird  offenbar  in 
Kraft  bleiben ,  wenn  man  sich  den  Punkt  m  gezwungen  denkt 
auf  einer  vorgeschriebenen  Curve  zu  bleiben,  von  welcher  mn 
ein  Element  ist.  Ueberhaupt  wird  der  Salz  in  Kraft  bleiben, 
wenn  mau  zu  den  Beschränkungen,  denen  die  Punkte  /«,  m' 
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mittelst  des  Apparates  ii  unterworfen  sind,  noch  irgend  welche 
andere  Besch ränkungen  11  hinzufügt,  falls  nur  diese  letzteren 
den  Verrtlckungen  mn,  m'n  kein  Hinderniss  in  den  Weg  legen. 
Statt  dabei  zuerst  des  Apparates  Q  und  dann  der  Beschränkun- 
gen II  zu  gedenken,  kann  man  offenbar  auch  umgekehrt  zuerst 
die  Beschränkungen  11  sich  vorstellen,  und  dann  den  Apparat  il 
hinzufügen;  also  folgendermassen  sich  ausdrucken: 

Sind  die  von  den  Kräften  P,  P  sollicitirten  Punkte  in,  tri 
irgend  welchen  Beschränkungen  II  unterworfen ,  und  m  n  ,  m'n' 
irgend  zwei  mit  diesen  Beschränkungen  Jl  verträgliche  Verrückun- 
gen, so  werden  die  Punkte  m,  m' ,  nach  Hinzufügung  des  mit  diesen 
Verrückungen  mn,  m'n'  correspondirenden  Apparates  £2,  in  Be- 
wegung gerathen  oder  im  Gleichgewicht  sein,  jenuchdem  der  Aus- 
druck 

(40.)        P{mn)  cos  (P,  mn)  +  P(m'n')  cos  (P\  mV) 
>  0  oder  <  0  ist. 

§3. 

Ableitung  des  Frincips  der  virtuellen  Verrückungen. 

Die  den  Beschrankungen  il  unterworfenen  Punkte  m,  m' 
mögen  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  P,  Pr  im  Gleichgewicht  sein. 
Gleichzeitig  wollen  wir  irgend  ein  mit  den  Beschränkungen  II 
verträgliches  System  von  Verrückungen  mit  mn,  m'n'  bezeich- 
nen. Alsdann  wird  jenes  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  P,  P' 
vorhandene  Gleichgewicht  offenbar  fortdauern ,  sobald  man  zu 
den  Beschränkungen  JT  noch  den  den  Verrückungen  »im,  m'n' 
correspondirenden  Apparat  Q  hinzutreten  lässt.  Folglich  wird 
nach  (40.)  der  Ausdruck 

P(ron)  cos  (P,  mn)  -h  P'(mV)  cos  (#*,  mn') 
<  0  sein.  *)    Also  der  Satz  : 

! Befindet  sich  das  den  Beschränkungen  II  unterwor- 
fene System  m  ,  m'  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  P,  P 
im  Gleichgewicht,  so  wird  die  Arbeit  dieser  Kräfte  für 
jedwedes  mit  den  Beschränkungen  II  verträgliche  System 
von  Verrückungen  <i  0  sein. 

*)  Denn  wäre  dieser  Ausdruck  >  0,  so  müssten  die  Punkte  wi,  «»',  zu- 
folge des  Satzes  (10j,  in  Bewegung  gerathen;  dies  aber  würde  im  Wider- 
spruch sein  mit  der  von  uns  gemachten  Voraussetzung  (dass  Gleichgewicht 
stattfindet  . 
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Wir  wollen  andererseits  annehmen,  dassdas  den  Beschrän- 
kungen JI  unterworfene  System  m,  in  unter  dem  Einfluss 
der  Kräfte  P,  V  in  Bewegung  gerathe ,  und  die  Beschaffenheit 
derjenigen  unendlich  kleinen  Wegelemente/««,  wiV,  welche 
bei  dieser  Bewegung  wahrend  der  Zeit  dl  durchlaufen  werden, 
einer  näheren  Untersuchung  unterwerfen. 

Offenbar  würden  diese  Wegelemente  m  n ,  m'  n'  während 
der  Zeit  dt  auch  dann  durchlaufen  worden  sein,  wenn  das 
System  m,  in'  nicht  nur  den  Beschränkungen  /I,  sondern  gleich- 
zeitig auch  den  mit  mn,  m  n'  correspondirenden  Beschrän- 
kungen ß  unterworfen  gewesen  wäre;  und  hieraus  folgt  nach 
(40.),  dass  der  Ausdruck 

P(mn)  cos  (P,  to n)  +  P'JmV)  cos(P\  tri  n') 
>  0  sein  muss  *) .   Also  der  Satz  : 

Gertith  das  anfangs  ruhende  und  den  Bedingungen 
II  unterworfene  System  m ,  iri  unter  dem  Einfluss  der 
(12.)  I  Kräfte  P,  V  in  irgend  welche  Bewegung,  so  wird  die  von 
den  Kräften  P,  Pr  während  des  ersten  Zeitelements  dieser 
Bewegung  verrichtete  Arbeit  >>  0  sein. 
Ist  also  unter  allen  mit  den  Bedingungen  JI  verträglichen 
Systemen  von  virtuellen  Verrückungen  kein  einziges  vorhanden, 
für  welches  die  von  jenen  Kräften  verrichtete  Arbeit  >  0  sein 
würde,  so  muss  Gleichgewicht  vorhanden  sein.  Mit  andern 
Worten : 

Das  den  Beschränkungen  II  unterworfene  System 
m,  to'  befindet  sich  unter  dem  Einfluss  der  Kräfte  P,  P 
(13.)^  im  Gleichgewicht,  wenn  die  Arbeit  dieser  Kräfte  für  jed- 
wedes mit  den  Beschränkungen  II  verträgliche  System 
von  Veimickungen  5j  0  sein  würde. 
Diese  Sätze  (11.)  und  (13.)  repräsentiren  bekanntlich  das 
Princip  der  virtuellen  Verrückungen  für  den  Fall  von  zwei  Punk- 
ten. Dass  man  in  genau  derselben  Art  dieses  Princip  für  beliebig 
viele  Punkte  beweisen  kann,  bedarf  keiner  weiteren  Erläuterung. 

§4. 

Ueber  die  im  Vorhergehenden  angewandten  Grundsätze. 

In  Bezug  auf  die  gegebenen  Bedingungen  oder  Besch rän- 

*)  Denn  wäre  der  Ausdruck  <  0 ,  so  würde,  zufolge  des  Salzes  (10.), 
Gleichgewicht  vorhanden  sein;  was  unserer  Voraussetzung  widerspricht. 
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kungen  sind  im  Vorhergehenden  folgende  (irundsMze  als  maass- 
gebend  betrachtet  worden. 

Erster  Grundsatz.  Das  Gleichgewicht  eitles  materielle}} 
Systems  kann  durch  Hinzufugung  irgend  welcher  Bedingungen, 
die  mit  dieser  Gleichgewichtslage  in  Einklang  sind,  keine  Störung 
erleiden. 

Zweiter  Grundsatz.  Die  Bewegung  eines  materiellen  Sy- 
stems kann  durch  Hinzufügung  von  Beschränkungen,  die  mit  dieser 
Bewegung  in  Einklang  sind,  keine  Abänderung  erfahren. 

Von  diesen  Grundsätzen  aus  ergiebt  sich,  wie  im  Vorher- 
gehenden gezeigt  ist,  das  Princip  der  virtuellen  Verrückungen 
[d.  i.  die  Richtigkeit  der  Satze  (H.;  ,  [12.)  und  [13.)]  mit  mathe- 
matischer Notwendigkeit  —  aber  nur  für  die  Statik.  In  der 
Thal  bleibt  die  Gültigkeit  des  Princips  für  die  Dynamik  eine 
Hypothese.  Und  diese  Hypothese  ist  es,  über  welche  ich  in 
einem  früheren  Aufsatz  [diese  Berichte,  1869,  Seite  257]  einige 
Betrachtungen  angestellt  habe. 

§5. 

Anhang.  Mittheilnng  eines  Briefes  von  Ganss  an  Möbius. 

Wenn  ich  in  der  Ueberschrift  des  gegenwärtigen  Aufsatzes 
die  virtuellen  Verrückungen  als  facultative  Verdickungen  be- 
zeichnet habe,  so  beruht  solches  auf  einer  gelegentlichen  Aeus- 
serung  von  Gauss,  die  sich  vorfindet  in  einem  1837  von  Gauss 
an  Möbius  gerichteten  Briefe.  Ich  erlaube  mir  diesen  auch  in 
mancher  andern  Hinsicht  interessanten  Brief)  hier  wortgetreu 
folgen  zu  lassen : 

Brief  von  Gauss  an  Möbius  vom  Jahre  1837. 
»Hochgeschatztester  Freund« 

»Für  Ihr  so  schätzbares  Werk  über  die  Statik,  sowie  für  Ihr 
»gütiges  Schreiben  sage  ich  Ihnen  meinen  verbindlichsten  Dank. 
»Unter  den  ununterbrochenen  Zerstreuungen  unserer  Festwoche 
»habe  ich  gar  keine,  und  in  den  nächstfolgenden  Tagen  habe  ich 

*)  Dieser  Brief  ist  Eigenthum  der  hiesigen  Sternwarte;  und  ich  bin  dem 
Director  derselben  Herrn  Prof.  Brünns  für  die  gütige  Mittheilung  dos  Briefes 
zu  grossem  Dank  verpflichtet.    C.  N. 
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»nur  erst  wenige  Stunden  frei  gehabt,  und  Ihr  Werk  eigentlich 
»nur  erst  ein  wenig  durchblättern  können.  Indessen  genug,  um 
»Ihre  gewohnte  Gründlichkeit  und  Gediegenheit  zu  erkennen; 
»mich  verlangt  nach  der  Zeit,  wo  ich  es  mit  Müsse  werde  lesen 
»können.« 

»Anmerkungen  über  Ihr  Werk  kann  ich  Ihnen  demnach 
»jetzt  noch  gar  keine  geben.  Ich  will  jedoch,  Ihnen  mein  Intcr- 
»esse  an  dem  Gegenstande  selbst  zu  zeigen,  eine  kleine  Bemer- 
»kung  Über  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  oder 
»wie  ich  lieber  spreche  ,  das  Princip  der  virtuellen  Bewegungen 
»beifügen;  welcher  Sie  aber  das  Flüchtige  und  Ungeordnete  der 
»Einkleidung  nachsehen  müssen.« 

»Ich  kann  nicht  leugnen,  dass  ich  mit  der  Art,  wie  dieses 
»Princip  gewöhnlich  dargestellt  wird,  nicht  ganz  zufrieden  bin ; 
»selbst  der  Begriff'  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  oder  besser 
»der  virtuellen  Bewegungen,  scheint  mir  nicht  alle  zu  wün- 
»schende  Pracision  und  Rundung  zu  haben.« 

»Ich  habe  ein  Paarmahl  Veranlassung  genommen,  das  herr- 
liche Princip  in  derjenigen  Gestalt,  wie  ich  es  wohl  bei  münd- 
»lichen  Vorträgen  darzustellen  pflege,  auszusprechen,  z.  B.  im 
»ersten  Articel  meiner  Theoria  generalis  figurae  fhiidorum.  Es 
»scheint  dies  aber  wenig  beachtet  zu  sein,  vermuthlich,  weil  es 
»nur  so  beiläufig  vorkommt ,  ohne  das  Unterscheidende  beson- 
»ders  hervorzuheben  oder  umständlich  zu  moliviren.  Nur  ein- 
»mal  erinnere  ich,  mit  Herrn  Prof.  Dirksen  aus  Berlin  über 
»meine  Fassung  gesprochen  zu  haben,  wobei  ich  die  Satisfaction 
»hatte  ihn  zu  überzeugen,  was  freilich  durch  eine  mündliche 
»Üiscussion  leichter  geschieht,  als  durch  ein  Paar  in  der  Eile 
»geschriebene  Zeilen.« 

»Der  Name  virtuelle  Bewegung  scheint  mir  etwas  unge- 
»schickt  gewählt  zu  sein ;  indessen  ist  er  einmal  recipirl.  Am 
»a.  0.  finden  Sie  meine  scharfe  Bestimmung  des  Begriffs.  Wäre 
»der  Name  nicht  einmal  da,  so  wäre  vielleicht  f'acultative  Bewe- 
»gungen  ein  schicklicherer,  und  das  worauf  es  eigentlich  ankommt, 
»bestimmter  bezeichnender.    Doch  in  verbis  simus  faciles.« 

»Wichtiger  aber  erscheint  mir,  dass  alle  Schriftsteller,  auch 
»Lagrange,  das  Princip  enger  gefasst  haben  als  nöthig  ist.  Allen 
»Schriftstellern  sieht  man  die  Fessel  anhängen ,  die  sie  in  den 
»engern  Raum  festbannt ,  wo  nur  von  solchen  Fällen  die  Rede 
»ist  die  Einer  analytischen  Formel  vollständig  unterworfen  sind.« 
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»Dies  aber  ist  nicht  die  Erschöpfung  der  Fälle  der  Natur. 
»Diese  bietet  ebenso  oft  Falle  dar,  wo  die  Eine  analytische  For- 
»mel  nicht  ausreicht*).  Ist  es  dann  nicht  ein  grosser  Gewinn, 
»wenn  man  das  höchste  Princip  der  Statik  so  ausspricht,  dass  es 
»die  wirklichen  Fälle  der  Natur  in  Einem  Schlage  unter  sich  hat?« 

»Ich  erkläre  mich  etwas  deutlicher.« 

»Unter  den  Bedingungen ,  denen  die  facultative  Bewegung 
»eines  Systems  materieller  Punkte  unterworfen  ist,  führt  man 
»z.  B.  wohl  an,  dass  einer  der  materiellen  Punkte  sich  nur  in 
»einer  bestimmten  Flache  bewegen  kann,  setzt  dies  in  Gleichung, 
»u.  s.  w.  Allein  in  der  Natur  ist  dies  fast  nie  so;  vielmehr  ge- 
»wöhnlich  so,  dass  die  Flache  quaest.  nur  die  O&p/ fläche  eines 
»materiellen  Solidum  ist,  dessen  Impenetrabilität  den  materiellen 
•  Punkt  nur  hindert,  in  das  Solidum  einzudringen,  aber  nicht, 
»sich  davon  zu  entfernen.« 

»Ein  zweites  Beispiel  wäre,  dass  zwei  materielle  Punkte 
»eine  unveränderliche  Distanz  von  einander  behalten  müssen. 
»Aber  in  der  Natur  ist  es  äusserst  häufig  nur  so  wenn  z.  B.  die 
»Verbindung  durch  einen  biegsamen  Faden  geschieht),  dass  die 
»Distanz  nicht  grösser  werden  kann,  wahrend  nichts  sie  hindert, 
»dass  sie  kleiner  werde.« 

»Es  Hessen  sich  noch  andere  Beispiele  auffuhren,  wobei  ich 
»mich  aber  nicht  aufhalten  will.« 

»Die  gewöhnliche  Einkleidung  schliessl  nun  ,  für  sich  be- 
»trachtet,  alle  solche  in  der  Natur  so  häutigen  Fälle  aus;  meine 
»Einkleidung  umfasst  sie  auf  einmal  alle  mit.« 

»Ich  muss  mich  heute  auf  diese  wenigen  Andeutungen  be- 
»schränken,  aber  sapienti  sat.« 

»Es  Hessen  sich  noch  mehrere  andere  Umstände,  betrell'end 
»die  ersten  Gründe  der  Statik  und  Bewegungslehre  namhaft 
»machen,  die  mir  bei  den  üblichen  Behandlungen  nicht  tief  genug 
»aufgefasst  zu  sein  scheinen.  Allerdings  muss  man  dabei  aber 
»immer  bedenken,  für  welchen  Zweck  und  für  welche  Leser 
»geschrieben  ist,  und  dass  wo  die  Leser,  für  welche  man  schreibt, 
»keinen  Ansloss  nehmen,  es  vielleicht  gar  nicht  wohlgethan  wäre, 
»tiefer  einzudringen,  als  ihnen  frommt.« 

»Aber  für  diejenigen,  die  gern  Alles  aus  dem  höchsten  und 

*)  Stall  »nicht  ausreicht*  stellt  im  Gauss'schen  Manuseripl:  »ausreicht«  , 
was  wohl  ohne  Zweifel  ein  in  der  angegebenen  Weise  zu  verbessernder 
•Schreibfehler  ist. 
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»allgemeinsten  Gesichtspunkt  betrachten ,  scheint  mir  in  allen 
»Schriften  zu  wenig  auf  die  Unterscheidung  des  absoluten  und 
»der  relativen  Räume  eingegangen  zu  werden.  Man  halt  sich  von 
»vornherein  immer  nur  an  die  Phänomene  auf  unserer  als  ruhend 
»betrachtet  werdenden  kleinen  Erde,  ohne  sich  darüber  zu 
»rechtfertigen.  Ich  gebe  übrigens  gern  zu,  dass  es  nicht  ganz 
»leicht  ist,  gleich  von  vornherein  Alles  aus  dem  höheren  Stand- 
»punct  eines  über  der  materiellen  Welt  stehenden  Geistes  dar- 
»zustellen ,  und  dass  die  Hülfe ,  welche  die  Haarspaltereien  der 
»sogenannten  Meinphysiker  geben,  nur  eine  sehr  ungenügende 
»sein  möchte.« 

»Sehen  Sie  nlles  Dieses  nur  so  an .  dass  ich  eine  mit  Mühe 
»herausgerissene  halbe  Stunde  habe  verwenden  wollen,  mich 
»mit  Ihnen  Uber  einige  Ideenanregungen  etwas  zu  besprechen, 
»wofür  so  wenige  Menschen  nur  den  Sinn  haben.« 

»Unser  Septembertermin  wird  morgen  und  übermorgen 
»wie  gewöhnlich  abgewartet  werden.  Aber  der  nächste  Novem- 
»bertermin  soll,  da  ich  Herrn  von  Humboldt  damit  einen  Gefallen 
»zu  thun  glaube,  etwas  versetzt  und  etwas  früher  gehalten 
»werden,  etwa  vom  13 — 14  November  oder  14 — 15  November, 
»um  zu  sehen,  ob  in  den  berichtigten  Sternschnuppenzeiten 
»bedeutende  Magnetische  Bewegungen  vorkommen.  Die  genaue 
»Bestimmung  des  Tages  (übrigens  nach  gewöhnlicher  Art  0h  bis 
»24h  Götlinger  M.  Z.)  habe  ich  Herrn  von  Humboldt  überlassen, 
»der  sie  nächstens  durch  die  Zeitungen  puhliciren  wird.  In 
»oninem  eventum  wird  es  auch  noch  besonders  brieflich  den  Co- 
»operatoren  angezeigt  werden.« 

»Erhalten  Sie  Ihr  freundliches  Andenken« 

»Ihrem  ergebensten« 
»C.  F.  Gauss.« 

»Göttingen  den  29.  September  1837.« 
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Furtwangler,  Ad.,  DerSatyr  aus  Pergamon.  XL.  Programm  z.  Winckel- 
mannsfeste  der  archaeologischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Bei  lin  1880. 

Publicationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd.  4. 
Potsdam  1879. 

Siebenundfünfzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Cultur.  Enthalt  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten 
und  Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  1879.  Breslau  1880. 

Schriften  der  physikalisch-ükonom.  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jahrg.  4  8 
(1877),  Abth.  2.  Jahrg.  19  (1878),  Abth.  4.2.  Jahrg.  20  (4879),  Abth. 
4.  2.  Jahrg.  24  (4  880  ,  Abth.  4.    Konigsb.  d.  J. 

Bericht  über  die  im  J.  1879  den  Herzogl.  Sammlungen  des  Schlosses 
Friedenstein  zugegangenen  Geschenke.    Gotha  1880. 

Pertsc h,  Wilh.,  Die  arabischen  Handschriften  der  Herzogl.  Bibliothek 
zu  Gotha.    Bd.  2,  Heft  2.    Gotha  1880. 

Acta  Academiae  Carolinae  Leopoldinae  Caesareae  German,  naturae  curio- 
sorum.    Vol.  37—40.    Dresden,  Halle  1875—78. 

Leopoldina.  Amtliches  Organ  der  kais.-leopoldinisch-carolinisch-deutschen 
Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XV,  No.  9—12.  21.  22.  Heft  XVI. 
No.  4— 20.    Halle  4879.  80. 

Bericht  über  die  Sitzungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle 
i.  J.  4879.    Halle  4879. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutseben  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  4  879,  Heft  8—4  2.  Jahrg.  4  880,  Heft  4—6.  Berlin  4  879.  80. 

Gemeinfassliche  Mittheilungen  aus  den  Untersuchungen  der  Commission 
zur  wissenschaftl.  Untersuchung  der  deutschen  Meere.   Kiel  4  880. 

Erster  Jahresbericht  der  Geographischen  Gesellschaft  zu  Hannover.  4  879. 

Jahresbericht  des  physikal.  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  für  das  Rechnungs- 
jahr 4  878—4  879.  Frankfurt  a.  M.  4  880. 

Sitzungsberichte  der  physikal. -medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft  4  4. 
(Nov.  4  878  —  Aug.  4  879).    Erlangen  4  879. 

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Jahrg.  26  (4879),  No.  1—12.  Nürnberg  d.  J.  — 
25.  Jahresbericht  des  Germanischen  Nationalmuseums. 

Verhandlungen  der  physikal. -medicin.  Gesellsch.  in  Würzburg.  Neue  Folge. 
Bd.  XIV,  Heft  1—4.  Würzburg  1880. 

Vierteljahrshefte  für  Württembergische  Geschichte  u.  Alterthumskunde. 
Herausg.  von  d.  Kgl.  Statist. -topogr.  Bureau.  Jahrg.  2,  Heft  1 — 4. 
Stuttg.  1879. 
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Verhandlungen  des  nalurhistor.-mcdicin.  Vereins  zu  Heidelberg.  Neue 
Folge.   Bd.  II,  Heft  5.   Heidelberg  4  880. 

Neunzehnter  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heil- 
kunde.  Giessen  1880. 

Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  für  Naturkunde.    Jahrg.  34  u.  32. 

Wiesbaden  4  878.  79.  - 
Bericht  der  Wetterauischen  Gesellschaft  für  die  gcsammte  Naturkunde 

zu  Hanau  über  den  Zeitraum  vom  34.  Dec.  4873  bis  35.  Jan.  4879. 

Hanau  4879. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern, 

4878  (64.  Jahresversammlung).    Bern  4879;   in  St.  Gallen,  4879 

(62.  Jahresversammlung).    St.  Gallen  4  879. 
Basier  Chroniken.    Hrsg.  von  der  histor.  und  antiquarischen  Gesellschaft 

in  Basel.   Bd.  2.  Hrsg.  v.  Wilh.  Vis  eher  u.  Hnr.  Boos.  Leipzig 

4880. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4  878. 
No.  937—64  ;  aus  d.  J.  4879  (No.  962 — 78).  Bern  4  879.  80. 

Jahresbericht  der  nalurforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  Neue 
Folge.    Jahrg.  XXII  (Vereinsjahr  4  877— 78).    Chur  4879. 

Memoires  de  la  Societö  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Geneve. 
T.  XXVI,  P.  2.   Geneve  4  879. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Welenschappen.  Afdcel.  Letterkunde 
Deel  XII.  Amsterdam  4  879.  —  Afdeel.   Natuurkunde.   Deel  XIX. 
Amsterdam  4  879. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. IL  Reeks.  Deel  8.  Amsterdam  4  879.  —  Afdeel.  Natuur- 
kunde.   IL  Reeks.  Deel  4  4.  Amsterdam  4  879. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 
4  878.   Amsterdam  4  878. 

Processen -Verbaal  van  de  gewone  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  4  878  —  April  4  879. 

Esseiva,  Petr. ,  Virginis  maturioris  querelae.  Elegia  praemio  aureo 
ornata.    Acc.  Elegia  Joannis  van  Leeuwen.    Amstelod.  4  879. 

Programma  certaminis  poetici  ab  Academia  Regia  diseiplinarum  Neer- 
landica  ex  legato  Hoeufftiano  indicti  in  annum  4  880. 

Verslag  van  den  Staat  der  Sterrenwacht  te  Leiden  in  het  tijdvak  van  d. 
4.  Juli  4  879  tot  de  laatste  dagen  der  maand  Juni  4  880  ,  uitgebr. 
door  H.  G.  van  de  Sande  Bakhuyzen.  Amsterdam  4880. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  physiologisch  Laboratorium  der  Utrechtsche 
Hoogeschool.  Uitgeg.  door  F.  C.  Donders  en  Th.  W.  Engel- 
mann.  Derdc  Reeks.  V,  Aflcv.  3.   Utrecht  4  880. 

Natuurkundige  Verhandelingen  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  we- 
lenschappen ,  te  Haarlem.  III.  Verzameling.  Deel  4 ,  Stuk  4 
(Ho  ff  mann,  C.  K.,  Untersuchungen  über  d.  Bau  u.  d.  Entwick- 
lungsgesch.  d.  Hirundineen).    Haarlem  4  880. 

Archives  neerlandaises  des  sciences  exaetes  et  naturelles,  publ.  par  la 
SocieH6  Hollandaise  des  sciences  ä  Hartem.  T.  XIV,  Livr.  3—5. 
T.  XV,  Livr.  4.  2.    Harlem  4  879.  80. 

Programme  de  la  Societe  Hollandaise  des  sciences,  ä  Harlem.  Annöe  4  880. 
—  Naamlijst  van  directeuren  en  leden  van  de  Hollandsche  Maat- 
schappij der  wetensch.  te  Haarlem.    24.  Mei  4  879. 

Archives  du  Musee  Teylcr.    Vol.  V,  2.  Partie.    Haarlem  1880. 


Verhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbaarden  Godsdienst, 
uitgeg.  door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.  N.  Ser.  Deel  7.  8. 
Haarlem  1879.  80. 

Annales  de  la  Sociötö  entomologique  de  Belgique.  T.  XXII.  Bruxelles  1879. 

Comptes-rendus  de  la  Sociötö  entomologique  de  Belgique.  S6r.  II. 
No.  69 — 72.  —  Assembler  gönörale  extraordinaire  convoquee  p.  la 
commemoration  de  la  fondation  de  la  Societö  entomol.  de  Belgique 
le  4  6.  Oct.  4  880.    Bruxelles  4  880. 

Annales  de  l'Acad^mie  d'archäologie  de  Belgique.  T.  XXXV  (—  III.  Stfr., 
T.  V).    Anvers  4  879. 

Acadömie  d'archöologie  de  Belgique.  Bulletin  II  (III.  Ser.  des  Annales), 
Fase.  4.  5.  Anvers  4877.  78.  Bulletin  (III.  S6r.  des  Annales),  Se- 
conde  Partie,  9 — 5.   Anvers  4  879.  80. 

Bullettino  dell'  Istituto  di  corrispondenza  archeologica  per  l'anno  4  879, 
No.  4  2  (und  Elenco  de'  partieipanti  alla  fine  dell'  anno  4  879). 
4880,  No.  4—44.  Roma  4880. 

Atti  della  R.  Accademia  dei  Lincei.  Anno  CCLXXVI  (4  878—79).  Ser.  III. 
Memorie  della  classe  di  scienze  fisiche,  matem.  e  naturali,  Vol.  3.  4. 
Roma  4  879.—  Memorie  della  classe  di  scienze  morali,  storiche  e 
filologiche.  Vol.  8.  Roma  4  879.  —  Anno  CCLXXV1I  (4  879— 80j. 
Ser.  HI.  Transunti.  Vol.  4,  Fase.  4—7.  Roma  4  880.  —  Anno 
CCLXXVIII  (4  880—84).  Ser.  III.  Transunti.  Vol.  5,  Fase.  4.  Roma 
4884. 

Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere 
e  scienze  morali  e  politiche.  Vol.  XIV  (Ser.  III,  Vol.  V),  Fase.  4. 
Milano  4  880. 

R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Serie  II.  Vol.  XII. 
Milano  4  879. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze  lettere  ed  arti  in  Modena.  T.  4  8.4  9. 
Modena  4  878.  79. 

Atti  dell'  Accademia  R.  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XV,  Disp.  4 — 8. 
Torino  4  879.  80. 

Bollettino  meteorologico  ed  astronomico  dell'  Osservatorio  della  Reg. 
Universitä  di  Torino.  Anno  XIV  (4  879),  Parte  meteorologica. 
Torino  4  880. 

Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Vol.  IV, 

Fase.  2.  Pisa  4  880. 
Processi  verbali  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali.  Adunanza  del 

4  4.  genn.,  4  4.  marzo,  9.  maggio  4  880. 

Annali  della  R.  Scuola  normale  superiore  di  Pisa.  Deila  Serie  Vol.  4 
(Scienze  fisiche  e  matemat.,  Vol.  2).  Vol.  5  (Filosofia  c  filologia, 
Vol.  3).    Pisa  4  879.  80. 

Pubblicazioni  del  R.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e  di  perfezionamento 
in  Fircnze.  Sezione  di  filosofia  e  filologia.  Vitelli,  G.,  Intorno 
ad  alcuni  luoghi  della  Ifigenia  in  Aulide  di  Euripide.  Paoli,  C, 
Del  papiro,  specialmente  considerato  come  materia  che  ha  servilo 
alla  scrittura.  Milan i,  L.  A. ,  11  mito  di  Filottete  nella  lettera- 
tura  classica  e  nell'  arte  figurata.  —  Accademia  Orientale.  11  com- 
mento  medio  di  Averroe  alla  Retorica  di  Aristotele.  Pubbl.  p. 
la  prima  volla  nel  testo  arabo  da  F.  Lasinio.  Fase.  2.  3.  La 
Ribellione  di  Masacado  e  di  Sutnitomo.  Testo  giapponese,  pubbl. 
p.  cura  di  L.  Nocentini.  La  Ribellione  di  Masacado  ecc,  trad. 
da  L.  Nocentini.    Repertorio  sinico- giapponese,    Fase.  3.  — 
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Sezione  di  scienze  fisiche  e  naturali.  Eccher,  A. ,  Sulla  teoria 
fisica  dell'  clettrotono  nei  nervi.  Ders.,  Sülle  forze  elettromotrici 
sviluppate  dalle  soluzioni  saline.  Tommasi,  D.,  Ricerche  sulle 
formole  di  cosütuzione  dei  composti  ferrici.  P.  4.  Idrati  ferrici. 
Meucci,  F.,  II  globo  Celeste  arabico  del  sec.  XI.  esistente  nel 
Gabinelto  degli  strumenti  antichi  di  astronomia  ecc.  Cavanna, 
G.,  Ancora  sulla  polimelia  nei  batraci  anuri.    Firenze  4  877 — 79. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  4  879. 
Vol.  4  70,  P.  1.  2.  London  4  879.  80.  For  the  year  4  880.  Vol.  4  74  , 
P.  4.  London  4  880.  — The  R.  Society.  4«»  Dec.  4  879  (London  4  880). 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XXIX,  No.  497—99. 
Vol.  XXX,  No.  200—205.    London  4  879.  80. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  Great  Britein.  Vol.  IX,  P.  4.2.  (No.  70. 
74.)    London  4  879. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  Vol.  II,  No.  7«.  Vol.  III,  No.  4—6.  6*.  London  and  Edin- 
burgh 4879.  80. 

Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  44  (4879).  44  (4877—79). 
London  4  879. 

Catalogue  of  Oriental  coins  in  the  British  Museum.  Vol.  4.  5.  London 
4879.  80. 

Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy.  Ser.  II.  Polite  literature  and  anti- 
quities,  Vol.  II,  No.  4.    Science,  Vol.  III,  No.  4.    Dublin  4  879.  80. 

The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  XXVI.  Science.  No.  22. 
Dublin  4  879.  —  Irish  Manuscript  Series.  Vol.  I,  P.  4.  Dublin  4  880. 

Royal  Irish  Academy.  Cunningham  Memoirs.  No.  4  (Casey,  John,  On 
cubic  transformations).  Dublin  4  880. 

The  Journal  of  the  R.  Dublin  Society.  Vol.  7,  No.  45.  Dublin  4  878. 

The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  4, 
P.  4—3.  Vol.  2,  P.  4-6.  Dublin  4  877—80. 

The  scientific  Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  4, 
No.  4—12.    Vol.  2,    No.  4.  2.    Dublin  4  877—80. 

Proceedings  of  the  Belfast  Natural  History  and  Philosophical  Society  for 
the  Session  4878 — 79,  4879—80.  Belfast  1880. 

Journal  de  l'Ecole  polytechnique,  publ.  p.  le  Conseil  d'instruction  de  cet 
etablissement.  Gah.  46.  T.  28;  Cah.  47.  T.  28.  Paris  4879.  80. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Proces-verbaux  des  seances 
de  4  879.    Paris  4  880. 

M6moires  de  la  Sociöte  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
II.  Serie.  T.  III,  Cah.  3.  T.  IV,  Cah.  4.  Paris  4  880. 

Memoires  de  I'Acadömie  des  sciences,  belles-lettres  et  arts  de  Lyon. 
Classe  des  leltres.  T.  48.  Paris,  Lyon  4878—79.  —  Classe 'des 
sciences.  T.  23.   Paris,  Lyon  4  878—79. 

Annales  de  la  Societe  Linneenne  de  Lyon.  Annee  4  877.  78  (Nouv.  Ser. 
T.  24.  25).    Paris,  Lyon  4  878. 

Academie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Memoires  de  la  section 
des  lettres.  T.  VI,  Fase.  4  (Annees  4  878—79).  Montpellier  4  880.  — 
Memoires  de  la  section  de  medecine.  T.  V,  Fase.  2  (Annees  4  877 
— 79).  Montpellier  4  879.  —  Memoires  de  la  section  des  sciences. 
T.  IX,  Fase.  8  (Ann6e  4  879).    Montpellier  4  880. 


Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Yidenskabernes  Solskabs  Forbandlinger 
og  dets  Medlemniers  Arbejder  i  aaret  4  879,  No.  8.  4  880,  No.  4. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  8  Ra;kke.  Naturvid. 
og  mathemal.  Afd.  Bd.  XI,  No.  6  (Hannover*,  Ad.,  Primordial- 
brusken  og  dens  Forbening  i  det  meneskelige  Kranium  for  Fad- 
selen). Bd.  XII,  No.  5  (Thiele,  T.  N„  Om  Anvendelse  af  mindste 
Kvadraters  Methode  i  nogle  Tilfaslde  etc.).    Kjebenhavn  4  880. 

Den  Gronlandske  Ordbog ,  omarbeidet  af  Sam.  Kleinschmidt,  udg. 
paa  Foranstaltning  af  Ministeriet  for  Wirke-  og  Underviisnings- 
va;senet,  og  med  det  Kong.  Danske  Vidensk.  Selskabs  Understet- 
telse  ved  H.  F.  Jorgensen.    Kjebenhavn  4874. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  föranstaltende  af  Entomologiska  Föreningen 
i  Stockholm  utg.  af  J.  Spängberg.  Bd.  4,  H.  4.2.  Stockholm 
4880. 

Nova  Acta  Reg.  Societatis  scientiarum  l'psaliensis.  Ser.  III.  Vol.  4  0, 
Fase.  2.    Upsaliae  4  879. 

Bulletin  m6t£orologique  mensuel  de  l'Observatoire  de  l'Universite  d'üpsal. 
Vol.  VIII  (4876).  IX  (4877).  XI  (4879),  No.  7—42.  üpsal  4877—80. 

Tromso  Museums  Aarshefter.    II.    Tromso  4  879. 

Mömoires  de  l'Acadömie  Imperiale  des  scienecs  de  St.-P6tersbourg. 
VII.  Serie.  T.  XXVI,  No.  42-44.  T.  XXVII,  No.  4—42.  St.-Pe- 
tersbourg  4  879.  80. 

Bulletin  de  l'Acad.  Impör.  des  sciences  de  St. -P6tcrsbourg.  T.  XXVI, 
No.  4.  2.    St.  -Petersbourg  4  880. 

Compte-rendu  de  la  Commission  Imperiale  Archeologique  pour  l'annöe 
4  877.  Avcc  un  alias.    St.-Petersbourg  4880. 

Acta  horti  Petropolitani.   T.  VI,  Fase.  2.   St.-Petersburg  4  880. 

Annalen  d.  physikalischen  Centraiobservatoriums,  herausgeg.  von  H.W  i  Id. 
Jahrg.  4  878,  Th.  4.  2.  St.-Petersburg  4  879. 

Annales  de  rObservatoire  de  Moscou.  Vol.  VI,  Livr.  4.  2.  Moscou  4879.80. 

Bulletin  de  la  Societe  Impör.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annöe  4  879, 
No.  2—«.   4  880,  No.  4.  2.    Moscou  4  879.  80. 

Izveslija  i  ucenyja  zapiski  Imper.  Kazanskago  Universileta.  God  46  (4  879). 
Kazan  4  8*79. 

Acta  Societatis  scientiarum  Fennicae.  T.  XI.   Helsingforsiae  4  880. 

üfversigt  af  Finska  Vetenskaps-Societelens  Förhandlingar.  XXI  (4  878—79). 
Helsingfors  4879. 

Observations  m6l6orologiques  publ.  p.  la  Sociöle  des  sciences  de  Finlande. 
Annec  4  877.  78.    Helsingfors  4  879.  80. 

Bidrag  tili  kannedom  af  Finlands  natur  och  folk  ,  utg.  af  Finska  Veten- 
skaps-Societet.   Haftet  32.   Helsingfors  4  879. 

Xv«yQ<«pT}  tw/'  ln\  to  uxafyfAtxby  trog  4  879/80  (cqx^  to5  l&vixov  IJavE- 

niaxrtfxiov.    2£&qvqciv  4  879. 
Kqiats  im  xov  oixovouüov  ÖHtyoiviopaToi  rov  xrttit  rb  4  879,  vnb  0. 

Hytvxov1.ii.    X&TjVtjatv  4  879. 
Postolacca,  Achill.,  Synopsis  numorum  veterum  qui  in  Museo  numis- 

matico  Athenarum'publico  adservantur.    Athcnis  4  878. 

Heldreich,  Theod.  de,  Catalogus  systemat.  herbarii  Theodori  G.  Or- 
phanidis.    Fase.  I.    Leguminosae.    Florentiae  4  877. 
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Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  XVIII,  July — Dec.  1879 
(No.  4  04).    Jan.  — March  4  S80  (No.  4  05). 
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M.  W.  Drobisch,  Ueber  die  nach  der  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung zu  erwartende  Dauer  der  Ehen.  *) 


Bezeichnen  /w,  /OT+i,  lm+2  •••  der  Sterhlichkeitstafel 
zu  entnehmenden  Zahlen  der  am  Ende  der  Lebensjahre  m, 
m  -+■  1 ,  1)1  +  9,  ...  lebenden  Miinner,  so  sind  die  Wahrscheinlich- 
keiten, dass  ein  Mann  von  m  Jahren  nach  4,  2,  3  ...  Jahren  noch 
leben  wird, 

jgjj       *m+3  „    c  f 
/       »       i       ?      /  *' 

'»I  '«I  *IM 

Haben  /r+2  •••  dieselbe  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 

Frauen,  so  sind  ebenso  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  eine  Frau 
von  /"Jahren  nach  1,  2,  3  ...  Jahren  noch  leben  wird, 

Die  Producte  dieser  Wahrscheinlichkeiten 

/  /-  >  i  #/'  »  ii, 
sind  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  dieser  Mann  und  diese  Frau 
nach  <,  2,  3  ...  Jahren  noch  verbunden  leben  werden,  und 
die  Summe  dieser  Wahrscheinlichkeiten  ist  die  Zahl  der  Jahre, 
bis  zu  deren  Ende  sie  verbunden  zu  leben  hoffen  dürfen.  Es 
kann  daher  diese  Zahl  insofern  als  die  Dauer  der  Verbin- 
dung, oder,  wenn  diese  eine  eheliche  ist,  als  Dauerder  Ehe 
bezeichnet  werden.  Hiernach  ist  nun  die  Dauer  der  Ehe  zwi- 
schen einem  Mann  von  m  und  einer  Frau  von  f  Jahren 

[  1  \  p         _  lm+\  lf+\  +  '»1+2  +  '/+3  +  *  *_1 

\ 1  /  nllli  f  ~  I  ~TT 

In  dieser  Formel  wird  vorausgesetzt ,  dass  beide  Ehegalten  mit 
den  angegebenen  Wahrscheinlichkeitsgraden  zu  dem  höchsten 
ihrem  Geschlecht  erreichbaren  Alter  gelangen  werden.  Nach 


*)  Vorgetragen  und  übergeben  in  der  Sitzung  an»  i.  Marz  1880. 

Math.-phys.  Clause.  1 S80.  < 
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Bnine's  Sterblichkeilstafel  betrügt  dasselbe  für  die  Männer  94, 
für  die  Frauen  99  Jahre.  Daher  bricht  in  der  vorstehenden 
Formel  der  Dividend  mit  dem  Glicde  lm+slf+3  ab,  in  welchem 
z  =  94  —  m  ist. 

Dieselben  Wahrscheinlichkeilen  bestimmen  bekanntlich 
auch  den  gegenwärtigen  Werth  einer  Rente  /),  welche  das  Paar 
am  Ende  jedes  Jahres  ihrer  Verbindung  zu  beziehen  hat,  und 
die  daher  die  Verbindungsren  le  heisst.  Da  es  nämlich  nur 

im  Grade         /+»  wahrscheinlich  ist,  dass  das  Ehepaar  nach 

n  Jahren  noch  verbunden  leben  wird,  so  ist  für  dieses  nie  Jahr 
die  Rente  p  nur  mit 

'*  '/  ' 

in  Ansatz  zu  bringen.  Ein  Capital  c  giebl  aber  ,  wenn  es  zum 
Zinsfuss  r  mit  Zins  auf  Zins  genutzt  wird,  nach  ti  Jahren  diesen 
Werth,  wenn 

•*»  mm  2ü±g  *f+n 


cl  L17~p' 


also  ist,  wenn  man  noch  ^  —  q  setzt, 

~~  i  17~  '  %  ' 
Setzt  man  nun  in  diesem  Ausdruck  successive  n  =  4,  2,  3,  .  .  . 
94  — m ,  so  ist  die  Summe  dieser  Werthe  von  c  das  Capital, 
welches,  mit  Zins  auf  Zins  genutzt,  alle  am  Ende  dieser  Jahre 
nach  ihren  Wahrscheinlichkeitsgraden  fälligen  Renten  deckt, 
und  dieses  der  Zeitw  erth  der  Yerbimlungsrenle,  nämlich 

Offenbar  kann  man  die  Formel  (1)  für  die  Ehedauer  hieraus  auch 
als  speciellen  Fall  ableiten,  der  sich  ergiebt,  wenn  man  p  =  1 
und  q  =  i  setzt. 

In  demselben  Zusammenhang  steht  schon  die  Formel  für 
den  Zeilwerlh  einer  Leibrente,  den  eine  Person,  z.  B.  eine  Frau 
von  f  Jahren,  für  ihre  Lebenszeit  zu  beziehen  hat,  mit  der  For- 
mel, welche  die  Zahl  der  Jahre  bestimmt,  bis  zu  deren  Finde  zu 
leben  dieselbe  hoffen  darf.  Durch  noch  einfachere  Betrachtungen 
als  die,  welche  auf  den  Zeitwerth  der  Verbindungsrente  führen, 
ergiebt  sich  nämlich  als  der  Zeit  wert  h  der  Leibrente  p  einer 
Flau  von  /'Jahren 
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3  nf  =  ? 9  +      <.,2±  r/+»  ca  +  ■  •  •  +  (r+B  c8) 

ff 

wo  3  =  99  —  f.   Man  kann  diese  Formel  sogar  als  speciellen 
Fall  der  vorstehenden  unter  (2)  ansehen,  wenn  man  in  dieser 
im+i  =  fsj+j  _  f^+a  ...  =  f  solzt) 

*#«  *MI  '«I 

was  bedeuten  würde,  dass  die  Frau  mit  einem  Manne  verbun- 
den sei,  von  dem  es  gewiss  wäre,  dass  er  nach  I,  2,  3  ... 
Jahren  noch  leben,  mithin  die  Frau  tiberleben  werde.  Setzt 
man  auch  in  dieser  Formel  p  =  1  und  0=4,  so  ergiebl  sieh  die, 
auch  leicht  direcl  abzuleitende  fUr  die  Zahl  der  Jahre  .  bis  zu 
«leren  Knde  zu  leben  die  Frau  hoffen  darf,  nämlich 

wo  3  =  99  —  fy  und  kann  man  diese  Zahl  insofern  als  die  Le- 
be n  sd  a  u  e  r  der  Frau  bezeichnen. 

Gleichwohl  versteht  man  unter  der  mittleren  Lebens- 
dauereine Zahl,  die  um  ein  halbes  Jahr  grösser  als  die  nach 
der  vorstehenden  Formel  berechnete,  daher  =  i  ■+■  Dt  ist.  Das 
Wort  Lebensdauer  hat  hier  aber  einen  andern  Sinn  und  bedeu- 
tet nicht  die  Zahl  der  Jahre,  bis  zu  deren  Knde  (als  terminus  ad 
quem)  die  Frau  zu  leben,  sondern  die  Zahl  der  Jahre,  inner- 
halb welcher  am  Leben  zu  sein,  oder  welche  zu  durch- 
leben dieselbe  holfen  darf  (die  summa  vitae). 

Sind  nämlich  von  den  //  im  Alter/*  lebenden  Frauen  ioder 
auch  Männern)  nach  n  Jahren  noch  lr+n ,  nach  n  -+■  1  Jahren 
noch  lj+n+\  am  Leben,  so  sind  im  (fi-f-l)len  Jahre  /y+M  — 
lr+n  +  \  gestorben.  Sie  sind  aber  nicht  erst  am  Knde  dieses 
Jahres,  sondern  allmählich  innerhalb  desselben  gestorben.  Man 
wird  daher  annehmen  können,  dass  innerhalb  der  ersten  Hälfte 
des  Jahres  die  Hälfte  der  im  ganzen  Jahr  gestorbenen,  also 
i  (fy+n —  h+n+i)  noch  ain  '-«eben  war.  Und  da  lr+n+\  dieses 
Jahr  überlebten,  so  ist  im  Ganzen  die  Zahl  derer,  die  innerhalb 
des  (n  +  1)ten  Jahres  gelebt  haben, 

1  (fy+t  ~~  lf+n+i)  +  =  4"  Pf*«  **"  ' 

das  arithmetische  Mittel  zwischen  den  Zahlen  derer,  ilie  am 
Anfang  und  Knde  dieses  Jahres  am  Leben  waren.  Setzt  man  nun 
successive  n  ==  0,  1,  2,  3  so  erhält  man  die  Zahlen  derer,  die 
innerhalb  des  1sten,  2ten,  3ten,  4ten  Jahres  etc.  am  Leben  waren, 
und,  wenn  man  diese  Zahlen  durch  lj  dividirl,  die  Wahrschein- 

1  * 
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lichkeiten,  dass  die  Frau  oder  der  Mann)  vom  Alter /' innerhalb 
dieser  Jahre  noch  am  Leben  sein  werde,  nämlich 

ip",Ti-)'  i(^^-3)). 

wovon  die  Summe  offenbar  {  ■+■  D[  ist. 

In  gleicher  Weise  pflegt  man  nun  auch  unter  der  mitt- 
leren Dauer  der  Ehe  eines  Paars,  in  welchem  das  Alter  des 
Mannes  m,  das  der  Frau  f  Jahre  betragt,  eine  Zahl  zu  verstehen, 
die  um  ein  halbes  Jahr  grösser  als  die  nach  der  Formel  (1)  be- 
rechnete, also  gleich  j-+l?#n,  f  ist.  Das  Wort  mittlere  Ehedauer 
bedeutet  aber  dann ,  wie  bei  der  mittleren  Lebensdauer,  nicht 
die  Zahl  der  Jahre  bis  zu  deren  Ende,  sondern  diejenige,  inner- 
halb welcher  die  Ehegatten  verbunden  zu  leben ,  welche  sie 
mit  einander  zu  durchleben  hoffen  dürfen  (die  summa  vitae 
consociatae) .  Diese  Vergrösserung  um  ein  halbes  Jahr  ergiebt 
sich  in  ganz  ahnlicher  Weise  wie  bei  der  mittleren  Lebensdauer. 
Denn  sei  Ao  eine  grössere  Anzahl  von  Ehepaaren  des  angege- 
benen Alters,  Xn  die  Zahl  derjenigen  von  ihnen,  die  nach  « 
Jahren ,  und  An+1  die  Zahl  derselben ,  die  nach  n  -+-  1  Jahren 
noch  verbunden  leben;  so  sind  im  (n  +  1jten  Jahre  Xn  —  An+1 
Ehen  durch  den  Tod  des  Mannes  oder  der  Frau  aufgelöst  wor- 
den. Da  aber  dies  allmählich  innerhalb  dieses  Jahres,  nicht 
plötzlich  am  Ende  desselben  geschehen  ist,  so  folgt  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  der  mittleren  Lebensdauer,  dass  die  Zahl  der 
Ehepaare,  die  innerhalb  dieses  (n-4-1)ten  Jahres  verbunden 
leben  werden,  mit  \ (Xn  •+-  An+1)  anzusetzen,  daher  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Ehepaares,  dieses  Jahr  verbunden  zu  durch- 
leben, 

\  ßn  + 

M    *o  / 

ist.  Nun  sind  aber  ^  und  ~±?  d\e  Wahrscheinlichkeiten,  dass 
das  Paar  bezw.  am  Ende  des  uteri  und  (w-#-4)ten  Jahres 
noch  verbunden  leben  wird,  daher      =        /+»  una*  -jl±1  = 

'«±S^fe*«!+ij  f0]g|ich 

1  Üb  —  jg±il  —  1  Pn+Jf+*  +  !«+JH-1 

*    äo  ' "*i       iMif  r 

Setzt  man  nun  successive  n  as  0, I, 2,3  ...  und  zieht  die  Summe, 
so  ergiebt  sich 
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I         ',«  +  1  lf+\  +  lm+l  lf+2  +  l,„+X  */-».:» 


d.  i.  |  ■+■  Emi  f. 


Die  beiliegende  Tafel  über  die  Dauer  der  Ehen  ist  nach 
Formel  (4)  berechnet.  Es  müssen  daher,  wenn  man  die  soge- 
nannte mittlere  Ehedauer  zu  wissen  verlangt,  die  in  ihr  ent- 
haltenen Zahlen  um  0,5  vergrössert  werden.  Eine  unmittelbare 
Anwendung  finden  aber  diese  Zahlen,  wie  sie  die  Tafel  giebl, 
bei  Bestimmung  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  Frau  vom 
Alter /'ihren  Mann  vom  Alter?«  überleben,  also  Wiltwe  werden 
wird,  die  sich  nach  Tetens  x)  auf  folgende  Weise  ableiten  lässl. 

Die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  diese  Frau  nach  \,  2,  3  ... 
Jahren  noch  leben  wird,  sind  nach  der  vorigen  Bezeichnung 

fct!    fe±!  ll±* 

i/  >  v  '/  "" 

dagegen  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  ihr  Mann  innerhalb 
dieser  Jahre  sterben  wird  (da  lm  —  /m+,  ,  lm+\  —  ^m+J » 
lm+2  —  •••  die  Zahlen  der  in  diesen  Jahren  sterbenden 
Männer), 

lmJ-JjM±l      l/n+\  —  lm+2      (ro+2  ~ 

folglich  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  die  Frau  am  Ende  dieser 
Jahre  noch  leben,  ihr  Mann  aber  in  diesen  Jahren  sterben 
wird, 

lf+l  \lm  —  lm  +  l)       lf+2  (jw±3  Z  ijlS±*  ~  l»'+^ 

1/  [m  1/  Im  1     1/  Im 

Die  Summe  dieser  Wahrscheinlichkeiten  ist  nun  die  Wahrschein- 
lichkeil, dass  irgend  einer  dieser  einander  ausseht iessenden  Fälle 
eintreten,  also  die  Frau  überhaupt  ihren  Mann  Uberleben 
wird.    Diese  Summe  ist  aber 

lm  lf+\  +  ltn+\  lf+2  +  lm+2  */+3  +  • 
Imlf 

  (lw+i  l/+l  +  lm+2  lf+2  +  lm+3  l/+Z  +  •  •  •  >) 

Imlf 

In  diesem  Ausdruck  ist  der  Subtrahend,  nach  Formel  (1),  offen- 
bar Em,  f,  der  Minuend  aber  identisch  mit 


<)  Einleitung  zur  Berechnung  der  Leibrenten  und  Anwartschaften, 
Bd.  I.  §  168. 
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l,n    \  lm-i  h  )  ' 

d.  i.  mit        /im_i-  /-   Und  da  -~   die  Wahrscheinlichkeit  ist, 

dass  ein  Mann  von  m  —  1  Jahren  noch  ein  Jahr  leben  wird,  so 

ist,  wenn  man  -—  =  w,„_i  setzt,  die  Wahrscheinlichkeit  UV, 
•«1—1 

dass  die  Frau  von  /  Jahren  ihren  .Mann  von  //<  Jahren  überleben 
wird, 

m  IU — I 

Durch  gegenseitige  Verlauschung  von  //*  und  f  erhält  man  die 
Wahrscheinlichkeit  Wm ,  dass  umgekehrt  der  Mann  die  Frau 
Überleben  wird,  und  da  noch  der  dritte  Fall  möglich  ist,  dass 
beide  gleichzeitig1)  sterben  werden,  es  aber  gewiss  ist,  dass 
einer  dieser  drei  Fälle  eintreten  wird,  so  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit dieses  dritten  Falles  1  —  Wf  —  Wm. 


Bei  Berechnung  der  beiliegenden  Tafel ,  welcher  Brunos 
Sterblichkeilstafel  zu  Grunde  liegt,  und  welche  sich  auf  die 
Ehen  beschränkt,  die  zwischen  Männern  von  25  bis  90  Jahren 
und  Frauen  von  20  bis  95  Jahren,  die  jedoch  um  nicht  mehr  als 
30  Jahre  jünger  und  nicht  mehr  als  15  Jahre  älter  sind  als  ihre 
Männer,  stattfinden  können,  sind  folgende  zwei  Sätze  in  Anwen- 
dung gekommen. 

Verlauscht  man  in  Formel  (1)  m  mit  m  —  1  und  /'  mit  /*  —  1, 
so  kommt 

**»—  1)  /"— 1   —  ~       ~im_i  ~~ 

Setzt  man        =  wm _ ,  und        =  &//•-!>  so  sind  wm_,  und 

w'f_  \  die  Wahrscheinlichkeiten,  dass  ein  Mann  von  m — I  Jahren, 
bezw.  eine  Frau  von  f  —  1  Jahren,  noch  ei  n  Jahr  leben  wird, 
wovon  die  Sterblichkeitstafel  die  Zahlwerthe  unmittelbar  an- 
giebt.    Es  ist  demnach  auch 

(6)  ^m-i >  f-\  =  [%mi  f+*)  lüm-i  ^V-1' 

4)  Was  hier  jedoch  nur  so  viel  bedeutet  als:  in  einem  und  demselben 
Jahre.  Denn  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  sie  in  einem  und  demselben 
Moment  sterben  werden,  ist  verschwindend  klein. 
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und  hieraus  weiter 

#m_2>  f-'l  =  ßm-\>  f-\  +  V  <,J//i-2  <f>7-2 
=   (tfm_-2,  /_2  +  ')  Wff»-3  W'/—3 
11.  s.  f. 

Kin  zweiler  Salz  ist  folgender.  Vertauscht  man  in  Formel  (I)  m 
mit  ///  —  /f  und  /'mit  /  —  /. ,  wo  /«■  eine  ganze  Zahl,  die  kleiner 
als  «<  und  /*,  so  wird 

/■-&  1" \17~t  ^   r 

Bezeichnet  man  nun  abkürzend  in  Formel  (I)  den  Dividend 
durch  Ami  /•,  setzt  also  Em,f  =  so  wird 

H)  g  :  :  Am>  f  *  1  */-*+!  +  *>w-*+2  +  - '  +  L  lf 

'  lm—k'/—k 

Von  diesen  beiden  Sätzen  J)  wurde  nun  folgender  Gebrauch  ge- 
macht, wobei  es  gentigen  w  ird,  auf  den  Theil  der  Tafel  Bezug 
zu  nehmen,  in  welchem  Frauen  vorausgesetzt  werden,  die  1  bis 
30  Jahre  jünger  sind  als  ihre  Männer.  Zunächst  wurden  die  in 
der  ersten  Zeile  der  Tafel  unter  den  die  Altersunterschiede  zwi- 
schen den  Männern  und  Frauen  anzeigenden  Ueberschriften 
—  1,  —  2,  —  3,  •  •  •  —  30  enthaltenen  Zahlenwerthe  von  Em)  r 
nach  Formel  (I)  unmittelbar,  bis  auf  die  3le  Decimale  genau, 
berechnet,  indem  m  =  90  und  successive  f  =  89,  88.  87  .  .  .  bis 
60  gesetzt  wurde.  Hierauf  wurde  in  Formel  (7)  k  =  5  ange- 
nommen und  mit  Zuziehung  der  bei  der  Berechnung  von  Ei)(t,  e 
gewonnenen  Zahlwerthe  von  AJ0,  r  mittels  dieser  Formel  die  6te 
Zeile  der  Tafel,  welche  die  Werth e  von  #85 enthält,  mit  der- 
selben Genauigkeit  abgeleitet.  Auf  dieselbe  Weise  ergab  sich 
aus  dieser  6tcn  Zeile  der  Tafel  die  Ute  für  die  Werthc  von 
ES()J  f  u.  s.  f. ,  wodurch  zuerst  ein  fester  Rahmen  hergestellt 
wurde,  innerhalb  dessen  aber  weiter  je  4  Zeilen  einzuschalten 
übrig  blieb.  Dies  geschah  nun  durch  Benutzung  der  für  den 
Gebrauch  von  Logarithmen  sehr  bequemen  Formel  (6).  Zugleich 
erhielt  man,  indem  man  dieselbe  nicht  allein  zur  Einschaltung 
der  4  Zeilen  verwendete,  sondern  auch  noch  für  die  Werthc  der 
5ten  Zeile  gebrauchte,  eine  Controle  dieser  bereits  nach  Formel 
7)  berechneten  Werthc.   Zuletzt  wurden,  da  bei  der  Ehedauer 


4)  Analoge  Sälze  ergeben  sieh  auch  für  die  Berechnung  der  Verbin- 
dungsrenten. 
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eine  Genauigkeit  l»is  auf  Hundertel  des  Jahres  völlig  genügend 
ist,  die  gewonnenen  Zahlwerlhe  auf  2  Dccimalen  rcducirt. 

Wir  ziehen  aus  den  Zahlen,  welche  die  Tafel  darbietet, 
einige  Resultate.  Schon  ein  flüchtiger  Blick  auf  diese  Zahlen 
lässt  die  grosse  Rcgclmässigkeit  in  der  Ah-  und  Zunahme  der- 
selben in  horizontaler  und  verticaler  Richtung  erkennen.  Wir 
untersuchen  dieselbe  näher ,  und  zwar  zuerst  in  Bezug  auf  die 
Ehepaare,  in  welchen  die  Frauen  jünger  sind  als  ihre  Manner. 

Die  Dauer  der  Ehen  ist  nach  der  Tafel,  wie  zu  erwarten 
war,  im  Allgemeinen  um  so  länger,  je  jünger  die  Ehepaare  sind. 
Doch  ergiebt  sich  aus  dem  folgenden  Auszug,  in  dem,  wie  in 
der  vollständigen  Tafel,  die  erste  Golumnc  unter  m  das  Alter  der 
Männer,  und  die  unter  den  Uebcrschriflen  —  5,  —  10,  —  <5etc. 
(den  Altersunterschieden  zwischen  den  Männern  und  ihren 
jüngern  Frauen)  enthaltenen  Zahlen  die  Ehedauer  der  Paare 
anzeigen,  dass,  wenn  man  von  den  jüngeren  Ehepaaren  zu  den 
älteren,  deren  Altersunterschied  der  gleiche,  aufsteigt,  die 
Grösse  der  Abnahme  der  Ehedauer  keine  gleichmässige  ist, 
sondern  sie  anfangs  etwas  wächst,  dann  aber  immer  stärker 
wieder  abnimmt. 


m 

-5 

-10 

- 1 

-20 

-45 

-30 

85 

1,45 

1,61 

1,75 

1,87 

1,96 

2,00 

80 

2,53 

2,84 

3,13 

8,35 

3,48 

8,57 

75 

3,56 
4,97 

4,05 

5,58 

4,44 

4,69 
6.31 

4,87 
6,49 

4.97 

70 

6,00 

6,57 

65 

6,86 

7,52 

8.02 

8,34 

8,50 

8,55 

60 

9,01 

9,78 

10,29 

10,58 

10,69 

10,74 

55 

11,55 

12,33 

12,81 

13,03 

13,13 

13,19 

50 

14,23 

14,97 

15,36 

15,56 

15,67 

15,62 

45 

16,94 

17,56 

17,91 

18,11 

18,09 

40 

19,57 

20,14 

22,72 

20,48 
22,88 

20,58 

35 

22,18 
24,81 

30 

25,14 

Vergleicht  man  die  in  dieser  Tabelle  in  derselben  Zeile 
stehenden  Zahlen  der  Ehedauer,  so  ersieht  man,  dass  die  Grösse 
des  Altersunterschiedes  zwischen  Mann  und  Frau  auf  die  Dauer 
der  Ehe  einen  geringeren  Einlluss  hat,  als  man  wol  erwarten 
könnte.  Denn  es  ist  z.  B.  die  Dauer  der  Ehe  zwischen  einem 
70  jährigen  Mann  und  einer  40jährigen  Frau  nur  um  1,60  Jahre, 
die  zwischen  einem  60  jährigen  Mann  und  einer  30  jährigen  Frau 
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nur  um  1,73  Jahre,  die  zwischen  einem  50jährigen  Mann  und 
einer  20  jährigen  Frau  nur  um  1,39  Jahr  länger  als  sie  sein 
würde,  wenn  dieselben  Männer  mit  nur  um  5  Jahre  jüngeren 
Frauen  verheirathet  wären. 

Dagegen  zeigt  die  folgende  Tabelle ,  in  welcher  die  unter 
—  5,  —  10  etc.  enthaltenen  Zahlen  die  nach  Formel  (5)  berech- 
neten Wahrschein  lieh  keilen  des  Ueber  lebens  der 
Frauen  sind,  welchen  erheblichen  Einfluss  auf  diese  Wahr- 
scheinlichkeit der  Altersunterschied  zwischen  Mann  und  Frau  hat. 


m 

-5 

-10 

-15 

-20 

-25 

-30 

85 

0,62 

0,70 

0,78 

0,85 

0,89 

0,93 

75 

0,59 

0,69 

0,78 

0,85 

0,89 

0,91 

65 

0,61 

0,71 

0,79 

0,84 

0,87 

0,88 

55 

0,62 

0,71 

0,78 

0,80 

0,82 

0,83 

45 

0,61 

0,68 

0,72 

0,75 

0,73 

t  ~ 

35 

0,60 

0,64 

0,67 

• 

Hiernach  nähert  sich  bei  den  Ehepaaren,  in  welchen  der 
Mann  55  und  mehr  Jahre  zählt,  seine  Frau  aber  20  bis  30  Jahre 
jünger  ist,  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  sie  ihren  Mann  über- 
leben wird,  sehr  der  Gewissheit.  Im  Uebrigen  macht  sich  be- 
merklich, dass  zumal  in  den  Ehepaaren,  in  welchen  die  Frauen  5 
bis  15  Jahre  jünger  sind  als  ihre  Männer,  das  Alter  dieser  letz- 
teren auf  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ueberlebens  der  Frauen 
einen  sehr  geringen  Einfluss  ausübt,  dieselbe  also  überwiegend 
durch  den  Altersunterschied  der  Fregatten  bestimmt  wird. 

Dagegen  macht  sich  neben  diesem  Altersunterschied  auch 
das  Alter  der  Männer  sehr  bemerklich  gellend  bei  der  Bestim- 
mung der  Dauer  des  künftigen  W  ittwenstandes 
ihrer  Frauen.  Bezeichnet  man  diese  Dauer  durch  Wm,  f> 
so  ist 

(»)  Wmif=*Dr-Emif, 

wo  /)fund  Em,  ^  die  unter  (4)  und  (1 )  angegebenen  Wrerthe  haben. 

Derselbe  Ausdruck  folgt  auch  aus  der  Formel 

(9)  pmif  =  Rf—  *m'f  j 

welche  den  gegenwärtigen  Wrerth  der  künftigen  Wiltwenpension 

einer  Frau  von  f  Jahren  bestimmt,  die  jetzt  noch  mit  einem 
Manne  von  m  Jahren  verheirathet  ist,  wenn  man  in  derselben 
und  den  unter  (3)  und  (2)  angegebenen  Werthen  von  Rf  und 
Vmi  f  allenthalben  p  =  1  und  q  =  1  setzt. 


Digitized  by  Google 


10 


M.  \V.  Dhobisch, 


Die  folgende  Tabelle  giebt  für  dieselben  A  Hersverhältnisse 
der  Ehegatten  die  hiernach  berechnete  Dauer  des  künftigen  Will- 
wenslandes der  Frauen,  welche,  wie  sich  aus  der  Formel  er- 
gebt, grosser  oder  kleiner  als  die  Dauer  der  Ehe  ist,  je  nachdem 
diese  kleiner  oder  grösser  ist  als  die  halbe  Lebensdauer  der 
belrell'enden  Frau. 


m 

-5 

-10 

-15 

-20 

-25 

-30 

85 

2,97 

4,30 

5,99 

8,27 

1  1,09 

14,21 

75 

4, IS 

6,09 

8,61 

1 1 ,52 

14,82 

18,28 

65 

6,19 

8,69 

11,67 

14,91 

18,22 

21,42 

55 

S.l'i 

10,92 
12,41 

13,91 

16,94 

19,93 

22,83 

45 

9.7S 

1 5, 1 5 

17,91 

20,4  7 

35 

40,88 

13,30 

15,68 

Die  Dauer  des  Willwenslandes  nimmt  hiernach  bei  demsel- 

« 

beu  Altersunterschied  der  Ehegatten  mit  zunehmendem  Aller 
ab,  anfangs  nur  langsam,  im  höheren  und  höchsten  Aller  immer 
schneller.  Mit  dem  Altersunterschied  der  Männer  und  Frauen 
nimmt  bei  sich  gleichbleibendem  Aller  des  Mannes  die  Dauer  des 
Willwenslandes  zu,  langsamer  bei  den  jüngeren,  rascher  bei 
den  alleren  Ehepaaren.  Bemerkenswerlh  ist  endlich  noch,  dass 
diese  Dauer  in  je  zwei  Paaren  von  höherem  Aller,  in  deren  einein 
der  Mann  um  10  Jahre  älter,  die  Frau  aber  5  Jahre  jünger  als  in 
dem  andern,  fast  genau  gleich  ist. 

Wir  untersuchen  zweitens  unter  denselben  Gesichtspunkten 
die  Verhaltnisse  der  Ehepaare,  in  welchen  die  Frauen  aller  als 
ihre  Männer  oder  mit  ihnen  gleichalt  er  ig  sind.  Die  Ehe- 
dauer dieser  Paare  giebt  übersichtlich  die  folgende  Tabelle. 


m 

0 

+  5 

+  10 

+  15 

85 

1,26 

1,11 

0,65 

80 

2,20 
3,09 

1,85 

1,54 

0,80 
1,69 

75 

2,59 

2,13 

70 

4,28 

3,63 

2,98 

2,41 

65 

5,98 

5,04 

4,18 

3,36 

60 

8,06 

6,87 

5,67 

4,61 

55 

10,45 

9,16 

7,65 

6,20 

50 

13,12 

11,67 

10,05 

8,25 

45 

45,89 

14,43 

12,63 

10,71 

40 

18,67 

17,29 

15,48 

13,36 

35 

21,35 

20,14 

18.43 

16,31 

30 

«4,43 

22,90 

21,38 

19,36 
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Auch  hier  nimmt,  wie  sich  von  selbst  versieht,  wenn  man 
bei  demselben  Altersunterschied  der  Ehegatten  von  den  jüngeren 
Paaren  zu  den  älteren  aufsteigt,  die  Ehedauer  ab, und  zwar  nicht 
gleichförmig,  sondern  ohngefähr  in  derselben  Weise  wie  bei 
den  Ehen,  in  welchen  die  Frauen  jünger  sind  als  die  Männer. 
Natürlich  nimmt  dagegen  mit  dem  wachsenden  Altersunterschied, 
aber  sich  gleichbleibendem  Aller  des  Mannes,  die  Dauer  der  Ehe 
ab ,  und  besonders  bei  den  jüngeren  Paaren  langsamer  als  man 
erwarteu  konnte,  jedoch  rascher  als  bei  den  vergleichbaren 
Paaren,  in  welchen  die  Frauen  um  die  gleiche  Zahl  von  Jahren 
jünger  sind  als  ihre  Männer. 

Die  Wahrscheinlichkeit  des  Ueberlcbens  der 
Frauen  nimmt  hier,  wie  das  folgende  Täfelchen  nachweist,  ab, 
wenn  der  Altersunterschied  zwischen  den  Fregatten  zunimmt. 
Dieselbe  ist  aber  selbst  für  die  gleichaltrigen  Ehejware  wenig 
grösser  als  Und  da  für  Paare  von  gleichen  Altersunterschie- 
den, aber  verschiedenen  Lebensaltern,  diese  Wahrscheinlich- 
keiten meistens  nahe  gleich  sind,  so  ergichl  sich  auch  hier,  dass 
diese  Wahrscheinlichkeil  überwiegend  von  dem  Altersunterschied 
bestimmt  wird. 


m 

0 

+  5 

+  10 

+  15 

-A-J  «  1 

85 

 — — _ 

0,53 

0,45 

0,43 

75 

0,49 

0,4d 

0,32 

0,44 

65 

0,50 

0,40 

0,31 

0,4« 

55 

0,5« 

0,43 

0,33 

0,45 

45 

0,54 

0,44 

0,34 

0,46 

85 

0,53 

0,45 

0,37 

0,30 

ländlich  giebt  noch  das  folgende  Täfelchen  eine  verglei- 
chende Uebersicht  von  der  Dauer  des  Wiltwenstaudes 
dieser  Frauen. 


m 


+  5 


10 


+  15 


85 
75 
65 
55 
45 
35 


4,07 
4,84 
4,16 
5,76 
7,36 
8,64 


1,44 

1,83 
4,70 
3,89 
5,46 

6,58 


0,39 
1,40 
1,73 
4,49 
3,58 
4,84 


0,66 
1,06 
1,54 
4,34 
3,38 


Die  Dauer  dcsW'ittw  cnstandcs  nimmt  hier  bei  jedem  Alters- 
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unterschied  der  Ehegatten  mit  zunehmendem  Alter  derselben 
ununterbrochen  ab;  uud  ebenso  ist  sie  um  so  kürzer,  je  grösser 
bei  demselben  Alter  des  Mannes  der  Altersunterschied  zwischen 
ihm  und  seiner  Frau.  In  ähnlicher  Weise  wie  bei  den  Paaren, 
in  welchen  die  Frau  jünger  als  der  Mann,  nähert  sich  die  Dauer 
des  Wiltwenstandes  der  Gleichheil  in  derjenigen  von  je  zwei 
Paaren,  in  deren  einem  der  Mann  um  10  Jahre  älter,  die  Frau 
aber  um  5  Jahre  jünger  ist  als  in  dem  andern. 


Da  die  Formel  (8)  für  die  Dauer  des  Wiltwenstandes  einer 
Frau  sich  aus  der  Formel  (9)  für  den  gegenwärtigen  Worth  der 
künftigen  Wittwenpcnsion  derselben  Frau  ergiebt,  wenn  man 
in  derselben  p  =  1  und  q  =  1  setzt,  so  könnte  man  wol  erwar- 
ten, dass  zugleich  mit  der  Dauer  des  Wiltwenstandes  auch  der 
Werth  der  Wittwenpcnsion  ununterbrochen  ab-  und  zunehme. 
Die  folgende  Zusammenstellung,  in  der p  =  100  und  r  =  4,035, 
daher  q  =  angenommen  ist,  zeigt  jedoch  für  Frauen,  die 
jünger  sind  als  ihre  Manner,  dass,  wenn  man  von  den  jünge- 
ren Ehepaaren  zu  den  älteren  mit  demselben  Altersunterschied 
aufsteigt,  wo  die  Dauer  des  Wiltwenstandes  fortwährend  ab- 
nimmt, der  Werth  der  Wittwenpension  zuerst  bis  zu  einem 
Maximum  steigt,  dann  aber  wieder  abnimmt.  ')  Vergleicht  man 
dagegen  die  Ehepaare,  in  welchen  bei  demselben  Aller  des 
Mannes  die  Altersunterschiede  der  Fregatten  ungleich  sind,  so 
zeigl  es  sich,  dass  hier  der  längeren  Dauer  des  Wiltwenstandes 
immer  auch  der  grössere  Werth  der  Wittwenpension  ent- 
spricht. 2) 


t)  Der  Grund  davon  ist,  dass  zwar  Rr  mit  der  Zunahme  von  f  fort- 
während abnimmt,  dagegen  Vm,f,  wenn  m  und  f  zunehmen,  dabei  aber 
m  -  /"sich  gleich  bleibt,  anfangs  bis  zu  einem  Maximum  wächst,  dann  aber 
wieder  abnimmt. 

2)  Denn  hier  nimmt  Rj  zu,  wenn  f  abnimmt,  zugleich  zwar  auch  Vm,f 
bei  sich  gleichbleibenden  Werthe  von  m,  aber  langsamer  als  Rj. 
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DieMaxima  derWerthe  derWiltwenpension  fallen  in  diesen 
sechs  Classen  auf  folgende  Ehepaare: 
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Je  grösser  demnach  der  Altersunterschied  zwischen  Mann 
und  Frau,  auf  ein  um  so  höheres  Alter  des  Mannes  fällt  der  Maxi- 
malwert der  Wittvvenpension  der  Frau. 

Für  Frauen,  die  älter  als  ihre  Müoner  oder  mit  ihnen 
gleichalter  ig  sind,  erhüll  man  folgende  Zahlen. 
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Hier  nimmt  nun,  wenn  man  wieder  von  den  jüngeren 
Paaren  zu  den  älteren  von  gleichem  Altersunterschied  aufsteigt, 
zugleich  mit  der  Dauer  des  Witlwenslandes  der  Werth  der 
Witlwenpension  ununterbrochen  ab,1)  und  nur  die  mit  ihren 
Männern  gleichaltrigen  Frauen  inachen ,  da  sie  den  Uebergang 
von  den  Frauen,  die  jünger  als  ihre  Männer,  zu  denen,  die  äller 
als  diese,  bilden,  eine  kaum  merkliche  Ausnahme.  Kbenso 
nimmt  der  Werth  der  Witlwenpension  zugleich  mit  der  Dauer 
des  Witlwenslandes  ab,  wenn  man  je  zwei  derjenigen  Paare 
vergleich!,  in  deren  einem  bei  demselben  Alter  des  Mannes  der 
Altersunterschied  der  Frau  grosser  ist  als  in  dem  andern.2)  — 
Das  Maximum  des  Werlhes  der  Witlwenpension  gleichaltriger 
Ehepaare  Irid't  dasjenige,  in  welchem  beide  Ehegatten  ii  Jahre 
alt  sind  und  beträgt  355,32  Münzeinheiten,  wogegen  der  Betrag 
für  das  Ehepaar  von  45  Jahren  nur  355,11  ist.  Die  Dauer  des 
Witlwenslandes  der  Frau  in  dem  ersleren  Paar  ist  7,50. 


In  der  nun  folgenden  Tafel  bezeichnen  die  in  der  Columne 
unler  —1,  —  2,  —3,  •  •  •  —30  und  unter  0,  +1,  +2,  •  •  •  +15 
stehenden  Zahlen  in  Jahren  und  Theilen  des  Jahres  die  Ehedauer 
der  Paare,  in  welchen  die  Frauen  um  so  viel  Jahre,  als  diese 
liebe rschriften  anzeigen,  jünger,  bezw.  äller  sind  als  ihre  Män- 
ner, deren  Aller  dieselbe  Zeile  in  der  ersten  t^olumne  unter  m 
angiebt. 


4)  Sowohl  l\f  als  Y,„,f  nimmt  hier  ununlcrbroehen  ab,  aber  ersteres 
schneller  als  letzteres. 

2)  Sowohl  Rf  als  V,„,f  nehmen  hier  gleichzeitig  zu,  aber  ersteres 
schneller  als  letzteres. 
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C.  Neumann,  Verallgemeinerung  des  Bobylew' sehen  Satzes*). 

Die  gegenseitige  ponderomotorische  Einwirkung  zwischen 
zwei  elektrisch  geladenen  Kugeln  kann  unter  Umständen  =  0 
sein.    In  der  That  kann  man  jene  Einwirkung  zum  Verschwin- 

den  bringen,  sobald  man  nur  dem  Quotienten      der  auf  den 

Kugeln  vorhandenen  Elektricitätsmengen  einen  geeigneten  Werth 
zuertheilt.  Und  zwar  existiren  für  jeden  gegebenen  Centralab- 
stand  der  beiden  Kugeln  zwei  solche  Werthe,  die  sich  darstellen 
als  die  Wurzeln  einer  quadratischen  Gleichung,  deren  Coeffi- 
cienten  Functionen  des  Centralabstandes  sind.   Diese  Wurzeln 

p 

sind  stets  reell.  —  So  lautet  der  Bobylew'sche  Satz  (Math.  An- 
nalen,  Bd.  7.  Seite  396). 

Indessen  können  die  etwas  mühsamen  Rechnungen,  durch 
welche  Bobylew  zu  diesem  Satz  gelangte,  durch  ziemlich  einfache 
allgemeine  Betrachtangen  ersetzt  werden ,  welche  zugleich  den 
Vortheil  gewahren,  dass  man  mittels  derselben  den  Satz  auf 
Conductoren  von  beliebiger  Gestalt  auszudehnen  im  Stande  ist. 

Diese  allgemeinen  Betrachtungen,  deren  nähere  Mittheilung 
der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist,  beruhen  der  Haupt- 
sache nach  auf  gewissen  schon  früher  von  mir  aufgestellten  all- 
gemeinen Sätzen,  welche  folgendermassen  formulirt  werden 
können : 

I.  Satz.  —  Sind  zwei  Conductoren  beliebig  geladen,  so 
wird  (falls  keine  äusseren  Kräfte  influiren)  immer  wenigstens  auf 
einem  derselben  eine  monogene  Verkeilung  anzutreffen  sein**). 

II.  Satz.  —  Haben  insbesondere  die  Conductoren  gleiche 
elektrische  Spannung,  so  finden  auf  beiden  monogene  Verkeilungen 
statt,  und  zwar  von  gleichem  Vorzeichen***). 

■ 

*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  43.  April  1 880. 
**;  Vgl.  C.  Neumann:  Uni.  üb.  d.  L.  u.  N.  Potential  (Leipzig  4877),  da- 
selbst Seite  88,  erster  Satz.  Ich  nenne  die  elektrische  Vertheilung  auf  einem 
gegebenen  Conductor  monogen  oder  amphigen,  jenachdem  die  elektrische 
Dichtigkeit  an  allen  Stellen  der  Oberfläche  dasselbe  Vorzeichen  oder  an  ver- 
schiedenen Stellen  verschiedenes  Vorzeichen  hat. 
*♦*)  I.  c.  Seite  93,  zweite  Behauptung. 
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III.  Satz.  —  Ist  die  Spannung  des  einen  Conductors  positiv, 
die  des  andern  negativ,  so  finden  auf  beiden  monogene  Verthei- 
lungen  statt,  und  zwar  von  entgegengesetztem  Vorzeichen*) . 

IV.  Satz.  —  Ist  die  elektrische  Spannung  des  einen  Con- 
ductors beliebig,  die  des  andern  gleich  Null,  so  finden  auf  beiden 
Conductoren  monogene  Verkeilungen  statt,  und  zwar  von  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  **) . 

Aus  dem  letzten  Satz  folgt  beiläufig,  dass  zwei  Conductoren, 
von  denen  der  eine  isolirt,  der  andere  hingegen  zur  Erde  abge- 
leitet ist,  stets  anziehend  aufeinander  einwirken.  Und  ähnliche 
Folgerungen  knüpfen  sich  an  die  andern  Satze. 


§1. 

Das  Potential  eines  Systemes  elektrischer  Conductoren. 

Es  sei  gegeben  ein  System  von  Conductoren  (£2,  ...  (£n, 
die  respective  mit  den  Elektricitätsmengen  K\ ,  E2,  .  .  .  En  gela- 
den sind***).  Und  das  Potential  dieses  Systemes  auf  sich  selber 
mag  bezeichnet  sein  mit 

wo  e.  e  die  in  irgend  zwei  Oberflächen-Elementen  Do,  Do'  vor- 
handenen elektrischen  Dichtigkeiten  vorstellen,  wahrend  r  die 
Entfernung  der  beiden  Elemente  von  einander  repräsentirt. 
Dabei  ist  die  Summation  nach  Do  Uber  sammtliche  Oberflächen- 
Elemente  des  ganzen  S\stemes  ausgedehnt  zu  denken ,  und 
ebenso  auch  diejenige  nach  Do'.  f). 


*)  Vgl.  C.  Neumann:  Unt.  üb.  d.  L.  u.  N.  Potential  (Leipzig  4  877),  da- 
selbst Seite  93,  dritte  Behauptung. 

**)  1.  c.  Seite  94,  vierte  Behauptung. 

***)  Ob  alleConductorent  isolirt,  otler  ob  vielleicht  einige  derselben  zur 
Erde  abgeleitet  sind,  soll  völlig  dahingestellt  bleiben. 

7}  Man  kann  offenbar  dieses  Potential  W  (1.)  in  folgende  n  +  —  - 


Glieder  zerlegen: 


W  =  <  Wn  +  \V22  +  •  •  •  +  Wnn)  +  (Wl2+Wi3+  ..  •),  '  '  ■ 
wo  z.  B.  Wu  das  Potential  des  Conductors  (&i  auf  sich  selber  bezeichnet, 
wahrend  andererseits  U',2  z.  B.  das  Potential  des  Conductors  (£j  auf  den 
Conductor  <£.>  vorstellen  soll. 
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Die  Formel  (\.)  kann  offenbar  auch  so  geschrieben  werden  : 

oder,  falls  man  vli^L      |"  setzt,  auch  so  : 

r 

wo  alsdann  V  das  Potential  des  Sysjems  auf  einen  Punkt  be- 
zeichnet. Die  Summe  2"  {VeDo)  kann  nun  entsprechend  den 
einzelnen  Conductoren  (St}  (£2>  •  ••($„  in  eben  so  viele  einzelne 
Summen  zerlegt  werden ;  so  dass  man  erhält : 

W=  $2  [Vt  exDo{)  +P(r2e2Do2)  ■+-  

Befindet  sich  die  elektrische  Materie  bei  der  gegebenen 
raumlichen  Lage  des  Systems  im  Gleichgewichtszustände,  so 
wird  das  Potential  Tauf  jedem  Conductor  von  constantem  Werthe 
sein.  Bezeichnet  man  diese  den  einzelnen  Conductoren  ,  (S?  •  •  • 
§n  entsprechenden  constanten  Werthe  resp.  mit  Cu  C2,  •  •  •  Cn, 
so  folgt  aus  der  letzten  Formel  : 

\V=  ICiSfaDot)  ■+■  ±C22(e2Do2)  , 

oder,  was  dasselbe  ist  : 

(2.)  W  =  i  (Ct  %  +  W  +  •  -  •  +  CnEn), 

wo  £*!,  f?2,  •  •  •  En  die  schon  zu  Anfang  genannten  Bedeutungen 
haben.  Es  repriisentiren  also  El,  E2,  •  •  •  En  die  elektrischen  La- 
dungen der  einzelnen  Conductoren,  während  andererseits  CXl 
2,  •  •  •  Cn  die  elektrischen  Spannungen  derselben  vorstellen. 

Lassen  wir  das  System  <£,,  •  •  •  (Sn  aus  seiner  ursprüng- 
lichen räumlichen  Lage  in  eine  benachbarte  Lage  übergehen,  so 
wird,  nach  Eintritt  des  entsprechenden  elektrischen  Gleichge- 
wichtszustandes, die  elektrische  Vertheilung  auf  jedem  einzelnen 
Conductor  eine  etwas  andere  sein  als  früher.  Bezeichnen  wir 
für  diese  neue  räumliche  Lage  und  den  neuen  elektrischen 
Gleichgewichtszustand  das  Potential  des  Systemes  auf  sich  sel- 
ber mit  W -H  dW,  so  wird  der  Zuwachs  dW  zerlegbar  sein  in 
zwei  partielle  Zuwüchse  ÖW  und  JW,  von  denen  der  erstere 
herrührt  von  den  Aenderungen  der  räumlichen  Lage,  während 
letzterer  den  Aenderungen  der  elektrischen  Dichtigkeiten  ent- 
spricht. Wir  erhalten  daher  aus  (1 .)  folgende  Formeln  : 
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(3.)  d\V=  ÖW  +  JW, 

(4.)  tW=-{229Do -y-^ 

(5  )  ^/ W  =  -4-  £  v  v  (d<?)  Do  e'Do'  +  cDo  •  {de')Do' 

wo  die  Aenderungen  der  r,  e,  e'  resp.  mit  rfr,  r/e'  bezeichnet 
sind. 

Die  Formel  (5.)  kann,  wie  leicht  zu  tibersehen,  einfacher 
dargestellt  werden,  nämlich  so : 

oder,  wenn  man  F  in  genau  derselben  Bedeutung  wie  vorhin 
braucht : 

JW-2V(de)Do. 

Hieraus  aber  folgt,  wenn  man  die  Summe,  entsprechend  den 
einzelnen  Conductoren  6t,  C>2,  •  •  •  @w  in  eben  so  viele  einzelne 
Summen  zerlegt : 

JW  =  2Vl  [det)  Z>ot  -h  2  V2  (de,)  /)o2  H  

Diese  Formel  aber  kann,  weil  \\  =  Cu  V2  =  C2,  •  •  •  ist,  auch 
so  geschrieben  werden : 

JW  =  C,  2  [dej  Dot  +  C22  [de2)  Do2-i  

oder  auch  so : 

JW  =  Cj    (3  ^Z^)  -+-  C2  d  (2"  e20o2)  h  

d.i. 

(6.)         JW  =  C,  d£\  4-  C2dE2  + . .  •  -h  c»d£n. 

Stellen  wir  die  erhaltenen  Resultate  zusammen,  so  ist 
nach  (2.) 

(7.)  W=\2CsBiy       (y=1,2,3,  ...n),  • 

mithin : 

(8.)  dW=\2  [C,  dEj  ■+•  Ei  dC}} , 

wo  Ct  dC,,  C2  ■+-  dC2,  •  •  •  Cn  -f-  dCn  diejenigen  Werthe  vor- 
stellen, welche  die  elektrischen  Spannungen  der  einzelnen  Con- 
ductoren in  der  neuen  Lage  haben.  Ferner  ist  nach  (6.)  : 

(9.)  JW=*2C,  dB. 
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Und  endlich  erhält  man  durch  Subtraction  von  (8.)  und  (9.) 
und  mit  Rücksichtnahme  auf  (3.)  die  Formel : 

(40.)  öW  =  —ISfijdEj-BjdC,). 

§2. 

Fortsetzung.  Zusammenhang  des  Potentials  mit  der 
ponderomotorischen  Arbeit. 

Welche  Gestalten  die  gegebenen  Conductoren  auch  besitzen 
mögen,  stets  finden  zwischen  den  elektrischen  Ladungen 
E2,  •  •  •  En  und  den  elektrischen  Spannungen  C,,  C2,  .  .  .  CH 
lineare  Gleichungen  von  folgender  Form  statt: 

Ei  =  an  Ct     aI2  C2  •  •  •  •  -f-  ct\n  Cn, 
(1  1 .)  E2  =  or21  Ct  •+•  a22  C%  •  •  •  •  +  cr2n  Cn, 

Die  Coefficienten  a  sind  Functionen  der  geometrischen  Ver- 
hältnisse; denn  sie  hängen,  ausser  von  den  Gestalten  der  ein- 
zelnen Conductoren ,  nur  noch  ab  von  ihrer  räumlichen  Lage. 
Ausserdenar  sind  sie  symmetrisch,  entsprechen  also  den  Rela- 
tionen a12  =  cr2j,  of13  =  a31,  etc.  etc. 

Aus  diesen  Gleichungen  (1  1 .)  folgt  durch  Differentiation : 

dEi  =  (an  rfC,  -+■  cr12dC2  -+•  •  •  •)  -+■  (Cj  c?orn  H-  C2dai2  H  ), 

rfJS^  =  (o2l  rfCj  -I-  a22  (/C2  4-  •  •  •)  4-  (Cj  ('«21  +     ^a22     '  •  *)i 

Multiplicirt  man  aber  diese  Formeln  mit  Cu  C2,  •  •  •,  und  ad- 
dirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (1  \ .)  : 

(C|  dE{  •+•  C2  dE2  h  )  =  (EidCi+EtdCi-i  )  ■+- 

-f-  [Cx*dau  H-  2  CtC2rfa12  -h  •  •  •), 

oder  was  dasselbe  ist: 

2  (CjdEj  -  tfjdCy  =  [Cx2dan  +  2  C, C2 fi a12  +  .••).  v 
Somit  folgt  aus  (10) 

12.)        6W=  —  |  (Cj^ßu  -h  2C,C2d«12  h  ; ; 

während  W  selber  nach  (7.),  (11.)  den  Werth  hat: 
,13.)  W=  \  (C,2a,,  4-  2C,C2al2  +  •••)• 
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Zusammenfassung.  —  Besitzen  die  Conditctoren  (5,,  65,  •  • « 
(Sn  di*0  elektrischen  Ladungen  Ely  E%9  •  •  •  #n  und  die  elektrischen 
Spannungen  Cl}  C2,  •  •  •  Cn,  so  wird  d/w  Potential  W  des  ganzen 
Systemes  auf  sich  selber  den  Werth  haben  : 

(U.a)  4 2  (>=  1,  2,  •  •  -n). 

Dabei  mag  völlig  dahingestellt  bleiben,  ob  sämmttiche  Conductoren 
isolirt,  oder  ob  vielleicht  einige  derselben  zur  Erde  abgeleitet  sind. 

Lüsst  man  nun  das  System  aus  der  gegebenen  Lage  in  irgend 
welche  benachbarte  Lage  übergehen,  und  bezeichnet  man  die  die- 
sem Uebergange  entsprechenden  Zuwüchse  der  Grössen  W,  Etx  Ci 
resp.  mit  dW,  dEi%  dC},  so  wird: 

(H.b)  dW={2(EjdCj  +  CjdE}). 

Zerlegt  man  diesen  Zuwachs  dW  in  zwei  Theile  6  W  und  JW,  von 
denen  der  erstere  nur  von  der  Aetuierung  der  räumlichen  Lage 
herrührt,  während  der  letztere  den  Aenderungen  der  elektri- 
schen Dichtigkeiten  entspricht,  so  ergiebt  sich  : 

U.  c)  d\V=dW+J\V, 

wo  :  |  ÖW  =  |  2  {EjdCj  -  CjdEj), 

Beachtet  man  endlich,  dass  zwischen  den  E}  und  C}  lineare 
Gleichungen  von  folgender  Form  stattfinden  : 

(14.d)  Ei  s=  Cf2l  Ci  +  «22  C2  +  '  '  *  +  a2n  Cm 


En  =  anl  C\  «+■  crn2  C|  +  •  •  •  +  ann  Cn, 

so  kann  man  die  Werthe  von  W  und  ÖW  auch  so  darstellen  : 

W=±  (C,2an4-  2  C,C20f12  +  ...), 
!*e'         SW=  -  i  (C,*dan  -t-  2  C,CidaI2  +  •••). 

*)  Jeder  Conductor  (5/  ist  entweder  zur  Erde  abgeleitet  oder  isolirt.  Im 
erstem  Fall  wird  C,-  »  0,  im  letzteren  E}  =  const.,  mithin  d£;-  =  0  sein. 
Das  Product  t\  dEj  ist  also  unter  allen  Umständen  —  0.  Und  mit  Rücksicht 
hierauf  können  die  Formeln  (U.b,c)  auch  so  geschrieben  werden  : 

dW**  &W=  ±  SEjdCj, 
JW  m  0. 
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Dabei  bezeichnen  die  a  gewisse  Grössen,  die  nur  von  der 
räumlichen  Luge  des  Sy Siemes  abhängen,  und  z.  B.  filt- 
ern aus  zwei  Kugein  bestehendes  System  leicht  berechnet  werden 
können. 

Der  partielle  Zuwachs  öW  hat  bekanntlich  eine  einfache 
physikalische  Bedeutung.  Denn  die  von  den  elektrischen  Kräften 
in  dem  gegebenen  System  wahrend  der  betrachteten  Lagenver- 
änderung verrichtete  ponderomotorische  Arbeit  ist*)  =  —  ÖW. 
Bezeichnet  man  also  jene  Arbeit  mit  dL,  so  hat  man  nach  (U.e; 
die  Formel  : 

(15.)    dl  =  -  d\V=l  {Cl2dali      2  C,C2(/a,2   ). 

Und  diese  Formel  kann  benutzt  werden,  um  jene  Kräfte  selber 
näher  zu  bestimmen. 

Erstes  Beispiel.  Nimmt  man  an,  der  Conduclor  (5,  sei 
sich  selber  parallel  beweglich  in  der  Bichlung  der  x-Axe,  und 
alle  übrigen  Conductoren  £2>  63»  •  •  •  (Stt  seien  unbeweglich,  so 
werden  die  Coefficienten  a  Functionen  einer  einzigen  Variablen 
sein,  nämlich  nur  abhängen  von  der  x-Coordinate  des  Mittel- 
punctes**)  von  G^.  Und  denkt  man  sich  den  Conductor  (Sj  sich 
selber  parallel  in  der  Richtung  der  sc-Axe  verschoben,  also  die 
genannte  Coordinate  etwa  vermehrt  von  x  auf  x  ■+-  dxy  so  wird 
die  während  dieser  Verschiebung  von  den  elektrischen  Kräften 
verrichtete  ponderomotorische  Arbeit  dL  nach  (15.)  den  Werth 
haben : 

(16.)  rfL  =  4(0,^  +  20,^ +•••)</*. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  auf  den  Conductor  (§t  in  der  Rich- 
tung der  x-Axe  ausgeübte  Kraft  X  den  Werth  hat : 

Zweites  Beispiel.  Der  Conductor  (5t  sei  drehbar  um  die 
ae-Axe,  während  wieder  alle  übrigen  Conductoren  unbeweglich 
sein  sollen.  Alsdann  sind  die  a  Functionen  desjenigen  Winkels 

*)  Vgl.  C.  Xeumann:  Die  elektrischen  Kräfte  (Leipzig  1911),  Seite  25. 
Aus  der  daselbst  genannten  Hypothese  ergiebt  sich  nämlich  die  obige  Be- 
hauptung über  <f  W. 

**)  Unter  dem  Mittelpunct  des  Conductor  61  ist  irgend  ein  bestimmter 
Punkt  desselben  zu  verstehen,  z.  B.  der  Schwerpunct  seiner  ponderablen 
Müsse. 


Verallgemeinerung  des  Bobylew'scben  Satzes. 


29 


<y>,  unter  welchem  eine  durch  die  sr-Axe  gehende  und  mit  (5,  ver- 
bundene Ebene  gegen  die  xy-Ebene  geneigt  ist.  Lässt  man  den 
W  inkel  <p  um  d  (p  anwachsen,  so  wird  die  bei  dieser  unendlich 
kleinen  Drehung  von  den  elektrischen  Kräften  verrichtete  pon- 
deromotorische  Arbeit  dL,  nach  (15.),  den  Werth  haben : 

(17.)  dL  -  i  (Qi       +  2  C,C2       h-  •  •  .)  d9. 

Und  hieraus  folgt,  dass  das  auf  den  Conductorßj  von  den  übrigen 
Conductoren  in  Bezug  auf  die  a>Axe  ausgeübte  Drehungsmoment 
J  den  Werth  hat : 

wie  sich  solches  z.  B.  ergiebt  aus  dem  nächstfolgenden  Aufsatz 
[Satz  (3.),  Seite  37]. 

§  3. 
Historisches. 

Aehnliche  Betrachtungen,  wie  wir  sie  in  den  vorhergehen- 
den §§  angestellt  haben,  sind  bereits  im  Jahre  4845  von  W. 
Thomson  angestellt  worden.  Diese  Betrachtungen  sind  von 
Thomson  selber  in  seinem  1872  erschienenem  Werke *j  folgen- 
dermassen  reproducirt  worden : 

»TVie  »»mecÄ  anical  value««  of  a  distribution  of  electri- 
»city  on  a  group.  of  insulated  conductors  may  be  easily  shown  to 
»be  equal  to  half  the  sum  of  the  products  obtained  by  muitiplying 
»the  quantity  of  electricity  on  each  conductor  inlo  the  potentiell  ivithin 
»it**j.  Hence  if  Ex  and  E2  denote  the  quantities  of  electricity  on 
»the  two  spheres  iti  the  present  case,  and  if  W  denote  the  mechani- 
»cal  value  of  the  distribution  of  electricity  on  them,  we  have : 

(i.)  + 

y>Now  if  the  ttvo  spheres,  kepl  insulated,  be  pushed  towards  one 

*)  W.  Thomson :  Reprint  of  Papers  on  Electroslatics  and  Magnetism, 
London  4S7i,  daselbst  Seite  92. 

**)  Diese  innern  Potentiale  sind  dieselben,  welche  wir  im  Vorherge- 
henden bezeichnet  haben  als  die  elektrischen  Spannungen  der  einzelnen 
Conductoren. 

***)  Cj  und  Oi  sind  die  elektrischen  Spannungen  der  beiden  Kugeln.  — 
Man  wird  entschädigen,  dass  ich,  um  unnöthige  Discontinuitäten  zu  ver- 
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mnother,  so  as  to  diminish  the  distance  between  their  centres  from  x 
Ho  x  —  dx,  the  quantity  of  work  that  will  have  to  be  spent  will  be 
*Fdx,  since  F  denotes  the  repulsive  force  against  which  this  rela- 
tive motion  is  effected.  But  the  mechanical  value  of  the  distribu- 
»tion  in  the  altered  circumstances  must  be  increased  by  an  amounl 
»equal  to  the  work  spent  in  producing  no  other  effect  but  this  alte- 
»ration.  Hence 

(II.)  Fdx  =  -  dW, 

»und  therefore : 

(III.) 


F  =  ~i  d^c  • 


»where  Cx  and  Cj  are  to  be  considered  as  varying  with  x,  and  Ex 
»and  E2  as  constants.« 


(18.) 


§4. 

Anwendung  auf  ein  System  von  zwei  Conductoren. 

Für  den  Fall  von  zwei  Conductoren  @t  und  (S2  nehmen  die 
Formeln  (44. d)  die  Gestalt  an  : 

Ex  =  0Cj|  C[  ■+-  of,2  C2, 
E<i  =  a2l  Cx  -f-  &22 

Wir  wollen  nun  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  einführen: 
und  zwar  mag  die  t/s-Ebene  zwischen  den  beiden  Conductoren  (S, 
und  (S-2  hindurchgehen,  und  die  positive  x-Axe  auf  der  Seite  des 
Conductors  CEj  sich  befinden.  Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  die- 
diejenige  Wirkung  X  in  Untersuchung  ziehen,  welche  auf  (St 
ausübt  in  der  Richtung  der  x-Axe. 


meiden,  die  Thomson'sche  Bezeichnungsweise  ein  wenig  geändert  habe. 
Denn  Thomson  braucht  statt  C,,  C>  und  Eu  E%  respective  die  Buchstaben 
u,  v  und  D,  E. 
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Um  näher  auf  die  Sache  einzugehen,  wollen  wir  (ahnlich 
wie  früher)  annehmen,  der  Conductor  (S2  sei  fest,  hingegen  der 
Conductor  sich  selber  parallel  beweglich  in  der  Richlung  der 
ac-Axe.  Dann  sind  an,  cr12.  cr22  nur  abhangig  von  der  oc-Coor- 
dinate  des  Mittelpunktes  von  6,.  Bezeichnen  wir  also  diese  Co- 
ordinate  mit  x  selber,  so  wird  die  gesuchte  Kraft  A',  nach  (16.a) , 
den  Werth  haben : 

(,9.)        X«i(<^  +  8C^££+V*»). 

Dieser  Formel  zufolge  ist  die  Kraft  X  erstens  eine  Func- 
tion von  d~,  die  ihrerseits  abhängen  von  den  augen- 
blicklichen geometrischen  Verhältnissen,  und  zweitens  eine  Func- 
tion von  CJ}  C2,  die  ihrerseits  abhangen  von  den  elektrischen  La- 
dungen. Bei  der  gegenwärtigen  Betrachtung  wollen  wir  die 
geometrischen  Verhaltnisse,  mithin  auch 

(20.1  ^ü,  ***  ^ 

v      '■  dx  '    dx  '  dx 

constant  erhalten,  und  untersuchen,  in  welcher  Weise  die  Kraft 
X  variirt,  sobald  man  die  elektrischen  Ladungen  E\,  /s2,  und 
mittelst  dieser  die  elektrischen  Spannungen  C{,  C2  sich  ändern 
lässt. 

Machen  wir  zunächst  C2  =  0,  so  reducirt  sich  die  Kraft  X 
(49.)  auf 

In  diesem  Specialfall:  C2  =  0,  sind  aber  (nach  dem  IV.  Satz 
Seite  23)  auf  beiden  Conductoren  monogene  Vertheilungen  vor- 
handen, und  zwar  von  entgegengesetztem  Vorzeichen,  so  dass 
also  zwischen  den  Conductoren  eine  gegenseitige  Anziehung 
stattfindet.  Und  hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  festgesetzten 
geometrischen  Verhältnisse  (vgl.  die  Figur)  sofort,  dass  die 
Kraft  X  in  diesem  Specialfalle  negativ  ist.    Somit  ersehen  wir 

d  tt 

aus  der  letzten  Formel,  dass  die  Constante  ebenfalls  nega- 
tiv ist. 

Analoges  lasst  sich  offenbar  zeigen  hinsichtlich  der  Con- 

st , mten  Also : 

dx 


32 


Carl  Neimann, 


(84.) 


dx 


neg. 


dnt2 

dx 


neg. 


Man  sieht,  dass  die  vorausgesetzten  geometrischen  Verhältnisse 
von  Wichtigkeit  sind.  Denn  die  Ableitung  dieser  Formeln  (21 .) 
würde  defect  werden,  sobald  wir  die  Voraussetzung,  dass  die  y  z- 
Ebene  zwischen  den  beiden  Conductoren  liegt,  aufgeben  wollten. 

Solches  vorausgeschickt ,  legen  wir  uns  die  Frage  vor,  ob 
man,  wenn  die  geometrischen  Verhältnisse,  und  überdies  ge- 
yeben sind,  die  Spannung  C2  in  solcher  Weise  einzurichten  ver- 
mag, dass  die  Kraft  X  (19.)  verschwindet.  Dabei  mag  der  Be- 
quemlichkeit willen 


zeichnet  werden.  Da  f  (C)  in  Bezug  auf  C  quadi'atisch  ist,  so 
existiren  zwei  (und  nur  zwei)  Werthe  von  C,  für  welche  f  (C) 
verschwindet,  mithin  X  =  0  wird.  Es  fragt  sich  nur  noch,  ob 
diese  Werthe  reell  oder  imaginär  sind. 

Die  Werthe  des  Trinoms  f  (Cj  sind  ihrem  Vorzeichen  nach 
leicht  bestimmbar  für  C=  —  oo,  0,  -1-4,  •+-  oo.  Zunächst  folgt 
nämlich  aus  (23.),  mit  Hinblick  auf  (21.),  sofort: 


Was  ferner  f  (1)  betrifft,  so  repräsentirt  dieses  f[\),  nach  (23.), 
denjenigen  Specialwerth,  welchen  die  Kraft  A"  annimmt  für  C 
=  4,  d.  i.  [vgl.  (22.)]  für  C,  =  C2.  In  diesem  Specialfall:  C,  = 
C2  haben  aber  die  Conductoren  monogene  Belegungen  von  glei- 
chem Vorzeichen  (II.  Satz,  Seite  22,  ;  so  dass  also  zwischen  ihnen 
eine  gegenseitige  Abstossung  stattfindet,  mithin  X  (vgl.  die  Figur) 


(22.)  Cj  =  4  und  Cj  =  C 

gesetzt  werden,  so  dass  also  X  übergeht  in : 


(24.) 


f  (—  ooj  =  neg. 
f  (0)  =  neg. 
f  <  +  cg)  =  neg. 
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positiv  ist.  Demgemäss  wird  also  das  diesen  Special werth  von 
.Y  repräsentirende/VI)  ebenfalls  positiv  sein.  Demgemäss  ist  die 
Tabelle  (24.)  in  folgender  Weise  zu  vervollständigen: 

f[-oo)  =  neg., 
(25.)  f(0)       =  neg., 

f[\)  =pos., 
f{+  oo,  =  neg. 

Und  hieraus  folgt  sofort ,  dass  die  in  Frage  stehenden  Wurzeln 
der  Gleichung  f  (C)  =  0  beide  reell  sind,  und  dass  die  eine  der- 
selben zwischen  0  und  1,  die  andern  zwischen  1  und  ■+-  oo 
liegt*). 

Es  giebt  also  immer  zwei,  und  nur  zwei  Werthe  von  C,  für 
welche  X  =  0  wird.  Dies  Uberträgt  sich  unmittelbar  auf  den 
Quotienten  der  beiden  Ladungen  Ex  und  E2 ;  denn  dieser  Quo- 
tient steht  nach  (18.)  und  (22.)  zu  C  in  der  Beziehung: 

E\         an  +  Oy  C 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Resultat: 
Denkt  man  sich  zwei  Conductoren  von  beliebiger  Gestalt,  die 
isolirt  und  mit  den  Elektricitätsmengen  Ex,  E2  geladen  sind,  so 
kann  man,  falls  die  räumliche  Lage  der  Conductoren  gegeben,  und 
tilgend  eine  bestimmte  Richtung  als  x-Axe  festgesetzt  ist,  den  Quo- 
tienten tt  immer  so  einrichten,  dass  die  von  dem  einen  Conductor 

auf  den  andern  in  der  Richtung  dieser  x-Axe  ausgeübte  Wirkung 
verschwindet.  Und  zwar  existiren  stets  zwei  Werthe  dieses 
Quotienten,  für  welche  ein  solches  Verschwinden  eintritt. 

Dabei  ist  jedoch  vorausgesetzt,  die  festgesetzte  x-Axe  stehe 
senkrecht  gegen  irgend  eine  Ebene,  die  zwischen  den  beiden  Con- 
ductoren hindurchgeht.    (Vgl.  die  Figur  auf  Seite  30.) 

Dass  sich  aus  diesem  Satz  durch  Anwendung  auf  zwei  ku- 
gelförmige Conductoren  der  Bobylew'sche  Satz  ergiebt,  bedarf 
keiner  weiteren  Erläuterung. 

*)  Die  Gleichung  f{C]  -  0,  d.  i. 

d  ob  d  x  dx 

hat  also  zwei  Wurzeln,  die  reell  und  positiv  sind.   Und  hieraus  folgt  mit 

Rücksicht  auf  '21.  ,  dass  ^—  =  pos.  ist.   Dies  nur  beiläufig. 

Math.-phys.  Classe  1SS0.  3 
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§5. 

Beiläufige  Bemerkung. 

Für  ein  System  von  beliebig  vielen  Conductoren  (Su  <5g,  •  « 
dn  jeder  von  beliebiger  Gestalt)  lassen  sieh  leicht  folgende  Sätze 
ableiten,  die  analog  sind  den  Sätzen  Seite  22  und  23. 

I.  Satz.  —  Sind  die  Conductoren  (S2,  •  •  •  @w  beliebig 
geladen,  so  wird  (falls  keine  äusseren  Kräfte  influiren)  immer  we- 
nigstens auf  einem  derselben  eine  monogene  Vertheüung  anzu- 
treffen sein. 

II.  Satz.  —  Haben  insbesondere  alle  Conductoren  (£lf  C^- 

•  *  "  6«  gleiche  elektrische  Spannung,  so  finden  auf  allen  mono- 
gene Belegungen  statt;  auch  werden  alle  diese  Belegungen  glei- 
ches Vorzeichen  haben. 

III.  Satz.  —  Hat  der  Conductor  GEi  die  kleinste,  und  der 
Conductor  (5n  die  gross te  elektrische  Spannung,  und  ist  die  erstere 
negativ,  die  letztere  positiv,  so  finden  auf  $1  und  ßn  monogene 
Verkeilungen  statt,  und  zwar  von  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen ;  während  gleichzeitig  die  Verkeilungen  auf  den  übrigen 
Conductoren  (Sj,  (£3,  (S4,  •  •  •  (Sn_i  im  Allgemeinen  wahrscheinlich 
amphigen  sein  icerden. 

IV.  Satz.  —  Ist  die  elektrische  Spannung  des  Conductors  G>, 
positiv,  hingegen  die  Spannung  aller  übrigen  Conductoren  §2,  Cta, 

•  •  •  (£n  gleich  Nu  II,  so  finden  auf  allen  Conductoren  monogene 
Belegungen  statt ;  und  zwar  wird  die  monogene  Belegung  von  (5t 
eine  jpositive  sein,  während  die  monogenen  Belegungen  der 
übrigen  Conductoren  (S2,  £3,  •  •  •  CEn  durchweg  negativ  sind. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ergiebt  sich  äusserst  leicht  mittelst 
der  schon  bei  einer  früheren  Gelegenheit  von  mir  benutzten 
Methoden*). 

Der  letzte  von  diesen  Sätzen  ist  von  besonderer  Wichtig- 
keit für  die  im  Vorhergehenden  (Seite  27)  erwähnten  linearen 
Gleichungen : 


*  C  iSeumann  :  Unters,  üb.  das  Log.  und  Newt.  Potential,  (Leipzig 
1877),  daselbst  Seite  96,  97. 
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E\  =  ctn  Ct  +  anC2  -  -    +  ain  Cn, 
[G.  E2  =  a2l  Cx  +  «22  C2  •  •  •      a2n  Cn, 


En  =  ctn\Cx  -f-  orn2  C2  •  •  •  -t-  ann  Cn. 

Wondet  man  nämlich  diese  Gleichungen  an  auf  den  Fall  des 
IV.  Satzes,  setzt  man  also  Ct  =  pos.,  z.  B.  =  1,  hingegen  C2  = 
C3  =  •  •  •  m  Cn  ==  0,  so  folgt: 

(B.)  £2  =  «21, 

...» 

=  «nl  5 

während  gleichzeitig  aus  dem  Inhalt  jenes  Satzes  folgt,  dass  Ex 
positiv,  hingegen  E2,  Ez,  •  .  ■  En  negativ  sind.  Und  mit  Rück- 
sicht hierauf  erkennen  wir  aus  den  Gleichungen  (H.),  dass  an 
positiv,  hingegen  a2l  z.  B.  negativ  ist.  U.  s.  w. 

Wir  gelangen  somit  zu  dem  Satz,  dass  m  den  Gleichungen 
(G.j  die  Coefpcienten  ahh  sümmtlich  positiv,  hingegen  die  Coeffi- 
cienten  ahj  durchweg  negativ  sind. 


C.  Neumann,  Ueber  das  WebetJsche  Gesetz*). 

Sind  Äi,  $2,  •  •  «  5tw  und  $  starre  Körper,  die  in  irgend 
welchen  Bewegungen  begriffen  sind,  und  bezeichnet  W  das  von 
%,  %2,  •  •  •  %n  auf  $  ausgeübte  Potential,  so  wird  man  mittelst 
dieses  Potentiales  W  auch  die  Kräfte  anzugeben  im  Stande  sein, 
welche  das  System  2I2,  •  -  •  2^  auf  den  Körper  $  ausübt.  So 
z.  B.  gelten  folgende  Sätze: 

Ist  der  Körper  $  nur  beweglich  längs  eines  gegebenen  Ge- 
leises, so  ist  die  auf  ihn  in  der  Richtung  f  dieses  Geleises  ausge- 

b  w 

übte  translatorische  Kraft  =  j-r. 


)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  28.  April  1880. 

3* 
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Cael  Nbumann, 


Ist  andererseits  der  Körper  $  nur  drehbar  um  eine  gegebene 
feste  Axe,  so  ist  das  auf  ihn  in  Bezug  auf  diese  Axe  ausgeübte 

Drehungsmoment  =  —  y^,  wo  (p  den  Drehungswinkel  vorstellt. 

Bei  diesen  Sätzen  ist  vorausgesetzt,  dass  die  einzelnen  Ele- 
mente der  betrachteten  Körper  entweder  nach  dem  iVetcfon'schen 
Gesetz  oder  doch  wenigstens  nach  einem  Gesetz  aufeinander 
wirken,  welches  nur  von  der  Entfernung  abhangt.  —  Ich  werde 
im  Folgenden  zeigen,  dass  einigermassen  analoge  Gesetze  auch 
dann  stattfinden ,  wenn  jene  Wirkungen  dem  Wie&er'schen  Ge- 
setz entsprechen.  Dabei  wird  es  angemessen  sein,  zunächst 
einige  allgemeine  Betrachtungen  voranzuschicken. 


§  1. 

Uefoer  die  Arbeit  der  auf  einen  starren  Körper 
einwirkenden  Kräfte. 

Ist  m  irgend  ein  Theilchen  des  starren  Körpers  ®,  sind  fer- 
ner (unter  Zugrundelegung  eines  absolut  festen  Axensystcmes) 
x,  y,  z  und  x  +  dx>  x  +  dy,  z  +  dz  die  Coordinaten  dieses 
Theilchens  in  zwei  aufeinander  folgenden  Zeitaugenblicken  t 
und  t  H-  dt,  und  sind  endlich  roX,  mY,  mZ  die  auf  das  Theilchen 
einwirkenden  Kräfte,  so  versteht  man  bekanntlich  unter  der 
während  der  Zeit  dt  auf  den  Körper  ausgeübten  Arbeit  folgen- 
den Ausdruck : 

(1.)  %      dL  =  2m(Xdx  +  Ydy  +  Zdz), 

die  Summation  ausgedehnt  über  alle  Elemente  m  des  Körpers. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  der  Körper  bewege  sich  längs 
eines  festen  Geleises,  und  dieses  Geleise  habe  die  Richtung  der 
x-Axe.  Dann  haben  dx,  dy,  dz  die  Werthe : 

dx  =  d§, 
dy  =  0, 
dz  =  0, 

wo  (/  £  für  alle  Elemente  m  des  ganzen  Körpers  ein  und  dieselbe 
Grösse  vorstellt.  Somit  folgt  aus  (1 .) : 

(2.)  dL=  [ZmX)d$\ 

also  der  Satz:  Bei  einer  translaiorischen  Bewegung  ist  die  auf 
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den  Körper  ausgeübte  Arbeit  gleich  der  (durch  dargestellten 
kleinen  Verschiebung,  multiplicirt  mit  der  entsprechenden  transla- 
torischen Kraft. 

Nehmen  wir  andererseits  an,  die  Bewegung  des  Körpers 
bestehe  in  einer  Rotation  um  die  x-Axe.  Dann  haben  dx,  dy. 
dz  die  Werthe : 

dx  =  0, 

dy  ==  —  zd<p, 

dz  =  +  ydrp, 

wo  dcp  den  Drehungswinkel  vorstellt.  Somit  folgt  aus  (1.) : 
(3.)  dL  =  [2m  {yZ- zY)}  dtp; 

also  der  Satz :  Bei  einer  Rotationsbewegung  ist  die  auf  den  Körper 
ausgeübte  Arbeit  gleich  dem  (durch  d<p  dargestellten)  kleinen  Dre- 
hungswinkel, multiplicirt  mit  dem  zugehörigen  Drehungsmoment. 

Befindet  sich  endlich  der  betrachtete  starre  Körper  in  einer 
ganz  beliebigen  Bewegung,  so  kann  diese  Bewegung  während 
eines  Zeitelementes  dt  immer  als  zusammengesetzt  angesehen 
werden  aus  drei  den  Axen  x,  y,  z  entsprechenden  Verschie- 
bungen und  aus  drei  um  diese  Axen  bewerkstelligten  Drehungen. 
Bezeichnet  man  die  Grössen  dieser  unendlich  kleinen  Verschie- 
bungen und  Drehungen  respective  mit  rff,  drj,  d£  und  da,  dß, 
dy.  so  gelten  für  die  Zuwüchse  der  Corrdinaten  x,  y,  z  des 
Tlieilchens  m  die  Formeln : 

dx  =  dg  -f-  zdß  —  ydy, 
dy  =  drj  ■+■  xdy  —  zda, 
dz  =  du  -h  yda  —  xdß. 

Dies  in  (4 .)  substituirt,  ergiebt  sich : 

(4.)  dL  =  [SmX]  d£+  [2m  [yZ-  zY))  da 

■+-  [2mY]  drj+  [2m  [zX  —  xZ)~]  dß 
-h  [2mZ]  d£  +[2m  (xY—  yXj]  dy; 

also  der  Satz  :  Befindet  sich  der  Körper  in  ganz  beliebiger  Bewe- 
gung, so  ist  die  auf  ihn  ausgeübte  Arbeit  gleich  der  Summe  seiner 
den  drei  Coordinatenaxen  entsprechenden  Verschiebungen  und 
Drehungen,  jede  multiplicirt  mit  der  zugehörigen  translatorischen 
Kraft,  respective  dem  zugehörigen  Drehungsmoment. 
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Im  Folgenden  werden  wir  namenllich  Gebrauch  machen  von 
den  bei  (2.),  (3.)  aufgestellten  Sätzen,  indem  wir  dieselben  be- 
nutzen ,  um  die  Berechnung  der  translatorischen  Kraft,  resp. 
des  Drehungsmomentes  zurückzuführen  auf  die  Berechnung  der 

Arbeit. 

■ 

Kräfte,  die  dem  Newton'schen  Gesetz  entsprechen,  oder 
wenigstens  nur  von  den  Entfernungen  abhängen. 

Mag  die  Beweglichkeit  des  starren  Körpers  $  eine  freie  sein, 
oder  mag  sie  irgend  welchen  Beschrankungen  unterliegen,  — 
immer  werden  wir  die  räumliche  Lage  des  Körpers  abhängig 
machen  können  von  irgend  welchen  Parametern  a,  ß,  yf  d,  •  •  • 
Und  denken  wir  uns  also  im  Innern  des  Körpers  irgend  ein 
Theilchen  m  markirt,  so  werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
x,  y,  z  dieses  Theilchens  bestimmte  Functionen  von  er,  ß1  y,  d,  •  •  • 
sein.  Sind  also  z.  B.  da,  dß,  dy,  dd,  •  •  •  die  Zuwüchse  dieser 
Parameter  während  des  Zeitelementes  dt,  so  gelten  für  die  cor- 
respondirenden  Zuwüchse  jener  Coordinaten  die  Formeln : 

dö     •  •  •, 


dx  = 

bx 

da  •+- 

bw  , 

bx 

b& 

dy  = 

by 

da 

by 
b* 

dz  = 

bz 

da  ■+■ 

Tyd7  + 

bz 
bt 

Doch  wollen  wir  uns  der  Einfachheit  wegen  auf  solche  Bewe- 
gungen beschränken,  bei  denen  (wie  z.B.  bei  der  Bewegung  längs 
eines  festen  Geleises  oder  bei  der  Botation  um  eine  feste  Axe)  die 
räumliche  Lage  des  Körpers  nur  von  einem  einzigen  Parameter 
abhängt.  Dann  haben  wir  statt  (5.)  die  einfacheren  Formeln: 

dx  =      da , 

(«•)  rf;/  =  |!rf«. 

dz  =  ^  da. 
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Und  denigemäss  wird  in  diesem  Falle  die  von  den  Kräften  m  A, 
mY,  mZ  auf  den  Körper  ausgeübte  Arbeit  (1 .)  den  Werth  haben : 

(7.)         äL-[2»{xg  +  r>2  +  Z%]d*. 

Repräsentirt  nun  mV  das  Potential  der  Kräfte  mX,  mV*  mZ,  so  ist 

v  bv 
mX  =  -  m  bx, 

8.)  '»r=-ffl^ 

mZ=  -  m  ö-, 

und  folglich: 

(9.)  di.-[^|l]d«=-^d«, 

oder  falls  man  das  auf  den  ganzen  Körper  ausgeübte  Potent ial 
^  mV  mit  W  bezeichnet : 

(10.)  dl«-j£da. 

Bringt  man  diese  Formel  '10.)  in  Anwendung  auf  den  Spe- 
cialfan der  translatorischen  Bewegung,  indem  man  a  =  f  setzt, 
so  ergiebt  sich : 

(IL  -  — -jy  df; 

und  hieraus  durch  Vergleichung  mit  (2.1: 

(44.)  JmA'=-^.. 

Wendet  man  andererseits  die  Formel  (10.)  an  auf  den  Spe- 
ciallfall  der  Rotationsbewegung,  indem  man  a  =  <p  setzt,  so 
folgt : 

und  hieraus  durch  Vergleichung  mit  (3.)  : 

12.)  2m(yZ-zY) 

Diese  Formeln  (11.)  und  (12.)  repräsentireri  die  in  der  Ein- 
leitung (Seite  35,  36)  genannten  Sätze. 


40  Carl  Neumann, 

§  3. 

Kräfte,  die  dem  Weber'schen  Gesetz  entsprechen. 

Beschränken  wir  uns  wiederum  auf  den  Fall ,  dass  die 
räumliche  Lage  des  betrachteten  starren  Körpers  $  nur  von 
einem  einzigen  Parameter  abhängt,  und  bezeichnen  wir  diesen 
mit  a,  so  erhalten  wir  ebenso  wie  in  (7.)  die  Formel: 

(»,)  di-[2m(jc£+r|*+*|*)]<i«. 

Entsprechen  nun  aber  die  Kräfte  mX,  ?nF,  wiZ  dem  TV>6er' sehen 
Gesetz,  so  erhalten  wir,  falls  mV  das  Potential  dieser  Kräfte  vor- 
stellt, an  Stelle  von  (8.)  die  etwas  complicirteren  Formeln: 

v  ibV       d  bV\ 

mX  =  —  m  c  —  -r- 7 L 

\öx      dt  bx'y 

...  .  v  ibv      d  br\ 

(44.)  mY--mfa-TtW), 

7  IbV       d  bV\ 

>     i     ,        dx    dy  dz 
wo  x  ,  y  ,  z  für  — ,      ,  —  gesetzt  sind. 

Aus  (U.)  folgt  durch  Multiplication  mit  r£  und 

Addition : 

(15.) 


771 


/ÖF  d  da;  \ 
-rW(^dl^-h"*) 


Nun  ist  offenbar: 

, »  »  >       ö a;    /  ,  da 

(A.)  a>  =  ^  «  ,       wo  oc  =  - ; 

(B.)      mithin  :  y£  =  || . 
Ferner  folgt  aus  (A.) : 


da;' 

&x  , 

b«*  «> 

5  a;' 

d  da; 

dl  öä* 
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Durch  Anwendung  dieser  Relationen  (B.),  C.j  geht  aber  die 
Formel  (15.)  über  in  : 

<  tdVbx         V  d  ibV  bx'  \ 

IbV  bx'  \ 


m 


d.  i.  in: 

/.~  i  Ivbx  \  bY  d  bY 

(17.]  m|l5-+...|__»J-  +  «_J-J. 

Dies  substituirt  in  (13.)  erhalten  wir: 

(«.)  <£)],,«, 

oder  falls  wir  das  auf  den  ganzen  Körper  ausgeübte  Potential 
2 mV  mit  W  bezeichnen  : 

,flA  ,  ,  ,  [bW       d  bW]  . 

(20.)  dl=_^_--^JrfÄ< 

Bringen  wir  nun  diese  Formel  (20.1  in  Anwendung  auf  den 
speciellen  Fall  der  translatorischen  Bewegung,  indem  wir  a  =  f 
setzen,  so  folgt: 

und  hieraus  durch  Vergleichung  mit  (2.)  : 

,an  _     v  röH'        d  dH"l 

(21.)  2mX=-[Tf--w\. 

Andererseits  können  wir  unsere  allgemeine  Formel  (20.) 
anwenden  auf  den  Specialfall  der  Rotationsbewegung,  indem 
wir  a  =  (p  setzen.  Alsdann  folgt: 

und  hieraus  durch  Vergleichung  mit  (3.) : 

(*.)  *)  — fö-Äj?]- 

Diese  Formeln  (21.),  (22.)  sind  vollkommen  analog  den 
früheren  Formeln  (11.),  (12.).  und  reprüsentiren  die  in  der 
Einleitung  (Seite  37,  38)  in  Aussicht  gestellten  Sätze. 
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iNachtrüglich  erkennen  wir  leicht,  dass  man  zu  diesen 
Sätzen  (21.),  (22.)  etwas  schneller  hatte  gelangen  können  mit- 
telst des  Hamilton1  sehen  Princips.  Doch  dürfte  der  von  uns  ein- 
geschlagene Weg  seinerseits  eine  etwas  grössere  Anschaulichkeit 
für  sich  haben. 


C.  Neumann,  lieber  die  Brechung  eines  unendlich  dünnen  re- 
gulären Strahlenbündels  *) . 

Strahlen,  die  von  einem  leuchtenden  Punkt  ausgehen,  und 
beliebig  viele  Brechungen  erleiden ,  behalten  fortdauernd  die 
Eigenschaft,  ein  orthogonales  Flüchensystem  zu  besitzen,  —  vor- 
ausgesetzt, dass  die  von  ihnen  durchlaufenen  Medien  sämmtlich 
homogen  und  unkrystallinisch  sind.  Dieser  bekannte,  schon  von 
Malus  aufgestellte  Satz  kann,  falls  man  Strahlen,  die  zu  irgend 
welcher  Flüche  normal  stehen,  kurzweg  als  ein  reguläres  Strah- 
lenbündel bezeichnet,  etwas  bequemer  und  zugleich  allgemeiner 
auch  so  ausgesprochen  werden : 

Ein  Strahlenbündel  wird,  falls  es  anfangs  regulär  war, 
auch  nach  beliebig  vielen  Brechungen  regulär  sein,  voraus- 
gesetzt, dass  die  durchlaufenen  Medien  sämmtlich  homogen  and 
unkrystallinisch  sind. 

Beschranken  wir  uns  auf  ein  unendlich  dünnes  reguläres 
Strahlenbündel,  und  bezeichnen  wir  den  mittleren  Strahl  des 
Bündels  als  Hauptstrahl,  so  werden  alle  Strahlen  dieses  unend- 
lich dünnen  Bündels  sich  anlehnen  an  zwei  bestimmte  gerade 
Linien,  welche  den  Hauptstrahl  schneiden,  gegen  denselben  senk- 
recht stehen,  und  auch  gegen  einander  senkrecht  stehen**). 
Diese  beiden  Linien  (gewissermassen  die  Leitlinien  des  Bündels) 
werden  die  Brennlinien  genannt;  und  die  beiden  Punkte,  in 
denen  der  Hauptstrahl  von  diesen  Brennlinien  geschnitten  wird, 
heissen  die  Brennpunkte. 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  4.  März  4  880.  Eingereicht  im 
April  4  880. 

**)  Man  vergleiche  die  bekannten  Untersuchungen  von  Kummer,  in 
Crelle's  Journal,  Bd.  57. 
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Lassen  wir  dieses  unendlich  dünne  und  reguläre  Strahlen- 
bündel auf  eine  brechende  Fläche  fallen,  so  wird  dasselbe  nach 
erlittener  Brechung  wiederum  regulär  sein  zufolge  des  vorhin 
genannten  Malus  schen  Satzes  ,  also  wiederum  zwei  zu  einander 
und  zum  Hauptstrahl  senkrechte  Brennlinien  haben,  —  voraus- 
gesetzt, dass  die  in  Betracht  kommenden  Medien  homogen  und 
unkrystallinisch  sind.   Wir  wollen  nun  die  Brennlinien  des  ge- 
brochenen Bündels  zu  finden  suchen,  falls  diejenigen  des  ein- 
fallenden Bündels  gegeben  sind.  Wir  stellen  uns  also  folgende 

Aufgabe:  Zwei  homogene  und  unkry  stullin  ische  Medien  M 
und  Jfj  mit  den  Lichtgeschwindigkeiten  g  und  gx,  (dso  mit  den 
Brechungsindices 

t .  n  =  —    und    nt  =  — 

0  0\ 

grenzen  an  einander  in  einer  gegebenen  Flüche 
(«.)  f  x,y,  z)  «  0. 

Ein  das  Medium  M  durchschreitendes  unendlich  dünnes  und 
reguläres  Strahlenbündel,  dessen  Hauptstrahl  Z,  und  dessen 
Brennlinien  o,  o'  gegeben  sind,  wird  von  der  Flache  2.)  gebrochen, 
und  vertcandelt  sich  also  bei  seinem  Uebergange  in  das  Medium  Mt 
in  ein  gewisses  anderes  ebenfalls  reguläres  Strahlenbündel, 
dessen  Hauptstrahl  mit  Et,  und  dessen  Brennlinien  mit  o1?  <f\ 
bezeichnet  werden  mögen.  —  Die  Aufgabe  besteht  darin,  Z1?  o,, 
Oi  zu  finden,  falls  Z,  o,  o'  gegeben  sind. 

Um  diese  Aufgabe  analytisch  einzukleiden,  bezeichnen  wir 
den  sogenannten  Einfallspuncl,  d.  i.  denjenigen  Punkt,  in  welchem 
die  brechende  Fläche  f(x,  y,  *)=  0  von  Z  und  Z,  getroffen  wird, 
mit  0,  ferner  die  Entfernungen  der  Brennlinien  a.  o',  o1?  &\  von  0 
resp.  mit  /,  /',  /,,  l\\  wobei  aber  Rücksicht  genommen  werden 
soll  auf  das  Vorzeichen.  Es  mögen  nämlich  unter  /,  /'  die  Ab- 
scissen  der  Brennlinien  o,  o'  verstanden  werden,  diese  Abscissen 
gerechnet  von  0  aus  längs  Z  in  der  Richtung  des  fortschreitenden 
Lichtes.  Und  ebenso  sollen  unter  lu  die  Abscissen  der  Linien 
Oi,  oi  verstanden  werden,  diese  Abscissen  gerechnet  von  0  aus 
längs  Zt  und  wiederum  in  der  Richtung  des  fortschreitenden 
Lichtes.  Ausserdem  werde  gesetzt : 


(3.) 


L  =  j  und  l'  =  j, 
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(3.a) 


Endlich  mögen  die  Azimuthe  der  Ebenen  Zo  und  I,^  gegen  die 
Ebene  ZZj  respective  mit  %  und  %\  bezeichnet  werden. 

Alsdann  besteht  unsere  Aufgabe  darin,  Lu  Lfu  x\  als  Func- 
tionen von  L,L',x  darzustellen. 


Die  Formeln  für  die  Brechung  eines  Lichtstrahles. 

Sind  (a,  b,  c)  und  (ai,^,^)  zwei  gegebene  Puncte  diesseits 
und  jenseits  der  brechenden  Fläche  und  denkt  man  sich  von 
(a,  6,  c)  unendlich  viele  Strahlen  ausgehend,  so  wird  unter  all1 
diesen  Strahlen  einer  sein ,  welcher  nach  erlittener  Brechung 
durch  (a|,&t>ci)  hindurchgeht.  Bezeichnet  man  den  Punct,  in 
welchem  die  Fläche/*  von  diesem  spiecellen  Strahl  getroffen  wird, 
mit  (ac,  y,  *),  so  kann  zur  Berechnung  von  (x,  y,  z)  das  bekannte 
Princip 

(4 .)  n  r  -+-  nt  rt  =  Minimum 

in  Anwendung  gebracht  werden.  Denn  unter  allen  von  (a,  6,  c) 
nach  (oj,  bu  Cfc)  führenden  Wegen  wird  der  Lichtstrahl  denjenigen 
auswählen,  welcher  den  kleinsten  Zeitaufwand  erfordert.  Dieser 
Zeitaufwand  aber  drückt  sich  aus  durch  nr-t-ft|r1}  falls  man 
nämlich  unter  r  und  rj  die  Entfernungen  des  Puncte6  [x,  y,  %) 
resp.  von  (a,  ö,  c)  und  [aA,  bu  Cj)  versieht.  Dabei  haben  n  und  ftj 
die  in  (1 .)  genannte  Bedeutung. 


wo  /"=()  oder  /^sr,  y,  5)  =  0  die  Gleichung  der  brechenden  Fläche, 
und  A  einen  unbekannten  Factor  vorstellt.  Bezeichnet  man  die 
Richtungscosinus  von  r  und  rx  (und  zwar  in  der  Richtung  des 
fortschreitenden  Lichtes),  mit  A,  B,  T  und  A1?  B1}  Vx,  so  nehmen 
diese  Gleichungen  folgende  Gestalt  an : 


§1. 


Aus  (4.)  folgt  nun  sofort : 


öx  1 
by  ' 

f[xiy)z)  =  Q, 
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5.; 


• 

"iß, 

nf  - 

n,r, 

=  i 

u 


Sind  A,  B,  T  und  x,  z  gegeben,  so  bestimmen  sieb  mittelst 
dieser  Gleichungen  (5.)  die  Werthe  von  A^B,,^.  Und  be- 
zeichnet man  die  analogen  Grössen  fUr  irgend  einen  Nachbar- 
strahl mit  A  -+-  dA,  B  -+■  dB,  I"  -+-  df",  x-f-dx,  y  +  dy,  z  +  dzy 
Ai  ■+■  rfAi,  Bj  H-  dB,,  r,  -i-  dl",  so  ergeben  sich  für  die  Differen- 
tiale dA,  dB,  etc.  aus  (5.)  folgende  Formeln: 


5.a; 


n dA-  n.dA,  =  i.  ffi  dx  +  dy  +  ds)  + 
BdB-n,dB,-i  (^dx  +       dy  +  s^d3)+ 


ndr  -  Mr,  =  *  (j^dx  +  ^  dy  +  -j, 
und  daneben  die  Formel : 


dz 


) 


s.b; 


dx 


0/ 


dz  =  0. 


Figur  < . 

Wir  wollen  nun  den  Punct  [x,  y,  *)  zum  Anfangspunct  des 
Coordinatensystems  nehmen,  also  x  =  y  =  z  =  0  setzen,  und 
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die  in  diesem  Punct  auf  der  Fläche  errichtete  Normale  zur  s-Axe 
nehmen.  Gleichzeitig  können  wir  uns  die  gegebene  Fläche  er- 
setzt denken  durch  das  dieselbe  in  jenem  Puncte  osculirende 
Paraboloid.  Dann  wird: 

(6)  ■f-"ß  +  b+**ex»-s-0, 

wo  a,  b,  c  Constanten  sind.  Und  gleichzeitig  gehen  alsdann  die 
Formeln  (5.),  (5.a)  und  ;5.b)  über  in*  : 

{/iA  —  «!  Aj  =  0, 
»B  — n,Bt  =  0, 
n  r  — rt  =  —  x, 

{n</A  —  n^/Ai  =  k[adx  -t-  cdy)y 
ndB  —  ?i,c/B,  ss  licdx  bdy), 
ndV  —  n^lV^  =  —  (/Ä,  und  ilaneben:     dz  =  0. 

Denken  wir  uns  die  Richtung  A.  B,  P  durch  zwei  Winkel 
bestimmt,  nämlich  durch  den  Einfallswinkel  co  und  das  Azimuth 
fp  der  Einfallsebene,  so  wird: 

A  =  sin  w  cos  <p ,  d  A  =  cos  w  cos  rp  d  w  —  sin  w  sin  </)  (p , 
B  =  sin  lo  sin  r/1 .  r/  B  =  cos  w  sin  <y>  w  sin  w  cos  fp  d(p  , 
T  =  cos  w ,  </ 1"  =  —  sin  cti  cd  ; 

und  in  analoger  Weise  lassen  sich  A^B,,!^  ausdrücken  durch 
den  Brechungswinkel  wt  und  das  Azimulh  (p\  der  durch  die  Nor- 
male z  und  den  gebrochenen  Strahl  gelegten  Ebene.  Substituten 
wir  diese  Wert  he  in  die  aus  (7.)  entspringende  Gleichung  : 

B  B, 
A      A,  * 

so  folgt: 

tg  (f  =  tg  <p] ,  mithin  :  tf  =  q>v 

Es  liegen  also  die  beiden  Strahlen  A,  B,  l~j  und  (A, ,  B^T]}  und 
die  Normale  z  in  ein  und  derselben  Ebene.  Nehmen  wir  diese 
Ebene,  d.  i.  die  Einfallsebene,  zur  o-s-Ebene,  so  wird  <p  =  (fl  =0  ; 


*  Es  wird  alsdann  X  ^  =  X  {ax  +  cy, ,  also  =  0,  weil  x  =  y  =  z  =o 

gesetzt  werden  soll.  U.  s.  w.  Noch  sei  bemejkt,  dass  in  beistehender  Figur 
die  Strahlen  A,  B,  !~  und  At,  Blf  fj)  resp.  mit  2  und  rt  bezeichnet  sind. 
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so  dass  sich  also  für  A,  B,  T,  dA,  dB,  dT  die  Werthe  er- 
geben : 

A  =  sinw,       dA  =  coswdto, 
(8.)  B  =  0  dB  =  sin  u)dq>, 

r  =  cosw,  =  —  sinwdw, 

und  für  A, ,  B, ,  T, ,  dA^  dB1?  dl~j  die  analogen  Werthe  : 

At  =  sin  o>!  ,     r/At  =  cos  tu,«/  iox , 
(9.)  B,  =  0 ,  dBi  =  sin  Wjdqp,  , 

Tt  =  cosw, ,       rx  =  —  sin  co,dft>|. 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  (7.),  (7.a)  folgt  sofort: 

( n  sin  cu  —  nA  sin  w,  =  0  , 
(10.)  J  0=0, 

[    cos  w  —  Wj  cos  w,  =  —  X , 

{n  cos  cj  d  (ü  —  7i,  cos  iordwx  —  X [a d x  ■+-  c d y) , 
w  sin  w(/f/)  —  n,  sin  wxd(p^  =  k{cdx  ■+-  bdy), 
—  n  sin  wrfw  -h  w,  sin  w,dw,  =  —  dA,  u.  daneb.  da  =  0. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  kann  man,  wenn  ein  unendlich  dünnes 
Bündel  einfallender  Strahlen  gegeben  ist,  das  ihm  zugehörige 
gebrochene  Sirahlenbündel  berechnen.  Dabei  mögen  die  in  der 
a?z-Ebene  liegenden ,  den  Winkeln  w  und  wt  entsprechenden 
Strahlen  [A,  B,  V)  und  (At,  B,,  I",)  als  die  Hauptstrahlen  der  beiden 
Bündel  angesehen  und  mit  Z  und  Tv  bezeichnet  werden. 

§2. 

Das  einfallende  Strahlenbündel. 

Der  Ilauptstrahl  I  hat  den  Einfallspunkt  ;0.  0,  0)  und  die 
Richtungscosinus  (A,  B,  [").  Denken  wir  uns  also  von  (0,  0,  0)  aus 
auf  dem  Strahle  Z  und  in  der  Richtung  des  fortschreitenden  Lichtes 
zwei  Abscissen  /,  /'  aufgetragen,  und  in 'den  Endpunkten  dieser 
Abcissen  auf  dem  Strahle  Z  zwei  zu  einander  senkrechte  Per- 
pendikel o",  o'  errichtet,  und  nehmen  wir  ausserdem  an,  dass 
das  Azimuth  der  Ebene  Za  gegen  die  Einfallsebene,  d.  i.  gegen 
die  scs-Ebene  den  Werth  %  habe,  so  werden  o  und  o'  die  ge- 
gebenen Brennlinien  des  einfallenden  Strahlenbündels  vorstellen. 
Hienach  lassen  sich  die  Richtungscosinus  (er,  /?,  y)  und  (<*',  ß*,  /} 
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der  Brennlinien  o  und  o'  leicht  berechnen.  Fügt  man  dabei  noch 
die  in  (8.),  angegebenen  Werthe  hinzu,  so  erhalt  man  folgende 
Tabelle*):  . 
(11.) 


a  =  cos  co  cos  x 

ß  =  smx 

y  =  —  sincocos# 


a  *  —  cos  co  sin  x 

ß'  =  cos  / 

/  =  sin  co  sin  ^ 


A 
B 

r 


sm  co 
0 

cos  CO 


dA  =  cos  codüß 
üB  =  sin  codc/> 
df=  —  sin  codco 


woraus  beiläufig  folgt: 

^2  ^  a'dA  4-  ß'dB  4-  y'dV  =  —  sin  %du)  4-  cos  #(sin  code/>), 
'   adA  4-  /?dB  4-  ydT  =  cos  /rfco  4-  sin  #(sin  tadq>). 

Soll  nun  irgend  ein  Strahl  mit  dem  Einfallspunkt  [dx,  dy,  dz) 
und  den  Richtungscosinus  (A  4-  c/A,  B  4-  dB,  dl")  dem  ge- 
gebenen Strahlenbündel  angehören,  so  muss  derselbe  die  ge- 
gebenen Brennlinien  a  und  a  berühren.  Bezeichnet  man  diese 
unbekannten  Berührungspunkte  vorlaufig  mit  (£,  rj,  Q  und 
(f»  £')>  80  kann  man  vom  Anfangspunkt  (0,0,  0)  aus  zum 
Punkte  (J,  rj,  J)  in  doppelter  Weise  gelangen.  Denn  einerseits 
kann  man  von  (0,0,0)  aus  längs  des  Hauptstrahles  I(A,  B,  l~) 
die  Abscisse  l  durchlaufen ,  und  sodann  längs  der  Brennlinie 
o{a,ß,  y)  nach  (f,  17,  £)  wandern  ;  in  solcher  Weise  ergiebt  sich: 

f  =  A  h-  ada , 
rj  =s  Bl  ß da , 
J  =  I"/  4-  /der, 

wo  da  die  durchlaufene  (unendlich  kleine)  Strecke  der  Brenn- 
linie vorstellt.  Andererseits  aber  kann  man  von  (0,  0,0)  aus  zu- 
nächst zum  Punkte  [dx,  dy,  dz)  fortschreiten,  und  sodann  von 
hier  aus  längs  des  Strahles  (A  4-  dA,  B  4-  dB,  r  4-  dV)  nach 
[f>fy  0  gelangen;  hierbei  ergiebt  sich: 

£  =  dx  4-(A  4-  dk)(l  4-  dl), 

rt  =  dy  4-(B  4-tfB)!/  +  dZ), 
  t  =  d5  4-(r  4-dr)(/4-d/), 

*)  Dass  die  in  dieser  Tabelle  für  a,  ß,  y  und  «',  p,  y'  angegebenen 
Wertbe  die  richtigen  sind,  lässt  sich  am  bequemsten  a  posteriori  nach- 
weisen. In  der  That  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  bei  Annahme  dieser 
Werthe  sowohl  den  Bedingungen  genügt  wird : 

(<r,  I)  =  y,  I  =  (a,  o't  =  900, 


als  auch  der  Bedingung 
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wo  [l  4-  dl)  die  auf  dem  Strahl  (A  4-  dA,  B  «+■  dB,  T+  dV) 
durchlaufene  Strecke  vorstellt.  —  Durch  Vergleichung  dieser 
beiderlei  Ausdrücke  für  £,  17,  £  ergiebt  sich : 

ada  =  dsc4-/dA4-Ad/, 
ßda  =  dy  4-  IdB  4-  Bd/, 
ydcr  =  d*  4-  /dT  4-  Vdlj 

und  hieraus  durch  Multiplikation  mit  a',      /  und  Addition : 

0  =  [a'dx  4-  ß'dy  4-        4-  /(«'dA  4-  /S'dB  4-  /dr) . 

In  ganz  analoger  Weise  kann  man  ferner  den  Berührungspunkt 
(I',  17',  t')  behandeln,  und  gelangt  alsdann  dann  zu  folgender 
Formel : 

0  =  [adx  +  ßdy  +  ydz)  +  Z'(adA  4-  ßdB  4-  ydV). 

Die  beiden  letzten  Formeln  gewinnen  durch  Substitution 
der  Werthe  (11.)»  M^.),  sowie  durch  Substitution  des  in  (10. a) 
notirten  Werthes  dz  =  0,  und  wenn  man  ausserdem 

\  =  L    und    y  =  L' 

setzt,  folgende  Gestalt: 

—  sin  xdto+cosx  (sin  tadcp)  =  —  L[  —  sin  %  cos  w dx 4-  cos %dy)% 
cos^dw  4-sin#  (sin  tue/ 9p)  =  — -Z,'  (cos %  cos  w  da?  4- sin  #df/); 

und  hieraus  folgt  durch  Auflösung  nach  d o>  und  sin  wd^p  sofort : 

dw  =  —  [(Lsin2x  4-  X'cos2^)  cos  wdx 

4-  (£'  -  I)  sin^cos^dy], 
sin  ü)d(p  =  —  [(!/  — JL)  sin  #  cos  #  cos  w das 

4-  (I  cos  2  x  H-     sin  2     d  y], 

d.  i. 

{dto  =  —  (A  cos  wda;  4-  Cdy), 
sin  wd<p  =  —  (C  cos  wda:  4-  Bdy), 

wo  yl,  5,  C  die  Bedeutungen  haben. 

j4  =  L  sin2  /  4-  L'  cos  2 

(U.a)  JB  =  icos2x4-rsin2z, 

C  =  (//—  I)  sin  ^  cos 

Hieraus  folgt,  wie  sogleich  bemerkt  sein  mag: 

Math.-pbys.  Classe.  1880.  * 
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L  +  L  =A  +  B, 

so  dass  also  L,  V  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung sind : 

(U.c)  (L-A)  [L-B  =  C2. 


§  3. 

Das  gebrochene  Strahlenbündel. 

Die  Formeln  (13.),  (U.a.b,  cj  charakterisiren  das  unendlich 
dünne  einfallende  Strahlenbündel.  Aus  diesem  ergiebt  sich  das 
zugehörige  gebrochene  Bündel  mittelst  der  Formeln  (10.a)  : 

nt  cos  toidtoi  =  n  cos  wdu)  —  X  {adx  -+-  crfy), 
nY  sin  u)ldcpl  =  ?isin  wd(p  —  X  (cdx     bdy) ; 

substituirt  man  nämlich  hier  für  rfw,  d<p  die  Werthe  (13.),  so 
erhält  man : 

nA  cosaifdaii  =  —  n  cos  a>  (^1  cos  todx-h  Cdy)  —  X  [adx  •+■  cdy) , 
nx  sinwjdqpj  =         —n  [C cos  w  dx  +  Bdy)  —  l  (cdx  +  bdy), 

d.  i. 

doji  =  — ■  (4|  cos  cotdx  «+-  A<fy)> 
[sin  ajidfpi  m  —  (Cj  cos  w^dx  •+-  B^dy), 

wo  i4u  Bu  Q  die  Werthe  haben : 

n  j4  cos  2  w  +  Ä  a 


(15.)  { 


4 


«1  COS2  (Ol 

nB  +  Xb 

«i  ' 
nCcosw  +  Xc 


nx  cosa*! 

Mehr  symmetrisch  gestalten  sich  diese  Formeln  für  Au  Bif  Cx, 
wenn  man  denselben  folgende  Gestalt  giebt : 

IWi  Ax  cos 2  (t>,  —  nA  cos  2  u  =  A a, 
n^t  -nJ?  =  Aö, 

rt,  Ct  cos  W!    —  n  C  cos  a>    =  Ac. 
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Die  Formeln  (15.)  für  das  gebrochene  Bündel  sind  von 
demselben  Charakter  wie  die  Formeln  (13,)  für  das  einfallende 
Bündel.  Bezeichnet  man  also,  wie  schon  früher  festgesetzt 
wurde,  die  Abscissen  für  die  Brennlinien  des  gebrochenen  Bün- 
dels mit  Zt,  und  die  reciprok.cn  Wert  he  dieser  Abscissen  mit 
L' ,  L,',  so  werden  offenbar  die  in  (15.)  enthaltenen  Coefficienten 
^1  zu  L\i  W  m  derselben  Beziehung  stehen,  wie  die  in 
(13.)  enthaltenen  Coefficienten  Ay  B,  C  zu  I,  L' .  Es  werden 
also  folgende  mit  (14. a)  analoge  Relationen  stattfinden: 

=I,sin2Xl  -t-Z/cos**,, 
(17.a)  Bx  =  Lt  cos2*i  -+-  ^sm^xu 

C,  =  (V  — A)  sinxicosxi, 

wo  x\  dasjenige  Azimuth  vorstellt,  unter  welchem  die  durch 
den  Hauptstrahl  Zt  und  die  Brennlinie  U\  gelegte  Ebene  gegen 
die  Einfallsebene  d.  i.  gegen  die  ccs-Ebene  geneigt  ist. 

• 

Aus  (17.a)  folgt  sofort : 
(17. b)  Ij  +  LX'  =  AX  -»-^i, 

so  dass  also  Lu  Z,/,  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Glei- 
chung sind : 

(17.c)  [I,  -  Ax)  %  -  Bx)  =  (tf. 

Hiermit  ist  unsere  Aufgabe*)  im  Allgemeinen  gelöst.  Denn  die 
Formeln  (16.)  repräsentiren  die  gesuchten  Relationen  zwischen  A, 
B,  C  und  Au  Bu  Cj  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  zwi- 
schen /,     x  und  ki  h't  Xv 

Anwendung  auf  die  Kugelfläche. 

Die  brechende  Flache  sei  dargestellt  durch  die  Kugelfläche 

(18.)  xz  +  y*+  Js-rpar« 

d.  i. 

(18.a)  tT2  +  ?/2  +  z2_2rz  =  0, 

*)  Vgl.  Seite  43. 

4* 
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wo  r  den  Radius  vorstellt.  Und  der  Einfallspunkt  des  Haupt- 
strahles liege  wieder  im  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems. 


z 


Figur  2. 

Alsdann  wird  das  die  Kugelfläche  in  diesem  Punkte  osculirende 
Paraboloid  die  Gleichung  haben  : 

(19.)  — 

so  dass  also  [vgl.  (6.)]  die  Coefficienten  a,  b,  c  im  gegenwär- 
tigen Fall  die  Werthe  haben : 

0  =  6  =  -^,      c  =  0. 

Setzt  man  ausserdem  zur  Abkürzung  y  =  fl,  so  gewinnen  die 
Gleichungen  (16.)  folgende  Gestalt: 

(»,  At  cos  2  u)l  —  n  A  cos  2  (o  =  X  R, 
.nxBi  —nB  =  IR, 

Inj  Q  cos  wj    —  n  C  cos  o»  =0, 
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wo  zwischen  n,  14,  w,  w,,  Zdie  in  (10.)  angegebenen  Relationen 
stattfinden : 

n  :  ?i«  =  :  . 

1       sin  cu    sin  w,  ' 

/  =  /i,  COS  0>j  —  n  COS  üi. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Relationen  kann  man  die  Formeln  (20.) 
auch  so  schreiben : 


(21.) 


nj  (At  cos2  coi  —  Äcos  Wj)  =  n  (A  cos 2  w  —  R cos  01} , 
nt  [Bx  —  ficos  w,)  =  n(B  —  R cos w) , 
n,  (C,  cos  cu,)  =  n  (Ccos  w) . 


oder  auch  so : 

.■l.roS2«!  —  /{COS  0)i 


(22.1) 
(22.11) 
(22.111) 


sin  u>i 


A  cos8  cu  —  R  cos  01 
sin  oi 


ßx  —  Ä  cos  o>|       B  —  H  cos  tu 
sin  (üt  sin  tu 


Ct  cos  ft*i 
sin  o>t 


Ccoscu 
sino>  * 


Dies  also  sind  im  Falle  der  Kugelfläche  die  gesuchten  Relationen 
zwischen  A,  B,  C  und  Al}Btl  C,,  oder  (was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt) zwischen  l,  %  und  lt1  %x.  In  der  That  ist,  um  die 
Relationen  zwischen  diesen  letztem  Grössen  zu  erhalten*  nur 
erforderlich,  dass  man  in  (22.  I,  II,  III)  an  Stelle  von  Ay  B,  C 
und  Au  //, ,  f,  die  Ausdrücke  (14.a)  und  (47.a)  substituirt, 
dabei  beachtend,  dass  L,  L\  L{1  Iq*  die  reciproken  Werthe  von 
fy      lu  Ii  vorstellen. 


§  5. 

Betrachtung  zweier  gpecieller  Fälle. 

Erster  Fall.  Von  den  Brennlinien  a,  a'  des  einfallenden 
Bündels  mag  die  eine  a  senkrecht  zur  Einfallsebene,  also  die  an- 
dere <f  in  der  Einfallsebene  liegen.  Dann  ist  offenbar 

(«.)  X  -  900, 

also  nach  (U.a) : 

(/?.)  A  =  L,     B  =  L%     C=  0. 
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Aus  der  letzten  Gleichung  C  =  0  folgt  mit  Rücksicht  auf  (22.111) 
sofort:  C1  =  0.  Und  mit  Rücksicht  hierauf  folgt  aus  (17-b)  : 
lg  2  Xi  =  °>  a,so  x\  selber  =  0°  oder  =  90°.  Eine  Untersuchung 
Uber  die  Frage,  welcher  von  diesen  beiden  Werthen  der  richtige 
sei,  ist  glücklicher  Weise  picht  nothig.  Denn  beide  Werthe  füh- 
ren zu  demselben  Endresultat.  Nehmen  wir  zunächst 

[y.)  Xi  =  900, 

so  wird  nach  (J7.a) : 

(ö\)  A,  =  Li,     Bx  =  V- 

Substituiren  wir  nun  die  Werthe  (ß.),  [ö.)  in  (22. 1,  II),  so  folgt: 
L,  cos2  toi  —  R  cos  ft>i       L  cos2  o>  —  R  cos  a» 


(<r.) 


sin  «t  sin  w 


V  V-itcosa»,  =  Z/-ficoso> 

;  *'  sina)t  sin« 

Da,  nach  (a.),  (y.),  %  =  90°  und  auch  90°,  so  sind  a  und  ff, 
die  zur  Einfallsebene  senkrechten  Brennlinien  des  einfallenden 
und  gebrochenen  Bündels.  Und  die  reciproken  Abscissen  L  und 
Li  dieser  Brennlinien  hangen  also  mit  einander  zusammen  durch 
die  Formel  (ff.);  während  gleichzeitig  die  reciproken  Abscissen 
L'  und  Ly'  der  in  der  Einfallsebene  liegenden  Brennlinien  af 
und  ff/  mit  einander  verbunden  sind  durch  die  Formel  (r.). 

Hätten  wir  in  (y.)  den  Winkel  %\  nicht  =3  90°,  sondern 
=  0°  genommen  so  würden  sich  statt  der  Relationen (ö.)  folgende 
ergeben  haben :  Ax  —  Li  und  BY  =  Li  u.  s.  w.  Und  wir  tiber- 
sehen leicht,  dass  sich  hiebei  genau  dieselben  Resultate  wie  vor- 
hin ergeben  haben  würden,  nur  mit  etwas  anderer  Bezeichnung. 
—  Wir  gelangen  also  zu  folgendem  Satz  : 

Besitzt  das  auf  die  KugelflUche  fallende  Strahlenbündel  zwei 
Brennlinien,  von  denen  die  eine  senkrecht  zur  Einfalls- 
ebene, mühin  die  andere  in  dieser  Ebene  liegt,  so  gilt  Gleiches 
auch  von  dem  gebrochenen  Bündel.  Und  zwar  sind  in  diesem  Fall 
die  Abscissen  l  und  /,  der  zur  Einfallsebene  senkrechten  Brenn- 
linien mit  einander  verbunden  durch  die  Formel  (ff.): 


/cos  a>t      l\  cos  o)i       /cos  ai       1\  cos  oj 
\    Ii  r)  sin  Wi  ~~  \    l  rj  sin  oi  ' 
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oder,  einfacher  ausgedrückt,  durch  die  Formel : 

r  cos  w(  —  ^      rcosw  —  l 


[00.) 


h  tg  w,  l  Ig  w 


Und  andererseits  sind  die  Abscissen  l  und  Ii*}  der  in  der  Einfalls- 
ebene gelegenen  Brennebenen  mit  einander  verbunden  durch  die 
Formel  (t.): 

(\       cos  o)i  \   J_       /_!_     cos  q>\  1_ 
17       7^    /  sin  o»!      \  l          r    J  sin  w  ' 

d.  i.  rfwrcA  die  Formel : 

-. 

-     ,  r  —  fr  cos  ü»i  r  —  l  cos  &> 

'rr,J  fr  sin  o),     ~~     isinw  * 

/n  diesen  Formeln  bezeichnet  w  den  Einfallswinkel,  wi  den  Brech- 
ungswinkel, und  r  den  Radius  der  gegebenen  Kugelfläche. 

Zweiter  Fall.  Die  Strahlen  des  einfallenden  Bündels 
mögen  sämmtlich  von  ein  und  demselben  Punkt  ausgehen.  Als- 
dann besitzt  das  Bündel  zwei  auf  einander  senkrechte  durch 
diesen  Punkt  gehende  Brennlinien,  von  denen  man  sich  die  eine 
senkrecht  zur  Einfallsebene,  die  andere  in  dieser  Ebene  gelegen 
vorstellen  kann.  Hieraus  folgt,  dass  der  gegenwärtige  Fall  sich 
dem  vorhergehenden  unmittelbar  subsumirt.  Der  einzige  Unter- 
schied wird  darin  bestehen,  dass  die  beiden  Grössen  L  und  L\ 
welche  im  vorhergehenden  Fall  verschiedene  Werthe  hatten,  im 
gegenwürtigen  Fall  einander  gleich  sind. 


§6. 

Geometrische  Constructionen.  (Die  in  der  Einfallsebene 

liegenden  Brennlinien.) 

Betrachtet  man  zunächst  die  in  der  Einfallsebene  liegenden 
Brennlinien,  deren  Abscissen  /,  Zt  der  Formel  (tt.)  unterworfen 
sind,  und  bezeichnet  man  die  Mittelpunkte  dieser  Brennlinien, 
d.  i.  die  Endpunkte  der  Abscissen  /  und  /j  resp.  mit  rund  tx, 


*)  Der  Bequemlichkeit  willen  unterdrücken  wir  jetzt  die  Accente. 
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ferner  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  das  in  bei- 
stehender Figur  angegebene  Axensyslem  resp.  mit  x,  z  und  xx , 

z 


C 


0 

Figur  3. 


zu  endlich  die  Coordinaten  des  Kugelcentrums  C  in  Bezug  auf 
ebendasselbe  Axensystem  mit  X,Z,  so  ist  offenbar: 

x  =  l  sin  o) ,  Xi  =  lt  sin  tot ,  X  =  0 , 
z  =  l  cos  w ,    jst  =  /j  cos  cüt ,    Z  =  r. 

Demgemäss  kann  die  Formel  irr.)  auch  so  geschrieben  werden: 

Z  -  gt  _  Z  —  a 

X  —  #1      X  —  a? 

Imrf  hieraus  folgt,  dass  die  drei  Punkte  C,  r,  Tt  m  gerader  Lin  ie 
liegen.  Sind  also  C  und  %  gegeben,  so  kann  man  ri  sofort  con- 
struiren. 

§7. 

Geometrische  Constructionen.  (Die  zur  Einfallsebene 
senkrechten  Brennlinien.) 

Erste  Constrnction.  Ebenso  wie  bisher  sei  C  das  Centrum 
der  brechenden  Kugelfläche,  und  0  der  Einfallspunkt.  Ferner 
sei  Oo  die  Verlängerung  des  einfallenden  Bündels,  und  Oat  das 
gebrochene  Bündel.   Und  gleichzeitig  mögen  a  und  0j  die  zur 
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Einfallsebene  senkrechten  Brennlinien  dieser  beiden  Bündel  vor- 
stellen*). Die  Abscissen  /  =(Ooj  und  l{  ss(Oait  dieser  Brenn- 
linien sind  mit  einander  verbunden  durch  die  Relation  (aa.) 

/.  »  r  cos  g  —  l  _  r  cos  <ax  —  /t 

wo  (jj  =  COo)  der  Einfallswinkel,  und  w,  =  (000*,  der  Brech- 
ungswinkel ist,  während  r  =  (0C;  den  Radius  den  Kugelflache 
vorstellt. 

c 


o 


Figur  4. 

Construiren  wir  nun  um  OC  als  Durchmesser  einen  in  der 
Einfallsebene  liegenden  Hülfskreis,  und  verstehen  wir  unter  a 


*)  Genauer  ausgedrückt:  Es  sollen  «rund  a\  diejenigen  Punkte  sein, 
in  welchen  die  Einfallsebene  d.  i.  die  Ebene  unserer  Zeichnung  von  jenen 
(zu  ihr  senkrechten)  Brennlinien  getroffen  wird. 
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und  a,  diejenigen  Punkte,  in  denen  dieser  Hülfskreis  resp.  von 
Oo  und  Off,  getroffen  wird,  ferner  unter  ß,  ßx  diejenigen 
Punkte,  in  denen  der  Durchmesser  OC  getroffen  wird  von  zwei 
auf  Oo  und  Off,  resp.  in  o  und  ff,  errichteten  Perpendikeln,  so 
wird  offenbar  die  linke  Seite  der  Formel  (I.)  in  folgender  Weise 
umgestaltet  werden  können : 

» 

r  cos  tu  -  l  _    [OC)  cos  u  —\Oa)      [Oa)-{Oo)  {**) 
Mgw  ;0<r;tgtü        —       [aß)     ~  l*fi)'. 

Und  in  ähnlicher  Weise  lässt  sich  auch  die  rechte  Seite  der 
Formel  ausdrücken ;  so  dass  jene  Formel  übergeht  in 

(u  \  [£*1  —  f<T'  g»j 

!H-j  i°ß)  ~  Sä)' 

woraus  sofort  folgt : 

(IL)  J{aaß)rsj  <j(o{axß{), 

also  z.  B.  auch 

(IV.)  Winkel  (ff  a  $  =  Winkel  (ff, «, ßx ) . 

Diese  beiden  Winkel  müssen  daher,  weil  zwei  ihrer  Schenkel  [a  ff) 
und  [et]  ff,)  in  einem  Punkt  0  des  Hülfskreises  einander  schnei- 
den, Über  demselben  Bogen  dieses  Kreises  stehen.  Mit  an- 
dern Worten  :  Die  Linien  aß  und  er,  ß{  müssen  einander  schneiden 
in  einem  Punkte  jenes  Hülfskreises.  (Dieser  Punkt  ist  in  unserer 
Figur  mit  7t  bezeichnet.) 

Dieser  Satz  führt,  falls  die  Brennlinie  o  des  einfallenden 
Bündels  gegeben  ist,  zu  einer  ziemlich  einfachen  Construction 
der  Brennlinie  ff,  des  gebrochenen  Bündels.  Bedeutend  ein- 
facher aber  ist  eine 

Zweite  Construction,  zu  der  wir  gegenwartig  übergehen 
wollen.  Wir  ziehen  zunächst  denselben  Hülfskreis,  wie  in  der 
vorhergehenden  Figur.  Auch  mögen  0,  C,  ff,  ff,,  a,  a,  dieselben 
Bedeutungen  haben ,  wie  dort.  Sodann  projiciren  wir  den 
Durchmesser  OC  rechtwinklig  auf  die  durch  a,  a,  gehende  Se- 
cante,  und  bezeichnen  diese  Projection  mit  PQ.  Dann  ist  offen- 
bar*): 


*)  Bezeichnet  man  nämlich  den  Mittelpunkt  des  Hülfskreises  mit  M, 
und  den  Halbirungspunkt  der  Sehne  ««,  mit/4,  so  sind  offenbar  iPp)  und 
f«  Q  die  rechtwinkligen  Projectionen  resp.  von  [OM  und  MC),  \j.  s.  w 


i 
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mithin  auch 

Bogen  [a  y)  =  Bogen  {a{C), 
und  folglich:  Winkel  [POa)  =  Winkel  (c^OC),  d.  i. 
(3.)  Winkel  {POa)=co{. 

Mit  Rücksicht  hierauf  aber  folgt  sofort,  dass  die  in  den 
rechtwinkligen  Dreiecken  OPa  und  OPa^  bei  a  und  ax  gelege- 
nen Winkel  die  Werthe  haben : 

3  ,  a  =  900  -  04, 

«,  =  900  _  w. 

Dies  vorangeschickt  kehren  wir  zurück  zu  der  zu  behan- 
delnden Formel  (aa.)  Seite  55,  d.  i.  zur  Formel: 


rcosw  -  l  rcoswi—ii' 

Bezeichnen  wir  die  Strecken  loa)  und  (ffjcr,)  resp.  mit  m  und 
/«u  so  ist  z.  B.  (Oa)  =  /  -h  m,  d.  i. 

r  cos  tu  —  l  -h  m. 

Und  führen  wir  mit  Hülfe  dieser  Relation  m  an  Stelle  von  /  ein, 
so  nimmt  die  linke  Seite  unserer  Formel  (4.)  die  Gestalt  an  : 

I  tgo>  (rcoso)  -  m)  tgw       r  sin  ü> 

—————  —  —  - tu  10 . 

rcosw  — i  m  m  0 

Aehnlich  kann  die  rechte  Seite  der  Formel  umgestaltet  werden ; 
so  dass  also  die  Formel  selber  auch  so  geschrieben  werden 
kann : 

* 

„  .  r sin  w  rsin  o>! 

5.)  ___tgw  =  — -tgW„ 

0 

oder  auch  so : 


a  \  rsinw  rsinw, 

6.)  __  +  tgWl«___  +  tgw, 

oder  auch  so : 


-  »        (r  cos  tuj)  sin  a>  +  m  sin  o»!        (r  cosa>)  sm  &>t  -4-  mt  sm  tü 

*'  m  cos  wi  *«t  cos  o)  •*.,  • 
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Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  unsere  Figur: 

/Ä  ,  (0«i)  sin  w  +  msin  a)i  [Oa)  sin  u)i  +  mt  sin  m 
(ö.j   


m  cos  ü>i 


m,  cos  oj 


Figur  5. 

also  mit  Rücksicht  auf  (3.) 

,q  ,  (Q«t)  cos  «i  +  mcos  et       (0«)  cos«  +  rot  cos  «t 

'  *'  m  sin  a  m{  sin  «! 

Nun  ist  aber : 

(Oa)  cos*!  =  (Pat)  =  ((?a  ),  [vergl.  (1.)] 
(Oot)  cosa  =  (Pa  )  =  (<?aj). 

Somit  nimmt  unsere  Formel  (9.)  folgende  Gestalt  an: 
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■  ia  \  Qtt)  +  OTcos  et         f(>at  4»  m\  cos  ax 

''  msin«  m,  sin  1 

oder  endlich,  falls  man  die  Goordinaten  von  er  und  o{  in  Bezug 
auf  das  in  der  Figur  angegebene  Axensystem  PQC  resp.  mit  f,  ij 
und  f j ,  i?t  bezeichnet,  folgende  : 

(44.)  £  =  A 

Und  hieraus  erkennt  man,  dass  die  Punkte  a,  er,  mit  Q  in  gerader 
Linie  liegen. 

§8. 

Resultat  der  zuletzt  angestellten  Betrachtungen. 

Aus  unsern  Untersuchungen  ergeben  sich  folgende  Sätze : 

/ ).  Besitzt  das  auf  die  Kugel  fläche  fallende  [unendlich  dünne) 
Strahlenbündel  zwei  Brennlinien,  von  denen  die  eine  senkrecht 
zur  Einfallsebene,  mithin  die  andere  in  dieser  Ebene  liegt, 
so  gilt  Gleiches  auch  von  dem  gebrochenen  Bündel. 

2).  Bezeichnet  man  die  Mittelpunkte  der  in  der  Einf alls- 
ebene liegenden  Brennlinien  mit  x  und  tx*  ,  ferner  das  Centrum 
der  gegebenen  Kugelfläche  mit  C,  so  liegen  C,  r,  %x  in  gerader 
Linie.    (Dies  der  Satz  Seite  56;  vgl.  die  dortige  Figur  3.) 

5).  Um  eine  analoge  Regel  zu  erhalten  für  die  Mittelpunkte  a 
und  ox  der  zur  Einfallsebene  senkrechten  Brennlinien**) ,  bezeichne 
mm  den  Einfallspunkt  mit  Ö,  und  beschreibe  um  CO  als  Durchmesser 
einen  in  der  Einfallsebene  liegenden  Hülfskreis.  Man  markire 
sodann  diejenigen  Punkte  a  und  ß1?  in  denen  dieser  Hülfskreis  von 
den  Linien  des  einfallenden  und  gebrochenen  Bündels  getroffen 
wird***),  ziehe  die  Secante  aax,  und  bezeichne  deji  Fusspunkt  des 

*;  Bezeichnet  man  die  Hauptstrahlen  der  unendlich  dünnen  Bündel 
mit  T  und  It,  so  sollen  x  und  tj  diejenigen  Punkte  sein,  in  welchem  die  in 
Rede  stehenden  Brennlinien  von  Z  und  Tx  geschnitten  werden. 

**)  Es  sollen  also  a  und  ax  diejenigen  Punkte  vorstellen,  in  denen 
diese  zur  Einfallsebene  senkrechten  Brennlinien  von  der  Ein fallsebene  ge- 
schnitten -werden. 

***)  Der  Hülfskreis  wird  von  der  Linie  des  einfallenden  Bündels  d.  i. 
vom  Hauptstrahl  Z  in  zwei  Punkten  getroffen.  Der  eine  von  diesen  ist  der 
Einfallspunkt  0,  und  der  andfre  soll  mit  a  bezeichnet  sein.  Ebenso  sollen 
0  und  ax  diejenigen  Punkte  vorstellen,  in  denen  der  Kreis  von  der  Linie 
des  gebrochenen  Bündels  d.  i.  vom  Hauptstrahl  Zi  getroffen  wird. 
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von  C  auf  diese  Seeante  herabgelassenen  Peiyendikels  mit  Q.  Als- 
dann liegen  die  drei  Punkte  Q,  a,  in  gerader  Linie.  (Dies 
der  Satz  Seite  64,  oben;  vgl.  die  Figur  Seite  60.) 

Diese  merkwürdigen  Sätze,  mittelst  deren  man  rt  und  a{ 
sofort  constmiren  kann,  falls  t  und  a  gegeben  sind,  verdanken 
wir  den  schönen  rein  geometrischen  Untersuchungen  des  Herrn 
Lippich  *) . 

Wenn  ich  dieselben  hier  von  Neuem  reproducirt  habe,  so 
ist  solches  nur  geschehen,  um  meine  analytischen  Untersuchungen 
zu  einem  gewissen  Abschluss  zu  bringen.  Und  ich  will  gerne  an- 
erkennen, dass,  falls  man  diese  Satze  allein  ins  Auge  fasst.  die 
von  Lippich  gegebene  rein  geometrische  Ableitung  derselben  vor 
der  meinigen  den  Vorzug  verdient. 

§.  9. 

Anhang.  Beweis  des  Malus'schen  Satzes. 

Die  von  einem  leuchtenden  Punkt  0  ausgehenden  Strahlen 
mögen  beliebig  viele  Reflexionen  und  Brechungen  erleiden,  je- 
doch unter  der  Voraussetzung,  dass  jedes  der  von  ihnen  durch- 
laufenen Medien  homogen  und  unkrystallinisch  sei.  Wir  wollen 
uns  diejenigen  Punkte  c,  c',  c",  .  .  .  aufgesucht  denken,  bis  zu 
denen  aJF  diese  Strahlen  von  0  aus  in  einer  gegebenen  Zeit  vor- 
dringen ,  und  die  von  diesen  Punkten  c,  c,  c",  .  .  .  gebildete 
Fläche  mit  F  bezeichnen.  Benennen  wir  also  die  von  den  Strah- 
len eingeschlagenen  Wege  mit  Oabc,  Oa'b'c',  Oa"b"c".  .  .  ., 
indem  unter  «,  a',  a",  .  .  .  Punkte  verstehen,  die  sehr  nahe  an  0 
gelegen  sind,  andrerseits  aber  unter  6,  6",  .  .  .  Punkte  ver- 
stehen, die  äusserst  nahe  gelegen  sind  resp.  an  c,  c,  c",  .  .  .,  so 
wird  die  von  den  Strahlen  zur  Durchlaufung  dieser  Wege  auf- 
gewendete Zeit  durchweg  ein  und  dieselbe  sein,  was  angedeutet 
sein  mag  durch  die  Formel : 

(I.)  3(0a&e;=3(0a'&V)=  

Wir  wollen  nun  die  Hypothese  machen,  der  Strahl  Oabc  fiele 


*]  Lippich :  Veber  Brechung  und  Reflexion  unendlich  dünner  Strahlen- 
systeme an  Kugelflächen.  Denkschriften  der  Kais.  Akad.  d.  Wiss.  zu  Wien, 
Math.  Classe,  XXXVIII,  aus  dem  Jahr  4  877. 
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auf  die  Fläche  F  unter  einem  schiefen  Winkel,  und  die  Conse- 
quenzen  aufsuchen,  zu  denen  eine  solche  Hypothese  hinleitet. 

Zu  diesem  Zwecke  fällen  wir  von  b  ein  Perpendikel  auf 
die  Fläche  F.  Der  Fusspunkl  dieses  Perpendikels  liegt  auf  der 
Flache  F,  gehört  also  zur  Kategorie  der  Punkte  c',  c",  .  .  . ;  und 
es  kann  somit  z.  B.  der  Punkt  c'  auf  der  Fläche  F  in  solcher 
Weise  gewählt  gedacht  werden,  dass  er  mit  jenem  Fusspunkt 


Figur  6. 


identisch  ist.  Alsdann  ist  bcc  ein  hei  c'  rechtwinkliges  Dreieck, 
also  die  Hypotenuse  6c  grösser  als  die  Kathete  bc'.  Hieraus 
folgt,  dass  das  Licht  zur  Durchlaufung  des  Weges  Oabc  mehr 
Zeit  hraucht,  als  es  brauchen  würde  zur  Durchlaufung  des  We- 
ges Oabc'*)  ;  was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(II.)  ZlOabc  >2>iOabc'). 

Aus  (I.)  und  (II.)  folgt  nunmehr  sofort : 

(III.)  AlOa'b'c' :  >3(Oa6c'). 

Somit  würde  also  für  den  Lichtstrahl  Oa  b'  c'  ein  anderer  Weg 
Oabc  angebbar  sein,  auf  welchem  er  in  kürzerer  Zeil  von  0  nach  c 
hätte  gelangen  können.  Dies  aber  widerspricht  einem  bekannten 
allgemeinen  Theorem.  Folglich  ist  die  von  uns  gemachte  Hypo- 
these, dass  der  Strahl  Oabc  auf  die  Flüche  F  unter  schiefem 
Winkel  falle,  unrichtig,  u.  s.  w. 


*)  Es  soll  hier  unter  Oabc'  ein  Weg  verstanden  werden,  welcher  von 
0  bis  b  mit  dem  Wege  Oabc  zusammenfallt,  vom  Punkte  b  aus  aber 
nicht  mehr  durch  die  Hypotenuse  bc  sondern  durch  die  Kathete  bc'  darge- 
stellt ist. 
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Man  bemerkt  sofort,  dass  in  Folge  dieses  Beweises  der 
'•/•  v'sche  Satz  auch  noch  gültig  ist  für  nichthomogene  Medien. 
Nur  muss  vorausgesetzt  werden,  dass  erstens  jedes  der  durchlau- 
fenen Medien  unkrystallinisch  ist,  und  dass  zweitens  jedes  dieser 
Medien  hinsichtlich  seiner  Beschaffenheit  von  einer  Stelle  zur 
andern  in  stetiger  Weise  variirt. 
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W.  Hankel,  Über  eine  directe  Umwandlung  der  Schwingungen 
der  strahlenden  Wärme  in  ElektHcität.  *) 

Ich  werde  heule  einen  allgemeinen  Bericht  geben  über 
einige  Versuche,  welche  eine  direcle  Umwandlung  der  Schwin- 
gungen der  strahlenden  Wärme  in  Electricität  darthun ;  die 
speciellen  Angaben  behalte  ich  einer  späteren  Abhandlung  vor. 

Im  Jahre  4805  habe  ich  in  den  Berichten  unserer  Gesell- 
schaft**) eine  Theorie  der  elektrischen  Erscheinungen  durch- 
geführt, nach  welcher  die  Elektricität  in  Schwingungen  besteht, 
und  zwar  in  kreisförmigen  Schwingungen  des  Äthers  unter  Be- 
thciligung  der  Materie.  Die  positive  und  die  negative  Modifika- 
tion der  Elektricität  unterscheiden  sich  nach  dieser  Ansicht  nur 
durch  den  Sinn  der  Drehung,  und  derselbe  kreisförmige  Wir- 
bel (wenn  ich  diesen  Ausdruck  gebrauchen  darfj  ,  welcher  von 
der  einen  Seite  gesehen  rechtsum ,  von  der  anderen  gesehen 
linksum  rotirt,  stellt  infolge  dessen  auf  der  einen  Seite  die  po- 
sitive, auf  der  andern  die  negative  Modifikation  der  Elektricität 
dar.  Sollen  nun  die  gewöhnlichen  Wärmeschwingungen  direct 
in  Elektricität  übergehen,  so  müssen  sie  durch  den  Einlluss  der 
von  ihnen  durchstrahlten  Materie  in  kreisförmige  Bewegungen 
umgesetzt  werden. 

Zu  der  Verwirklichung  einer  solchen  Umwandlung  dient 
die  Durchstrahlung  des  Bergkryslalles  in  der  Richtung  seiner 
Nebenaxen. 

In  meiner  Abhandlung  »über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkryslalles«  (Bd.  XIII.  der  Abh.  der  K.  Sächs. 
Ges.  d.  Wiss.)  habe  ich  nachgewiesen,  dass  der  Bergkryslall 
in  der  Richtung  seiner  Nebenaxen  hemimorphisch  gebildet  ist ; 
und  nach  diesen  Richtungen  linden  sich  auch  thermoeleklrische 
polare  Axen.  Über  das  thermoeleklrische  Verhallen  dieser  Ne- 
benaxen bei  abnehmender  Temperatur  heisst  es  S.  380  jener 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  23.  April  1880,  zum  Druck  Uber- 
geben am  29.  Mai  1880. 

*♦)  Bel  iebte  über  die  Verb,  der  K.  Siicbs.  Ges.  d.  Wiss.  1865.  S.  7. 
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Abhandlung:  »Wir  können  hiernach,  im  Anschluss  an  die  üb- 
liche Ausdrucksweise,  dem  Bergkrystalle  sechs  elektrische  Pole, 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  oder  drei  an  ihren  Enden 
entgegengesetzt  elektrische  Axen  ,  die  mit  den  sogenannten  Ne- 
benaxen der  sechsseitigen  Pyramide  zusammenfallen,  zuschrei- 
ben.«  Und  wenige  Zeilen  spater:  »Hieraus  folgt,  dass  die  posi- 
tiven Zonen,  welche  zwischen  den  Zonen  des  Gegenrhom- 
boeders*)  liegen,  stets  über  diejenigen  Prismenkanten  hinweg- 
gehen müssen ,  welche  an  ihren  oberen  und  unteren  Enden 
Rhomben  fluchen  tragen,  oder  dass  die  positiven  Pole  oder  die 
positiven  Endpunkte  der  elektrischen  Axen  in  die  Mitten  der 
eben  bezeichneten  Kanten  des  Prismas  fallen ,  während  die  ne- 
gativen Pole  oder  negativen  Endpunkte  der  elektrischen  Axen 
den  dazwischen  liegenden  Prismenkanten  angehören.« 

Hiernach  zeigen  also  die  beiden  Enden  einer  jeden  Neben- 
axe  bei  einem  einfachen  Bergkrystalle  entgegengesetzte  elek- 
trische Polaritäten.  Eine  hiermit  im  Einklänge  Stehende  An- 
ordnung der  Moleküle  des  Äthers  im  Innern  des  Krvstalles  er- 
halten  wir,  wenn  wir  dieselben  so  angeordnet  annehmen,  dass 
sie  unter  dem  Einflüsse  und  der  ßetheiligung  der  materiellen 
Moleküle  in  kreisförmigen  Bahnen  um  die  Nebenaxen  beweglich, 
und  zwar  in  der  einen  Richtung  leichter  beweglich  sind,  als  in 
der  entgegengesetzten.  Dann  wird  auf  der  ganzen  Länge  der 
Nebenaxe  die  leichter  eintretende  Drehung  absolut  genommen 
dieselbe  Richtung  haben,  aber  von  aussen  gesehen  an  dem  einen 
Ende  gerade  entgegengesetzt  als  am  anderen  erscheinen ;  an 
den  beiden  Enden  einer  Nebenaxe  werden  also  infolge  der  in 
der  Richtung  der  begünstigten  Drehung  eintretenden  kreisför- 
migen Schwingungen  entgegengesetzte  Elektriciläten  auftreten. 

Da  ferner  beim  Bergkrystalle,  entsprechend  den  bei  ihm 
auftretenden  hemimorphischen  Gestalten,  die  aufeinander  fol- 
genden Enden  der  Nebenaxen  abwechselnd  positiv  und  negativ 
sind  ,  so  müssen  ,  wenn  wir  die  zuvor  gemachte  Annahme  bei- 
behalten, die  Drehungen  um  die  abwechselnden  Nebenaxen  sich 
verschieden  verhallen,  d.  h.  wenn  die  Drehung  um  die  eine 
Axe  aus  der  Verlängerung  ihres  Endes  gesehen  rechtsum  leich- 

•j  Ich  lasse  hier  die  Richtungen,  in  welchen  sich  die  elektrischen  Zo- 
nen, je  nachdem  der  Krystall  ein  sogenannter  rechter  oder  linker  ist,  vom 
oheren  Ende  zum  unteren  hinahziehen  ,  ausser  Betracht,  weil  dieselben  zu 
den  folgenden  Miltheilungen  keine  Beziehung  haben. 
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ter  geschieht,  so  wird  dieselbe  um  die  benachbarten  Nebenaxen, 
ebenfalls  aus  der  Verlängerung  derselben  nach  derselben  Seite 
gesehen,  leichter  linksum  erfolgen. 

Wenn  die  aus  einem  leuchtenden  oder  warmen  Körper  aus- 
tretenden Schwingungen  ein  Äthertheilchen  treffen,  so  wird  in- 
folge des  stets  wechselnden  Schwingungszustandes  der  anlan- 
genden Strahlen  das  Äthertheilchen  sich  bald  geradlinig,  bald 
kreisförmig ,  bald  elliptisch  in  der  einen  oder  andern  Richtung 
bewegen.  Treffen  solche  Schwingungen  in  der  Richtung  einer 
der  Nebenaxen  auf  einen  Bergkrystall ,  so  werden  diejenigen 
Schwingungen ,  deren  Sinn  mit  der  Richtung  der  leichleren 
Drehung  der  Moleküle  des  Äthers  im  Bergkrystalle  überein- 
stimmt, die  Drehung  dieser  Äthertheilchen  unter  Belheiligung  der 
materiellen  Moleküle  der  Substanz  einleiten,  und  infolge  dessen 
an  den  Enden  dieser  Nebenaxe  elektrische  Spannungen  wahr- 
nehmbar werden,  und  zwar  muss  das  eine  Ende  die  eine,  das 
entgegengesetzte  die  andere  Modificalion  der  Eleklricität  zeigen. 

Ich  werde  nun  nachweisen,  dass  die  zuvor  beschriebenen 
Erscheinungen  in  der  That  eintreten. 

Ein  4  bis  6  cm  langer  und  2  bis  3  cm  dicker,  sehr  klarer 
Bergkrystall,  z.  B.  vom  St.  Gotthardt,  derein  möglichst  einfaches 
Individuum  darstellt,  wird  mit  seinem  unteren  verbrochenen 
Ende  mittelst  Siegellack  auf  einer  Metallplatle  aufgekittet,  so 
dass  seine  llauptaxe  vertical  steht,  und  neben  das  Elektrometer  ge- 
bracht. Eine  1  bis  2  cm  im  Durchmesser  haltende  Metallkugel  *) 
wird  sodann  durch  Siegellack  oder  Schellack  isolirt  an  die  Mitte 
der  einen  verticalcn  Kante  des  Bergkrystalles  so  gestellt,  dass 
die  Verlängerung  der  dieser  Kante  entsprechenden  Nebenaxe 
durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  gehl.  Die  isolirle  Kugel  setzt 
man  durch  einen  dünnen  Platindraht  mit  dem  Goldblättchen  des 
von  mir  construirten  Elektrometers**)  in  Verbindung.  Endlich 
wird  mittelst  eines  Hohlspiegels  (eines  aus  einem  Teleskop  ge- 
nommenen Spiegels)  das  Sonnenlicht  in  der  Richtung  der  ge- 
nannten Nebenaxe  auf  den  Krystall  geworfen,  so  dass  der  Brcnn- 


*)  Dieser  Leiter  kann  auch  eine  beliebige  andere  Form  haben;  ich 
habe  z.  B.  die  Kante  des  Krystalles  mit  einem  Stanniolstreifen  belegt. 

**)  Die  Empfindlichkeit  des  Elektrometers  war  so  regulirt ,  dass  ein 
Element  Zinn-Kupfer-Wasser  einen  Ausschlag  des  Goldblättchens  von  50 
Skalentheilen  erzeugte. 
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punkt  des  Lichtbündels  ungefähr  io  der  Milte  des  KrysUilles 
lieg»*). 

Wenn  nun  die  Kante,  auf  welcher  das  Lieht  in  den  Kryslall 
eindringt  (sie  möge  die  vordere  heissen)  oben  die  sogenannte 
Rhombeufläche  trägt,  so  zeigt,  sobald  das  Licht  auffüllt,  das  mit 
der  an  der  hintern  Kante  stehenden  Kugel  verbundene  Gold- 
blättchen sofort  einen  negativen  Ausschlag,  dessen  Grösse  je  nach 
der  Beschaffenheit  des  Krystalles  und  der  Sonnenstrahlen  ver- 
schieden ist.  Unter  günstigen  Umstünden  erreicht  er  eine  solche 
Grösse,  dass  das  Goldblättchen  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des 
Mikroskopes  getrieben  wird.  Der  Ausschlag  steigt  in  ungefähr 
20  Secunden  bis  zu  seinem  Maximum.  Wird  die  Strahlung  der 
Sonne  durch  Drehung  des  Spiegels  zur  Seile  gewendet,  so  kehrt 
das  Goldblättchen  in  einem  gleichen  Zeitintervalle  wieder  zu- 
rück, und  zwar  zur  Ruhelage,  wenn  die  Beslrahlung  nur  wenige 
Secunden  gedauert  hat. 

Dreht  man  jetzt  den  Krystall  um,  so  dass  die  oben  mit  Rhom- 
benfläche versehene  Kante  an  die  Kugel  zu  stehen  kommt,  das 
Lichtaiso  auf  die  frühere  hintere  Kante  fällt,  so  erscheint  ein 
positiver  Ausschlag. 

Untersucht  man  auch  die  beiden  anderen  Nebenaxen,  so 
zeigt  sich  bei  einfachen  Kryslallen  ein  Wechsel  in  der  Polarität 
auf  den  benachbarten  Kanten. 

Das  Ende  der  Nebenaxe,  an  welchem  die  Strahlung  aus- 
tritt, erhält  also  eine  bestimmte  Polarität;  trägt  die  Kante, 
an  welcher  die  Strahlen  austreten,  oben  keine 
Rhombenfläche,  so  erscheint  sie  negativ;  liegt 
aber  oberhalb  derselben  die  Rhombenfläche**),  so 
nimmt  sie  positiv  elektrische  Spannung  an. 

Kbcnso  leicht  w  ie  die  Beschaff  enheit  der  Kanten,  an  welchen 


*)  Anstatt  das  Sonnenlicht  durch  einen  Hohlspiegel  auf  den  Krystall 
zu  werfen,  hätte  ich  auch  die  directen  Strahlen  der  Sonne  anwenden  kön- 
nen. Doch  würde  dieses  Vorfahren  sehr  umständliche  Vorrichtungen  und 
die  \olligc  Abänderung  der  gegenwärtigen  Aufstellung  des  Elektrometers 
bedingt  haben. 

**)  Da  nicht  stets  die  drei  Rhombentlächcn  am  oberen  Ende  vorhan- 
den sind,  so  sind  unter  der  Bezeichnung  von  Kanten,  welche  oben  die 
Khombontlüchc  tragen,  auch  diejenigen  Kanten  zu  verstehen  ,  an  denen  sie 
vielleicht  nicht  gesehen  wird,  aber  auftreten  müsstc,  wenn  alle  Rhomhen- 
üächen  vollzählig  ausgebildet  wären, 
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die  Strahlung  austritt,  lässt  sich  das  elektrische  Verhalten  der 
Kanten  beobachten,  an  welchen  die  Strahlen  eintreten;  nur 
werden  die  Wirkungen  nicht  dieselbe  Stiirke  erreichen,  weil 
wir  die  Sonnenstrahlen  nicht  mehr  gerade  in  der  Richtung  der 
Nebenaxen  durch  den  K  i  stall  gehen  lassen  können.  Zu  diesem 
Behufe  stellt  man  den  Krystall  etwa  unter  40° gegen  den  Horizont 
geneigt,  und  bringt  die  isolirte,  mit  dem  Goldblättchen  durch 
den  Plalindraht  verbundene  Kugel  nahe  über  die  Kante,  auf 
welche  das  Licht  möglichst  in  der  Richtung  der  Nebenaxen  ein- 
füllt. Das  Elektrometer  zeigt  eine  elektrische  Erregung  im  Kry- 
stalle  an,  und  zwar  erscheint  die  Kante,  auf  welche  das  Licht 
einfallt,  wenn  sie  oben  die  RhombenUäche  trägt,  positiv,  dagegen 
negativ,  wenn  diese  Fläche  gesetzmässig  dort  nicht  erscheinen 
kann.  Die  elektrische  Polarität  der  Kanten  ist 
also  genau  dieselbe,  gleichviel  ob  die  Strahlung 
an  den  Kanten  ein-  oder  austritt,  weil  in  Überein- 
stimmung mit  der  früher  entwickelten  Ansicht  die  Richtung  der 
leichteren  Drehung  unverändert  bleibt. 

Bei  diesen  letzteren  Beobachtungen  kann  auch  der  Krystall, 
wie  ich  dies  bei  meinen  thcrmoelektrischen  Untersuchungen  aus- 
führe, um  ihn  bequemer  in  passende  Lagen  bringen  zu  können, 
in  Kupferfeilicht  eingesetzt  werden,  so  dass  nur  die  zu  bestrah- 
lende Kante  frei  bleibt. 

Da  die  Beobachtungen  mittelst  der  Bestrahlung  durch  die 
Sonne  bei  geöffnetem  Fensler  sehr  unbequem*),  und  bei  bedeck- 
tem Himmel  unmöglich  waren,  so  versuchte  ich  die  Sonne  durch 
eine  Gasflamme,  deren  Strahlen  in  gleicher  Weise  wie  zuvor  das 
Sonnenlicht,  durch  einen  grösseren  metallischen  Hohlspiegel  von 
12  cm  Brennweite  und  20  cm  Oeflnung  auf  den  Krystall  ge- 
worfen wurden,  zu  ersetzen. 

Die  Versuche  ergaben  das  gleiche  Resultat,  wie  die  Anwen- 
dung der  Sonnenstrahlen,  und  es  konnte  bei  geeigneten  Kry- 
stallen  die  Wirkung  so  weit  gesteigert  werden,  dass  das  Gold- 
blättchen des  Elektrometers  ganz  aus  dem  Gesichtsfelde  des  Mi- 
kroskopes  hinaus  ging. 

Mittelst  der  Anwendung  des  Gaslichtes  Hess  sich  nun  aber 
leicht  entscheiden,  welche  von  der  Sonne  oder  der  Gasflamme 


*)  Das  Elektrometer  stand  auf  der  steinernen  Fensterbank  und  erlitt 
daher  bei  geöffnetem  Fensler  leicht  Störungen  durch  Luftzug. 
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ausgehenden  Strahlen  die  elektrischen  Spannungen  hervor- 
bringen. Eine  vor  den  Krystall  gestellte  dünne  Glasplatte 
sehvviichtc  die  Wirkung  der  Gasflamme  beträchtlich,  wahrend 
eine  viel  dickere  Steinsalzplalte  dieselben  noch  gut  hervortreten 
Hess.  Es  sind  daher  in  der  Hauptsache  nicht  die  leuchtenden, 
sondern  die  dunklen  Wärmeslrahlen,  welche  das  Phänomen  er- 
zeugen. 

Es  ist  mir  wegen  Kürze  der  Zeit  und  namentlich  wegen 
Mangels  an  geeigneten  Kryslallcn  noch  nicht  möglich  gewesen 
festzustellen,  bis  zu  welchen  Slrahlengatlungen  eine  Wirkung 
eintritt.  Ich  begnüge  mich  daher  für  jetzt  mit  der  allgemeinen 
Angabc ,  dass  die  Schwingungen  der  sogenannten  dunklen 
Wärmestrahlen  bei  ihrem  parallel  milden  Nebenaxen  erfolgenden 
Durchgange  durch  den  Bergkrystall  in  elektrische  Schwingungen 
verwandelt  werden,  die  an  dem  einen  Ende  der  Axe  als  positive, 
an  dem  anderen  als  negative  Polarität  erscheinen*). 

Da  die  dunklen  Wärmcstrahlen  vorzugsweise,  ja  vielleicht 
ausschliesslich  in  Elcklricilät  Übergehen,  so  müssen  die  oben  be- 
schriebenen Erscheinungen  sich  auch  einstellen,  wenn  einer  Kante 
des  Bergkrystalles  ein  heisser  Körper  genähert  wird.  Stellt  man 
zwei  gegenüber  liegenden  Kanten  des  Bergkrystalles  zwei  Kugeln 
gegenüber,  so  dass  ihre  Mittelpunkte  in  der  verlängerten  Neben- 
axe  liegen,  so  zeigen,  wenn  die  eine  Kugel  erhitzt  ist,  sich  beide 
Kugeln  elektrisch,  und  zwar  die  an  der  Kante  mit  Rhomben- 
fläche befindliche  positiv,  die  andere  negativ,  wobei  es  gleich- 
gültig ist,  welche  der  beiden  Kugeln  erhitzt  ist ;  sie  können  auch 
beide  heiss  sein. 

Dieser  letzte  Versuch  lässt  sich  auch  so  abändern,  dass  man 
den  Krystall  in  das  in  einem  kupfernen  Kästchen  befindliche 
Kupferfeilicht  einhüllt  (wie  dies  bei  meinen  thermoelektrischen 
Versuchen  stets  geschieht)  und  nur  eine  Kante  nebst  ihren  Um- 
gebungen frei  lässt.  Das  kupferne  Kästchen  kann  isolirt  und  mit 
dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  verbunden,  oder  zur 
Erde  abgeleitet  werden.  An  das  untere  Ende  des  Platindrahtes, 
das  ich  sonst  bei  meinen  thermoelektrischen  Untersuchungen 


*)  Auch  die  dunklen  Wärmestrahlen  werden  sicherlieh  nicht  alle 
gleich  stark  wirken.  Es  scheint  die  Wirkung  namentlich  den  aussersten 
Strahlen  anzugehören.  Sollten  wirksame  Strahlen  vielleicht  sogar  noch 
jenseits  der  bisher  mittelst  der  Thermosaule  festgestellten  Grenze  zu 
suchen  sein? 
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den  verschiedenen  Punkten  der  Oherfliiche  der  Krystalle  mittelst 
einer  durch  Stellschrauben  zu  regulirenden  Hebelvorrichtung 
nähere,  wird  eine  erhitzte  Kugel  angeschraubt,  und  mittelst  der 
Ilebelvorrichlung  der  Kante  des  Krystalles  möglichst  genähert. 
Es  ist  dann  leicht,  sowohl  die  in  der  genäherten  Kugel  ent- 
stehende Elektriciliit,  als  auch  die  von  dem  eingehüllten  Axen- 
ende  dem  kupfernen  Kästchen  mitgelheiltc  mittelst  des  Elektro- 
meters zu  beobachten. 

Um  Uberhaupt  z.  B.  bei  dieser  letzteren  Anordnung  eine 
Elektricilätserregung  in  der  genäherten  Kugel  nachzuweisen, 
genügt  schon  eine  geringe  Erhöhung  der  Temperatur  der  Kugel 
über  die  des  Bergkrystalles*) . 


*)  Es  ist  sehr  gewöhnlich  der  Fall ,  dass  hei  neuen  Entdeckungen  der 
eine  oder  andere  dem  betreffenden  Gebiete  angehörige  Vorgang  früher  be- 
reits einem  Beobachter  entgegengetreten  ist,  jedoch  ohne  von  diesem  in 
seiner  Bedeutung  erkannt  zu  werden  ;  es  wird  die  Erscheinung  entweder 
als  eine  den  bekannten  Gebieten  zuzuzählende  betrachtet,  oder  als  störende 
Einwirkung  bei  Seite  geschoben.  Es  dürfte  daher  auch  wohl  ein  Interesse 
haben,  zu  untersuchen,  ob  die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Erscheinun- 
gen nicht  hereits  bei  zu  andern  Zwecken  unternommenen  Versuchen  auf- 
getreten sind ,  aber  nicht  in  ihrer  Bedeutung  erfasst  wurden.  Dies  ist  in 
der  That  der  Fall  gewesen. 

Herr  Ch.  Fried  el  hat  in  dem  2.  Bande  des  Bulletin  de  la  societe  min£- 
ralogique  de  France  (1 879)  S.  31  eine  Notiz  veröffentlicht:  Sur  la  pyrotflee- 
tricite  dans  la  topaze,  la  blende  et  le  quarlz.  Sein  Verfahren,  die  thermo- 
elektrischen  Erregungen  zu  heobachten,  besteht  darin,  dass  er  eine  erhitzte 
Halbkugel,  welche  mit  dem  Elektrometer  leitend  verbunden  ist,  auf  die  an 
den  zu  prüfenden  Krystallen  senkrecht  zu  ihrer  elektrischen  Axe  ange- 
schliffenen Flüchen  legt.  Er  hat  seine  Methode  beim  Turmalin  und  Topas 
erprobt,  und  in  diesen  Fullen  gibt  das  Elektrometer  in  der  That  die 
elektrische  Polarität  an ,  welche  durch  die  steigende  Temperatur  an  dem 
mit  der  heissen  Halbkugel  in  Berührung  befindlichen  Ende  der  elektrischen 
Axe  erzeugt  wird.  Dann  wendet  er  dieselbe  Methode  auch  zur  Bestim- 
mung des  elektrischen  Verhaltens  des  Bergkrystalles  an,  indem  er  die 
lieisse  Halbkugel  auf  angeschliffene,  die  Seitenkanten  des  Prismas  abstum- 
pfende Flüchen  legt.  • 

Herr  Gh.  Friedet  gibt  in  jener  Notiz  die  von  mir  in  meiner  oben 
citirten  Abhandlung  über  die  elektrische  Vertheilung  auf  den  Bergkry- 
stallen  aufgestellten  Gesetze  sehr  unvollständig  wieder;  er  führt  blos  die 
von  mir  auf  den  an  beiden  Enden  regelmässig  ausgebildeten  optisch  rech- 
ten Krystallen  nachgewiesene  Lage  der  elektrischen  Zonen  an,  erwähnt 
aber  weder  die  von  mir  eben  so  bestimmt  angegebene  Vertheilung  auf 
linken  Krystallen,  noch  auch  die  durch  Verwachsung  des  einen  Endes  der 
Hauptaxe  eintretenden  Änderungen ,  und  glaubt  dann  eine  mit  der  Natur 
des  Bergkrystalles  besser  übereinstimmende  Vertheilung  aufzustellen,  in- 
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Die  Elektricitätserregung,  welche  das  Sonnen-  und  Gaslicht, 
sowie  die  dunklen  Strahlen  einer  heissen  Kugel  veranlassen, 
dauert  fort,  sojange  die  Strahlung  währt. 

Wird  hei  einem  dieser  Vorgänge,  z.  B.  wenn  die  von  der 
Gasflamme  ausgehenden  Strahlen  die  vordere  Kante  eines  Kry- 
stalles  treffen,  die  an  der  hintern  Kante  stehende  Kugel  einige 
Secunden  nach  dem  Beginn  der  Bestrahlung,  wo  der  Ausschlag 
des  Elektrometers  noch  nicht  sein  Maximum  erreicht  hat,  zur 
Erde  abgeleitet  und  sofort  wieder  isolirt,  so  erscheint  nochmals 
ein  geringer  Ausschlag  nach  derselben  Seite.  Vergeht  aber  bis 
zur  Wiederherstellung  der  Isolation  ein  Zeitraum  von  mehr  als 
20  Secunden,  so  bleibt  das  Goldblättchen  zuerst  in  der  Ruhelage 
und  beginnt  dann  zufolge  der  gewöhnlichen  thermoelektrischen 
Erregung  durch  die  steigende  Temperatur  in  der  entgegenge- 
setzten Richtung  sich  zu  bewegen.  Wird  jetzt  die  Strahlung  der 
Lampe  aufgehoben,  so  geht  das  Goldblättchen  infolge  des  Frei- 
werdens der  in  der  Kugel  gebundenen  ElektriciUH  stark  naeh 
der  dem  anfänglichen  Ausschlage  entgegengesetzton  Seite. 

Die  im  Vorstehenden  beschriebenen  Vorgänge  sind  wesenl- 


ilem  er  sagt,  »quo  les  areles  alternatives  dans  les  crislaux  simples  sonl  de 
signe  electrique  oppostf ,  et  le  sont  de  la  m£me  maniere  dans  toute  leur 
£tendue.  Les  oretes,  qui  portent  les  faces  rhombes  ont  toujonrs  donnö 
une  tension  positive  par  le  contaet  avec  le  plan  d'öpreuvc  chauffe  ;  les  aretes 
oppostfes  donnant  une  tension  negative.  Les  axes  horizontal]*  du  trigo- 
noedre,  c'est  a  dir©  les  diagonales  de  la  hase  du  prisme  hexagonal  du 
quartz,  seraient  done  les  axes  de  pyrooleetrieite\«  Wie  man  sieht  ,  ist  «lies 
aber  genau  die  von  mir  bereits  in  meiner  Abhandlung  (s.  oben  S.  65)  an- 
gegebene Lage  der  elektrischen  Axen  ;  ausserdem  hat  aber  Herr  Friedet 
nicht  bemerkt,  dass  die  von  ihm  an  den  Enden  der  Nehenaxen  angegebene 
Polarität  gerade  die  entgegengesetzte  ist  von  der  meinerseits  angeführten. 
Die  Angaben  tles  Hrn.  Friedel  sollen  sich,  w  ie  er  selbst  sagt ,  auf  die  stei- 
gende Temperalnr  beziehen  ,  wahrend  die  oben  von  mir  S.  65  angeführten 
die  Vcrlheilung  beim  Erkalten  darstellen,  und  doch  lauten  beide  gleich. 
Dieser  Widerspruch  erklärt  sich  dadurch,  dass  Herr  F  r  i  edel  gar  nicht  die 
eigentliche  thcrmoelektrische  Erregung,  sondern  eben  die  im  Vorstehen- 
den von  mir  beschriebene,  durch  die  Umwandlung  der  Schwingungen  der 
strahlenden  Wärme  erzeugte  Polarität  beobachtet  hat  ;  denn  wenn  er;  was 
durch  den  zu  erzielenden  Erfolg  selbst  geboten  war,  die  erhitzte  Halbkugel 
sofort  nach  dem  Auflegen  auf  die  an  dem  Krystall  senkrecht  gegen  die 
Nehenaxen  angeschliffenen  Flächen  isolirte,  so  musste  zuerst  die  Wirkung 
der  Strahlung  eintreten.  Die  dann  durch  das  Eintreten  der  eigentlichen 
thermoelektrischen  Erregung  erfolgende  Abnahme  des  Ausschlages  scheint 
Herr  Friedel  jedoch  nicht  bemerkt  zu  haben. 
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lieh  von  den  früher  von  mir  untersuchten  und  in  der  oben  cilir- 
ten  Abhandlung  beschriebenen  thermoelektrischen  verschieden. 
Während  die  thermoelektrischen  Spannungen  zu  ihrer  Entsteh- 
ung, weil  die  Masse  des  Krystalles  ihre  Temperatur  andern  muss, 
eine  längere  Zeit  gebrauchen  und  dann  auch  länger  fortbestehen, 
tritt  bei  den  neuen  Versuchen  die  Eleklrieitätserregung  rascher 
(innerhalb  20  Secunden)  in  voller  Stärke  ein,  und  verschwindet 
auch  in  einem  gleichen  Zeiträume  wieder. 

Ferner  ist  die  durch  die  Umwandlung  der  Wärmestrahlung 
hervorgerufene  Elektricität  gerade  die  entgegengesetzte  von  der- 
jenigen, welche  nach  den  von  mir  beschriebenen  thermoelektri- 
schen Vorgängen  eintreten  müsste :  durch  die  Strahlung, 
von  welcher  man  eine  elektrische  Einwirkung  im 
Sinne  der  Erwärmung  erwarten  sollte,  tritt  eine 
Elektricitätserregung  ein,  wie  sie  der  Abkühlung 
entspricht. 

Da  das  Eintreten  der  Strahlung  von  Seilen  eines  äussern 
warmen  Körpers  eine  Elektricitätserregung  zur  Folge  hat,  so  Iiess 
sich  erwarten,  dass  auch  der  umgekehrte  Vorgang,  wenn  ein  er- 
hitzter Krystall  gegen  einen  kältern  genäherten  Körper  Wärme 
ausstrahlt,  gleichfalls  Elektricität  erzeugen  würde,  und  zwar 
inüsste  dieselbe,  ebenso  wie  zuvor,  wieder  gerade  entgegenge- 
setzt derjenigen  sein,  welche  man  nach  den  bekannten  thermo- 
elektrischen Spannungen  zu  erwarten  hätte,  d.  h.  die  Annäher- 
ung einer  kalten  Kugel  an  die  Kante  eines  erhitzten  Krystalles 
mllsste  eine  Elektricität  hervorrufen  ,  welche  der  durch  Er- 
wärmung eben  dieser  Kante  entstehenden  entspräche. 

Leider  ist  es  nicht  möglich,  diesen  Vorgang  rein  und  frei 
von  Störungen  darzustellen.  Da  der  Krystall  erwärmt  sein  muss, 
so  mischen  sich  die  gewöhnlichen  thermoelektrischen  Spannungen 
ein.  Indess  gelingt  es  doch,  wenigstens  im  Allgemeinen,  den 
Nachweis  des  Vorhandenseins  desselben  zu  liefern.  Setzt  man 
z.  B.  einen  Bergkrystall  in  das  in  einem  kleinen  kupfernen  Käst- 
chen befindliche  Kupferfeilicht,  wie  solches  bei  den  gewöhn- 
lichen thermoelektrischen  Untersuchungen  zum  Einhüllen  der 
Krystalle  benutzt  wird,  so  ein,  dass  nur  eine  Kante  (sie  möge 
oben  die  Rhombenüäche  tragen)  nebst  den  umgebenden  Flächen- 
stücken unbedeckt  bleibt,  bringt  das  Kästchen  mit  seinem  In- 
halte eine  halbe  Stunde  in  einen  Raum  von  100°  C.  und  stellt 
es  nach  dem  Herausnehmen  sofort  neben  das  Elektrometer,  so 
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wird,  wenn  wie  gewöhnlich  bei  den  thermoelektrischen  Beobacht- 
ungen die  Spitze  eines  Platindrahtes  der  Kante  genähert  wird, 
anfangs  noch  ein  negativer  Ausschlag  im  Sinne  der  Erwärmung 
eintreten.  Nach  ungefähr  10  Minuten  (bei  mässig  grossen  Kry- 
stallen;  ist  derselbe  verschwunden  und  es  tritt  bei  Annäherung 
der  Spitze  des  Platindrahtes  ein  positiver  Ausschlag  ein.  Wird 
jetzt  rasch  an  die  Spitze  des  Drahtes  eine  kalte  Messingkugel 
geschraubt  und  diese  Kugel  der  Kante  genähert,  so  geht  bei  der 
Annäherung  das  Goldblättchen  zuerst  nach  der  positiven  Seite, 
kehrt  dann  bei  weiterer  Annäherung  um  und  zeigt  einen  negati  ven 
Ausschlag,  der  sich  durch  Auflegen  der  Kugel  auf  die  Kante  noch 
beträchtlich  vergrössert. 

Es  ist  bei  diesem  Versuche  allerdings  der  elektrische  Zu- 
stand im  Innern  des  Krystalles  unbekannt.  Man  könnte  geneigt 
sein,  anzunehmen,  dass  das  Innere  noch  die  der  Erwärmuug  ent- 
sprechende Polarität  besitze  und  nur  die  äussere  Hülle  sich 
durch  Abkühlung  umgekehrt  habe,  so  dass  bei  etwas  grösserem 
Abstände  der  Kugel  die  Elektricität  der  Hülle,  bei  grösserer  Nähe 
aber  die  des  Kernes  den  Ausschlag  bedinge.  Indess  müsste 
dann  der  Krystall  eine  gleiche  Wirkung  auch  auf  den  genäherteu 
Platindraht  ausüben,  und  es  würde  die  sehr  beträchtliche  Ver- 
stärkung des  negativen  Ausschlages,  wenn  die  der  Kante  bereits 
sehr  nahe  stehende  Kugel  mit  dieser  in  Berührung  kommt,  nicht 
wohl  erklärlich  sein.  Die  Beobachtung  des  Vorganges  scheint  da- 
her anzuzeigen,  dass  durch  die  Annäherung  der  kalten 
Kugel  an  die  erwärmte  mit  Rhombenfläche  ver- 
sehene Kante  die  negative  Elektricität  erzeugt 
wird,  also  dieselbe,  wie  sie  diese  Kante  bei  stei- 
gender Temperatur  annimmt. 

Beim  Eintritt  der  Wärmestrahlen  in  einen  Bergkrystall 
schlägt  das  Goldblättchen,  wie  bereits  bemerkt,  nicht  augen- 
blicklich bis  zu  einem  Maximum  aus,  sondern  es  vergehen  un- 
gefähr 20  Secunden,  ehe  dies  erreicht  wird;  es  macht  den  Ein- 
druck, als  ob  ein  gewisser  Widerstand  zu  Uberwinden  ist,  um 
die  Äthermoleküle  unter  Betheiligung  der  materiellen  Substanz 
des  Bergkryslalles  in  eine  der  Strahlung  entsprechende  Schwing- 
ung zu  versetzen,  und  eben  dieser  Widerstand  macht  sich  auch 
bei  Aufhebung  der  Strahlung  wieder  bemerklich ,  indem  die 
Schwingungen  im  Krvstall  ebenfalls  nur  innerhalb  20  Secunden 
wieder  verschwinden.    Diese  verschwindenden  Schwingungen 
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werden  sich  jedenfalls  soweit  in  Warme  umsetzen,  also  die 
Temperatur  des  Krystalles  erhöhen,  bis  ihr  Rest  der  vorhandenen 
Temperatur  entspricht  und  bei  derselben  fortbestehen  kann. 

In  einem  bis  100°  C.  erhitzten  Kry stalle  werden  die  kreis- 
förmigen Schwingungen  der  Moleküle  eine  grössere  Intensität  be- 
sitzen, als  in  einem  Krystalle  von  niederer  Temperatur.  Wird 
nun  ein  erhitzter  Krystall  durch  Überstreichen  mit  einer  Alkohol- 
flamme scheinbar  unelektrisch  gemacht,  so  tritt  dieser  scheinbar 
unelektrische  Zustand  dadurch  ein,  dass  sich  über  die  Ober- 
fläche eine  entgegengesetzt  elektrische  Schicht  in  solcher  Weise 
und  Dicke  legt,  dass  die  Wirkung  der  inneren  elektrischen 
Schwingungen  durch  die  entgegengesetzt  gerichteten  der  Ober- 
fläche nach  aussen  hin  aufgehoben  wird.  Denken  wir  uns  die 
Wirkung  der  inneren  elektrischen  Theilchen  auf  Punkte  ausser- 
halb durch  eine  ideelle  Vertheilung  der  Elektricität  auf  derOber- 
fläche  ersetzt,  so  wird  durch  die  leitende  Alkoholflamme  zu  dieser 
Oberfläche  eine  Schicht  von  entgegengesetzter  Beschaffenheit, 
aber  überall  gleicher  Dicke  mit  jener  ideellen  Schicht  geleilet 
und  daselbst  durch  die  Wirkung  der  inneren  Theile  festgehalten  ; 
in  Bezug  auf  äussere  Punkte  erscheint  der  Krystall  also  unelek- 
trisch. Wird  nun  der  heissen  Kante  des  Krystalles  eine  kalte 
Kugel  genähert,  so  strahlt  der  Krystall  Wärme  gegen  die  Kugel 
aus,  die  kreisförmigen  Schwingungen  können  nicht  in  gleicher 
Stärke  fortbestehen,  sie  werden  geschwächt,  und  die  Elektri- 
cität der  Hülle  wirkt  nach  aussen,  gibt  also  einen  Ausschlag  am 
Elektrometer,  welcher  dem  bei  Annäherung  einer  warmen  Ku- 
gel an  einen  kalten  Krystall ,  also  bei  Verstärkung  der  elektri- 
schen Schwingungen  entstehenden  entgegengesetzt  ist ,  mithin 
mit  demjenigen  tibereinstimmt,  welchen  die  betreffende  Kante 
thermoelektrisch  bei  steigender  Temperatur  zeigt. 

Die  von  mir  im  Vorstehenden  beschriebenen  elektrischen 
Vorgänge  gehören  nicht  zu  dem  Wesen  der  eigentlichen  Thermo- 
elektricität  der  Krystalle ;  sonst  müssten  sie  auch  beim  Turma- 
lin,  Topas,  Qyps  u.  s.  w.  eintreten,  was  ich  bis  jetzt  nicht  habe 
nachweisen  können.  Sie  stehen  aber  beim  Bergkrystall  unzwei- 
felhaft in  Beziehung  zu  den  thermoelektrischen  Eigenschaften 
desselben ,  wie  ihr  Auftreten  in  der  Richtung  der  Nebenaxen 
zeigt;  indess  ist  es  mir  bis  jetzt  noch  nicht  möglich  gewesen,  den 
Zusammenhang  der  beiden  Elektricitätserregungen  genauer  zu 
bestimmen. 
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W.  Weber  und  F.  Zöllner,  Über  Einrichtungen  zum  Ge- 
brauch absoluter  Maasse  in  der  Elektrodynamik  mit  praktischer 
Anwendung.  *) 

I. 

über  die  Bedeutung  und  den  praktischen  Gebrauch  absoluter  Maasse  in  der 
Physik  im  Allgemeinen  und  der  Elektrodynamik  im  Besonderen. 

Alle  mechanischen  Vorgänge  in  der  Natur,  welche  mit  Hülfe 
physikalischer  Instrumente  der  messenden  Beobachtung  unter- 
worfen werden  können,  erfordern  die  Feststellung  dreier 
G  rund  maasse  für  drei  unabhängige  Grössen ,  nämlich  für:  die 
Zeit,  den  Raum  und  die  Masse.  Zur  Vereinfachung  physi- 
kalischer Forschungen  ist  es  nun  sehr  wesentlich,  für  die  ver- 
schiedenen, einer  Messune  zu  Grunde  ließenden ,  Grössenarten 

7  CT  O  / 

nicht  mehr  eigene,  von  einander  unabhängige,  Grundmaasse 
einzuführen  als  unumgänglich  nölhig  sind,  so  dass  alle  anderen 
Maasse  aus  diesen  wenigen  nolhwendigen  Grundmaassen  abge- 
leitet werden.  Aus  diesem  Grunde  werden  in  der  Mechanik 
blos  für  Zeiträume,  Linien  und  Massen  Grundmaasse 
aufgestellt;  die  Maasse  aller  anderen  in  der  Mechanik  betrach- 
teten Grössenarten  werden  aus  diesen  drei  Grundmaassen  ab- 
geleitet und  heissen  dann  absolute  Maasse.  Zum  Beispiele 
werden  keine  Grundmaasse  für  die  Geschwindigkeit  und  Dich- 
tigkeit aufgestellt,  sondern  es  werden  absolute  Maasse  dafür 
gebraucht  ,  welche  auf  jene  drei  Grundmaasse  zurückgeführt 
werden  können.  Ebenso  werden  die  Maasse  für  die  bewegenden 
und  für  die  absoluten  Kräfte,  für  die  Drehungsmomente,  Träg- 
heitsmomente, Nutzettecte  u.  s.  w.  nach  bekannten  Gesetzen  auf 
jene  Grundmaasse  zurückgeführt.  Aus  demselben  Grunde  wird 
ferner  auch  für  den  Magnetismus  kein  eigenes  unabhängiges 
Grundmaass  eingeführt,  sondern  man  hält  sich  an  das  absolute 
Maass,  welches  Gauss  für  den  Magnetismus  aus  den  drei  Grund- 
maassen der  Mechanik,  nämlich  der  Secunde  als  Zeiteinheil, 
dem  Millimeter  als  Längeneinheit  und  dem  Milligramm 

*;■  Vorgelegt  in  den  Sitzungen  am  23.  April  und  14.  Juni  4  8K0. 
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als  Masseneinheit,  in  seiner  Abhandlung:  Intensitas  vis  mayrte- 
ticae  terrestris  ad  mensuram  absolut  am  revocuta  (Güttingen  1833) 
abgeleitet  hat.  Gauss  setzt  deich  in  der  Einleitung  dieser  AI)- 
handlung  die  von  ihm  gewühlten  absoluten  Maass-Einheiten  mit 
folgenden  Worten  fest: 

»Quo  iyitur  harte  mensuram  ad  notiones  distinetas  revocare 
possimus ,  ante  omnia  circa  tria  quantitutum  yenera  unitates 
stabilire  opportet,  puta  unitatem  distanliarum ,  unitatem  mas- 
sarum  ponderabilium ,  unitatem  vir  tum  accelatricium.  /Vo 
tertia  aeeipi  polest  yravitas  in  loco  Observation is :  quod  si  mi- 
nus arridet ,  insuper  accedere  debet  unitas  temporis,  eritque 
nobis  vis  acceleratrix  ea  =  4,  quae  in  unitate  temporis  mitta- 
tionem  velocitalis  corporis  in  ipsius  dir ect tone  moti  unitati 
aequalem  giynit.    Iiis  ita  intellectis ,  unitas  quantitativ  fluid V 
borealis  ea  erit,  cujus  vis  repulsiva  in  uliam  ipsi  aequalem  in 
distantia  =  1  positam  aequivalet  vi  motrici  =  4,  i.  e.  actioni 
vis  acceleratricis  =  1  in  massam  =  1  idemque  de  unitate 
quantitatis  fluidi  uustralis  valebit:  in  hac  determinatione  ma- 
nifesto  tum  fluidum  agens ,  tum  fluidum  in  quod  agitur,  in 
punetis  physicis  concentrata  coneipi  debent.« 
Entsprechend  dieser  Definition  ist  z.  B.  das  Maass  für  die 
Starke  des  Erdmagnetismus  oder  der  erd magnetischen  Kraft  an 
irgend  einem  Orte  das  nach  absolutem  Maasse  ausgedrückte 
Drehungsmoment ,  welches  der  Erdmagnetismus  auf  einen  an 
diesem  Orte  befindlichen  Magnetstab  ausübt,  wenn  letzterer  die 
absolute  Einheit  von  Magnetismus  enthalt  und  seine  magnetische 
Axe  mit  der  Richtung  des  Erdmagnetismus  an  diesem  Orte 
einen  rechten  Winkel  macht1). 

Nach  dem  von  Gauss  definirten  Systeme  der  absoluten 
Maassbestimmung  würde  sich  für  die  Grösse  der  absoluten 
Masseneinheit  der  ponderablen  Materie  die  folgende  Definition 
ergeben : 

Die  absolute  Masseneinheit  der  ponderablen 
Materie  ist  diejenige  Masse,  welche,  wenn  sie 
auf  eine  ihr  gleiche  Masse  eine  Secunde  lang 
aus  der  Entfernung  eines  Millimeters  einwirkt, 

1)  »Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  von 
Gauss  und  Wilhelm  Weber.  4840,  und  Elektrodynamische  Manssbesliin- 
mungen  insbesondere  Widerstandsmcssun^cn  \on  Wilhelm  Weber«.  Ab- 
handl.  der  Königl.  Sachs.  Gesellseh.  der  Wissenschaften.  Bd.  I.  1852.  S.  219. 
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eine  relative  Geschwindigkeit  beider  Massen 
von  einem  Millimeter  erzeugt. 

Berechnet  man  mit  Benutzung  der  von  Cavendish ,  Reich 
u.  A.  über  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  angestellten  Mes- 
sungen die  der  obigen  Definition  entsprechende  Masse ,  so  er- 
giebt  sich  der  Werth  von  15,1 882  Kilogrammen  *) .  Die  Unsicher- 
heit der  zur  Bestimmung  der  Dichtigkeit  der  Erde  bis  jetzt 
verfügbaren  Maassmethoden  macht  jedoch  die  praktische  An- 
wendung dieser  absoluten  Masseneinheit  illusorisch  und  lässt 
bis  jetzt  die  in  einem  gemessenen  Volumen  enthaltene  Menge 
eines  bekannten  und  allgemein  verbreiteten  Stoffes  (Wasser)  als 
die  einzige  brauchbare  Methode  zur  Feststellung  einer  Massen- 
einheit erscheinen. 

Für  die  Elektrostatik  ergiebt  sich  als  Einheit  der  Elek- 
tricitätsmenge  nach  absolutem  Maasse  entsprechend  den  obigen 
Bestimmungen  die  folgende  Definition  : 

Die  elektrostatische  Einheit  ist  diejenige  Elek- 
tricitäts menge,  welche,  wenn  sie  auf  eine 
ihr  gleiche  El  e  ktrici  täts  m  en  ge  von  derselben 
Art,  die  fest  mit  der  Masse  eines  Miliig  ramm  es 
verbunden  ist,  eineSecunde  lang  aus  derEnt- 
fe  rnung  eines  Millimeters  ein  wirkt,  jener  pon- 
derablen  Masse  eines  Milligrammes  eine  Ge- 
schwindigkeit von  einem  Millimeter  ertheilt. 

Für  die  in  der  Elektrodyn  ami  k  vorkommenden  Grössen- 
arlen  ergeben  sich  nach  den  Principien  der  absoluten  Maassbe- 
slimmung  die  folgenden2)  Definitionen: 

\.  Die  Einheit  für  die  Strom  intensi täten. 

Die  Einheit  für  die  Stromintensitäten  ist  die  Intensität  des- 
jenigen Stromes,  welcher,  wenn  er  eine  Ebene  von  der  Grösse 
der  Flächeneinheit  (Quadratmillimeter)  umfliesst,  nach  den  elek- 
tromagnetischen Gesetzen  dieselben  Wirkungen  in  die  Ferne 


1)  Vgl.  Zöllner  »Wissenschaftliche  Abhandlungen««  Bd.  II.  TM.  1.  S.  761 , 
und  Astronomische  Nachrichten  Bd.  87.  Nr.  2082—2086.  Januar  1876. 

2)  »Resultate  aus  den  Beobachtungen  des  magnetischen  Vereins  im 
Jahre  184  0«  von  Gauss  und  H\  Weber  (S.  86),  und  Elektrodynamische Maass- 
bestimmungen  von  W.Weber  in  den  Abhandlungen  der  Künigl.  Sachs,  des. 
d.  \V.  Bd.  I.  S.  219.  (1852.) 
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ausübt,  wie  ein  Magnetstab,  welcher  die  oben  definirte  Einheit 
des  Magnetismus  enthält. 

2.   Die  Einheit  für  die  elektromotorischen  Kräfte. 

Die  Einheit  für  die  elektromotorischen  Kräfte  ist  diejenige 
elektromotorische  Kraft,  welche  von  der  oben  definirten  Einheit 
des  Erdmagnetismus  auf  eine  geschlossene  Kette  ausgeübt  wird, 
wenn  letztere  so  gedreht  wird,  dass  die  von  ihrer  Projection 
auf  eine  gegen  die  Richtung  des  Erdmagnetismus  senkrechte 
Ebene  begrenzte  Flache  während  der  Zeiteinheit  (Secunde)  um 
die  Flächeneinheit  (Quadratmillimeter;  zu-  oder  abnimmt. 


Die  Einheit  für  den  Widersland  ist  der  Widerstand  einer 
solchen  geschlossenen  Kette,  in  welcher  durch  die  oben  definirte 
Einheit  der  elektromotorischen  Kraft  die  vorher  definirte  Ein- 
heit der  Stromintensität  hervorgebracht  wird. 

Bezeichnet  man  die  oben  definirte  Einheit  für  die  Strom- 
intensitäten mit  /  und  irgend  eine  hiernach  gemessene  Strom- 
intensität mit  iL  worin  i  eine  unbenannte  Zahl  bezeichnet,  und 
bezeichnet  man  ferner  die  oben  definirte  Einheit  der  elektromo- 
torischen Kräfte  mit  E  und  irgend  eine  nach  derselben  gemes- 
sene elektromotorische  Kraft  mit  eE,  worin  e  eine  unbenannle 
Zahl  bezeichnet;  so  wird  ivW  der  Widerstand  einer  Kette  sein, 
auf  welche  die  elektromotorische  Kraft  eE  wirkt  und  darin 
einen  Strom  von  der  Intensität  il  hervorbringt,  wenn  IV  die 

oben  defiuirle  Widerstands-Einheit  bezeichnet  und  w  =  4-  eine 

reine  Zahl  ist.  Der  Widersland  dieser  Kette  ist  also  der  Wider- 
stands-Einheit gleich,  wenn  e  =  i  gefunden  wird.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  ein  Leiter,  welcher  die  vorher 
definirte  Widerstands-Einheit  besitzt,  wirklich 
dargestellt  werden  kann. 

Die  praktische  Herstellung  eines  solchen  Leiters,  dessen 
Widerstand  als  ein  Vielfaches  der  definirten  absoluten  Einheit 
durch  scharfe  Messungen  der  dazu  erforderlichen  Grössen  von 
Zeit  und  Baum  bestimmt  werden  kann,  ist  der  wesentliche 
Zweck  der  vorliegenden  Arbeit.  Das  gemeinsame  Interesse  für 
die  Elektrodynamik,  welches  uns  zu  dieser  Arbeit  verband, 
dalirt  aus  dem  Jahre  1871,  in  welchem  die  allgemeinere  Be- 


3.   Die  Einheit  des  Widerstandes. 
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dcutung  des  elektrodynamischen  Grundgesetzes  auch  für  die 
Wechselwirkung  anderer  Körper  eine  grössere  Aufmerksam- 
keit erweckte1).  Ebenso  haben  im  Verlaufe  des  verflossenen 
Decenniums  die  vom  sogenannten  Principe  der  Erhaltung  der 
Kraft  aus  gegen  das  elektrodynamische  Grundgesetz  erhobenen 
Einwünde  die  Veranlassung  zu  einer  eingehenden  Prüfung  des 
Gesetzes  gegeben ,  bei  welcher  sich  die  Notwendigkeit  einer 
strengeren  Definition  des  erwähnten  Principes  ergab.  Aus 
dieser  Definition  konnte  dann  unter  Voraussetzung  des  eloktro- 
sta  tischen  Grundgesetzes  das  elektro dynamische  Grund- 
gesetz der  Wechselwirkung  deducirt  werden  2) .  Hierdurch 
musste  die  Bedeutung  des  ursprünglich  im  Gebiete  der  Elek- 
trodynamik gefundenen  und  angewandten  Gesetzes  für  das  ge- 
sammte  Gebiet  der  Physik  eine  umfassendere  werden,  und 
gerade  diese  Krwilgung ,  sowie  die  mannigfachen,  sich  hieran 
anknüpfenden,  Fragen  lieferten  den  Stoß"  zu  einem  mündlichen 
und  schriftlichen  Ideen-Austausch,  welcher  uns  die  praktische 
Ausführung  absoluter  Widerstandsmessungen  nach  einer  be- 
reits vor  30  Jahren  vorgeschlagenen11),  jedoch  wegen  Mangel 
an  genügenden  Hülfsmitteln  und  Räumlichkeiten  bis  jetzt  nicht 
in  grösserem  Maassstabe  zur  Anwendung  gekommenen,  Me- 
thode wünschenswerth  erscheinen  Hess.  In  der  unten  citirlcn 
Abhandlung  sind  im  Ganzen  vier  verschiedene  Methoden  vorge- 
schlagen worden,  welche  von  F.  Kohlrausch  in  seiner  Abhandlung 
über  die  »Zu  rück  fuhrung  der  Siemens'  sehen  gal- 
vanischen W  i  e  d  e  r  s  t  a  n  d  s  e  i  n  h  e  i  t  auf  absolutes 
Maass«4)  übersichtlich  zusammengestellt  und  charakterisirt 
worden  sind. 

1)  Vgl.  »Über  die  Nalur  der  Cometen«  (1872.  Engelmann)  S.  334.  An- 
wendung des  Hefoer' sehen  Gesetzes  auf  die  Bewegung  der  Himmelskörper. 
—  Tisserand,  Nute  sur  le  mouvement  des  planetcs  autour  du  Soleil  d' apres  la 
loi  electrodynamhjue  de  Weber.  Comptes  rendus.  Sept.  30.  4  872.  —  I  ber 
die  uni\erselle  Bedeutung  des  U>fcer'scben  Gesetzes.  Wissensebaftliebe 
Abbandlungen  von  F.  Zöllner.  Bd.  II.  Tbl.  1.  S.  7.  —  De  motu  perturbatio- 
nibusque  planetarum  secundum  .legem  electrodynumicam  Weberianam  solem 
ambientium.  ScripHt  C.Seegers.  Gottingae  1864. 

2)  Abbandlungen  der  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1878,  u.  Pogg.  Ann.  1878. 
Heft 7.  »Iber  die  Energie  der  Wechselwirkung«  von  TV.  Weber. 

3)  Vgl.  die  oben  eitirle  Arbeit  W.  Weber'*  aus  dem  Jahre  1852.  S.220. 

*]  Voggendorfl"*  Annalen,  Ergänzungsband  VI.  St.  1.  —  Der  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Güdingen  im  Auszuge  milgetheilt  am  3.  No\. 
I870. 
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Die  erste  Methode  benutzt  die  durch  den  Erdmagne- 
tismus in  einem  bewegten  Leiter  von  bekannten  Dimensionen 
(Erd-lnductor)  inducirte  elektromotorische  Kraft  und  findet  die 
Stromstärke  durch  die  Ausschläge  einer  kurzen  Magnetnadel 
innerhalb  eines  Multiplicators  von  ebenfalls  bekannten  Dimen- 
sionen. Diese  Methode  erfordert  nur  die  Kenntniss  der  Schwin- 
gungsdauer der  Nadel,  nicht  der  Intensität  des  Erdmagnetismus, 
da  dieser  die  Stiirke  der  Induction  und  die  Schwingungsdauer 
der  Nadel  in  gleichem  Maasse  beeinflusst  und  hierdurch  seine 
Änderungen  auf  das  Resultat  der  Messung  selber  aufhobt.  Nolh- 
wendig  ist  jedoch  eine  hinreichende  Kürze  der  Nadel  im  Ver- 
hältniss  zu  den  Dimensionen  des  Multiplicators ,  um  praktisch 
die  von  diesem  Verhiiltniss  abhängenden  Glieder  höherer  Ord- 
nung vernachlässigen  zu  können.  Entweder  müssen  also  die 
Beobachtungen  an  einer  kleinen  Nadel  angestellt  werden, 
oder  der  Multiplicator  muss  in  sehr  bedeutenden  Dimensionen 
ausgeführt  werden.  Letzteres  ist  bei  der  von  uns  antte- 
wandten  Methode  der  Fall ,  wie  dies  die  spätere  Beschreibung 
zeisen  wird. 

Die  z  w  e  i  l  e  M  e  t  h  o  d  e  l)  ist  eine  Modification  der  ersten, 
mit  Rücksicht  auf  die  Schwierigkeilen  und  bedeutenden  Mittel, 
welche  zur  Realisirung  der  ersten  Methode  erforderlich  sind. 
Als  Galvanometer  dient  ein  die  Nadel  eng  umschliessender  Mul- 
tiplicator mit  asiatischer  Nadel ,  deren  Dimensionen  den  Anfor- 
derungen der  grössten  Empfindlichkeit  und  sonstigen  Rücksichten 
beliebig  angepasst  sein  können.  Die  Wirkung  der  Stromeinheit 
im  Multiplicator  auf  die  Nadel  wird  nämlich  nicht,  wie  bei  der 
ersten  Methode,  aus  den  Dimensionen  berechnet,  sondern  findet 
sich  empirisch  nach  den  Gesetzen  der  Magneto-lnduction  durch 
die  sogenannte  Dämpfung,  welche  die  Schwingungen  der 
Nadel  durch  den  geschlossenen  Drahtkreis  des  Multiplicators 
erleiden.  Ferner  muss  ausser  der  Schwingungsdauer  noch  das 
Trägheitsmoment  der  Na d e  I  und  die  e  rd  m  a g  n  e t  i  s  c h  e 
K  r a f  tcomponen  t  e ,  welche  auf  den  Inductor  wirkt ,  nach 
absolutem  Maasse  bekannt  sein.  Diese  Methode  ist  die  von 
F.  Kohlrausch  in  seiner  oben  erwähntenAbhandlung  angewandte. 


4)  Wilhelm  Weber,  Abband!  (Ilm  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Güttingen  1862. 
Bd.  4  0.  S.  20.  Auch  separat  gedruckt  unter  dein  Titel:  Zur  tial  van  Ci- 
me trie.  Güttingen  1862. 
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Die  dritte  Methode1)  zeichnet  sich  durch  eine  grosse 
Einfachheit  der  zu  ihrer  Anwendung  erforderlichen  Instrumente 
aus.  Es  ist  nämlich  nur  ein  Multiplicator  erforderlich,  in  dessen 
Mitte  eine  Magnetnadel  schwingt.  Ist  die  Schwingungsdauer  die- 
ser Nadel,  sowie  das  Verhältniss  des  Nadelmagnetismus  zum  Erd- 
magnetismus und  die  Vertheilung  des  ersteren  in  der  Nadel 
ermittelt  (durch  Ablenkungsbeobachtungen  an  einer  Boussole), 
so  liisst  sich  hieraus  und  aus  den  Dimensionen  des  Multiplicators 
die  durch  die  bewegte  Nadel  in  dem  letzteren  erzeugte  elektro- 
motorische Kraft  berechnen.  Die  Starke  des  hierdurch  inducir- 
ten  Stromes  und  somit  der  Widerstand  des  Mulliplicatordrahtes 
wird  aus  der  beobachteten  Dämpfung  erhalten. 

Die  vierte  Methode2)  erfordert  einen  durch  ryth- 
mische Umwendungen  bewegten  oder  in  rasche  gleich- 
förmige Rotation  versetzten  Multiplicator  von  bekannten 
Dimensionen  und  die  Beobachtung  der  Ablenkung  einer  kleinen, 
in  der  Mitte  des  bewegten  Multiplicators  aufgehängten  Magnet- 
nadel. Diese  Methode  kann  in  zwei  verschiedenen  Modifica- 
lionen  zur  Anwendung  kommen  ,  je  nachdem  der  Multiplicator 
um  eine  horizontale  oder  verticale  Axe  bewegt  wird. 
Im  ersteren  Fal le  muss  das  Verhältniss  der  beiden  erd- 
magnetischen Componenlen  bekannt  sein,  da  die  hori- 
zontale Componente  auf  die  Nadel  wirkt,  während  die  verticale 
inducirt. 

Die  Rücksicht  auf  die  hohe  praktische  und  wissenschaft- 
liche Bedeutung  der  Herstellung  einer  in  absolutem  Maasse 
besl immbaren  Widerstandsgrösse  hatte  die  British  Association 
im  Jahre  1862  veranlasst,  ein  Committee  zu  ernennen,  um  die 
zweckmässigsten  Anordnungen  zur  Lösung  der  fraglichen  Auf- 
gabe zu  berathen  und  der  Association  definitive  Vorschläge  zur 
praktischen  Ausführung  zu  unterbreiten.  Das  Committee  ent- 
schied sich  unter  Leitung  von  Sir  William  Thomson  zur  Anwen- 
wendung  der  oben  beschriebenen  vierten  Methode,  und  zwar  in 
derjenigen  Modifikation,  bei  welcher  dem  Multiplicator  durch  ein 
zweckmässig  eingerichtetes  Räderwerk  eine  möglichst  gleich- 
förmige, continuirliche  Rotation  ertheilt  wird.  Dieser  Vorschlag 
des  Commillee's  wurde  aeeeptirt  und  mit  bedeutendem  Kosten- 


1)  Wilhelm  Weber  in  der  oben  citirlen  Abhandlung  S.  232. 

2)  Vgl.  IV.  Weber  »Zur  Galvanometrie«  S.  4  2. 
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aufwände  zur  Ausführung  gebracht.  Man  findet  die  ausführ- 
liche Beschreibung  der  Instruinente  in  dem  Report  of  the  Mee- 
tings  of  the  British  Association  Vol.  33  vom  Jahre  1863  (London 
1874)  S.  464—168. 

Wenn  hei  dem  beschriebenen  Apparate  die  Rotatiousaxe 
des  Mulliplicators  nicht  senkrecht  sondern  horizontal 
in  die  Richtung  der  durch  Induction  abgelenkten  Nadel  gefallen 
wiire,  was  sich  ohne  wesentliche  Steigerung  der  technischen 
Schwierigkeiten  leicht  hülle  bewerkstelligen  lassen,  so  wäre  die 
störende  Induction  der  Nadel  auf  den  rotirenden  Mulliplicator 
fortgefallen  und  nur  die  Induction  der  horizontalen  Compo- 
nente  des  Erdmagnetismus  auf  die  Drahtwindungen  des  roti- 
renden Mulliplicators  übrig  geblieben.  Die  in  diesem  Falle 
erforderliche  Kennlniss  der  magnetischen  Inclination  an  dem 
betreffenden  Orte  würde  sich  mit  Hülfe  des  vor  30  Jahren  von 
W.  Weber  beschriebenen  und  praktisch  angewandten  »Induc- 
t  i  o  n  s - 1  n  c  l  i  n  a  t  o  r  i  u  m  «  (vgl .  Pof/gendor/ps  Annalen  Bd .  43 . 
S.  493)  mit  einer  Genauigkeit  von  derselben  Ordnung  wie  der- 
jenigen der  absoluten  Widerst andsmessung  haben  bestimmen 
lassen. 

Bei  der  vom  Committee l)  gebilligten  und  angewandten 
senkrechten  Stellung  der  Rotalionsaxe  findet  nun  aber 
gleichzeitig  eine  Induction  durch  die  Magnetnadel  und  die 
horizontale  Componente  des  Erdmagnetismus  statt,  so  dass  der 
crslere  Theil  dieser  Doppel-Induction  eliminirt  werden  muss. 
Mit  Rücksicht  auf  die  hieraus  sich  ergebenden  Schwierigkeiten 
und  Fehlerquellen  ist  bereits  die  ganze  von  der  British  Associa- 
tion zur  Anwendung  gebrachte  Methode  von  F.  Kohlrausch i  a.a.O. 
einer  Kritik2)  unterworfen  worden,  welcher  wir  uns  im  Allge- 
meinen vollkommen  anschliessen. 

F.  Kohlrausch  bemerkt  bezüglich  der  vorher  erwähnten  Eli- 


4)  Über  die  Mitglieder  des  Com mi Hees  berichtet  der  lieport  S.  III 
wörtlich : 

»The  Committee  consists  of —  Professor  Wheatslone,  Professor  Williatnson, 
Mr.  C,  F.  Varlexj ,  Professor  Thomson  ,  Mr.  Halfour  Stewart ,  Mr.  C.  W. 
Siemens,  Dr.  A.  Matthiessen  ,  Professor  Maxwell ,  Professor  Miller ,  Dr. 
Joule,  Mr.  Fleeming  Jenkin,  Dr.  Esselbach,  Sir  C.  Bright«. 

2i  Poggendorff 's  Annalen.  Ergänzungsband  VI.  St.  i.  Auszugsweise  in 
den  Berichten  der  Künigl.  Gesellschall  der  Wissenschaften  zu  Güttingen 
\um  5.  Nov.  1870. 
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mination  clor  Induclion  durch  den  Nadclmagnetismus  S.  5  wört- 
lich Folgendes : 

»Wollte  man  in  dem  vom  Commitlee  angewandten  Multi- 
plicator  von  300  mm  Durchmesser  einen  für  galvanometrische 
Messungen  gewöhnlich  gebrauchten  kleinen  Magnet  benutzen, 
so  würde  seine  eigene  Induclion  die  des  Erdmagnetismus 
weit  übertreffen.  Sollte  die  erslere  als  kleine  Correction 
behandelt  werden ,  so  war  deswegen  eine  ungewöhnlich 
schwache  Magnetnadel  vorgeschrieben.  Darin  ist  in  der  Thal 
das  Commitlee  sehr  weit  gegangen ;  so  weit,  dass  ohne  Zwei- 
fel noch  niemals  eine  so  schwache  Magnetnadel  zu  einer  Mes- 
sung verwendet  worden  ist.  Der  Magnet  bestand  nämlich 
aus  einer  Slahlkueel  von  8  mm  Durchmesser,  also  aus  einer 
für  den  Magnetismus  möglichst  ungünstig  gestalteten  Masse 
von  etwa  2  gr.-  Diese  kleine  Kugel  aber  war  nun  noch  ab- 
sichtlich schwach  magnetisirl  und  hatte  einen  Magnetismus 
nicht  grösser  als  der,  welchen  man  einer  Nähnadel  von  der 
Masse  Jjp  gr  mitlheilen  kann,  wovon  ich  {Kohlrausch)  mich 
durch  den  Versuch  überzeugt  habe.  Die  Slahlkugel  lenkte 
nämlich  (Report  1863,  S.  172)  aus  156,6  mm  Entfernung 
eine Boussolen-Nadel  um  27'  =  Are.  lang.  0,0078  ab.  Daraus 
folgt,  die  Horizontal  -  Intensität  =  1,76  angenommen,  das 
magnetische  Moment : 

M  =  \  •  1,76  •  156,63 .  0,0078  =  26000. 

Da  nun  1  mgr  Stahl  im  Maximum  etwa  1000  Einheiten  dauern- 
den Magnetismus  annimmt1  ,  so  kann  man  den  obigen  Magne- 
tismus einem  dünnen  Stäbchen  von  26  mgr  mitthcilen. 

Zur  Illustration  der  Zahlen  kann  ferner  dienen,  dass  ein 
gestrecktes  Eisenstäbchen  von  10  g,  in  der  Inclinationsrich- 
tung  gehalten,  den  obigen  Nadelmagnetismus  durch  Induclion 
des  Erdmagnetismus  annehmen  würde.  Ein  einfacher  Cocon- 
faden  von  2  m  Länge  war  als  Aufhängefaden  der  Stahlkugel 
nothwendig,  um  die  Torsionskraft  auf  diejenige  kleine  Grösse 
zu  reduciren,  welche  durch  die  Kleinheit  der  magnetischen 
Directionskraft  und  die  elastische  Nachwirkung  geboten  war. 
Nun  denke  man  sich  mit  der  allerfeinslen  Nähnadel  alsMagnet- 
nadel ,  an  einem  etwa  }  m  hingen  Verbindungsstück  einen 

I)  Vgl.  auch  Schneebeli ,  Programm  des  Züricher  Polytechnikums 
\>>1\—  73. 


Digitized  by  Google 


86 


W.  Weber  lni>  F.  Zöllner, 


Spiegel  von  30  mm  Durchmesser  verbunden ,  der  also  für 
Luftströmungen,  welche  auch  in  einem  gut  geschlossenen 
Kasten  nicht  ganz  ausbleiben ,  eine  Flüche  von  etwa  1  4  qcm 
(der  Zeichnung  entsprechend)  darbot ,  die  ganze  Masse  von 
einem  Trägheitsmoment,  dass  ihre  Schwingungsdauer  (Rep. 
1863,  S.  173)  10  Secunden  betrug,  während  diejenige  der 
Nähnadel  etwa  J  See.  betragen  würde,  und  man  hat  im  We- 
sentlichen das  Magnelometer ,  auf  welches  die  schwachen 
Ströme  im  Multiplicator  wirkten,  und  bei  welchem  ein  Ein- 
stellungsfchler  von  2  Bogenminuten  einen  Fehler  von  1  Procent 
im  Resultate  bewirkte.  Dazu  kommt  noch,  dass  in  unmittel- 
barer Umgebung  dieses  Magnetometers  der  grosse  Multiplica- 
tor mit  einer  Geschwindigkeit  bis  zu  4  Umdrehungen  in  der 
Secunde  rotirte. 

Es  erscheint  als  ein  Mangel  in  den  sonst  so  ausführlichen 
Berichten,  dass,  soweit  mir  bekannt,  nirgends  eine  Beobach- 
luni'sreihe  mit  allen  Einzelheiten  wiederueceben  wird,  damit 
man  einen  Anhallspunct  für  oder  gegen  das  genannte  Beden- 
ken gewönne.  Erwähnt  wird  (S.  174  a.a.O.',  dass  einzelne 
Theile  der  länger  dauernden  Versuchsreihen,  wegen  Nicht- 
Übereinstimmung  mit  anderen,  von  der  Rechnung  ausgeschie- 
den worden  seien;  also  scheinen  bedeutende  unaufgeklärte 
Unregelmässigkeiten  vorgekommen  zu  sein.  In  der  nies- 
senden  Physik  aber  ist  es  immer  bedenk  lieh, 
anzunehmen,  dass  grössere  Ycrsuchsfc hier  nur 
z  u  f ä  U i g e  n  U rs pru n gs  seien  und  durch  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Beobachtungen  e  1  i  m  i  n  i  r  t 
w  erden. 

In  der  Thal,  wenn  wir  nun  die  Schluss-Resullate  ansehen, 
welche  zur  Veröffentlichung  gelangt  sind  l),  so  scheinen  diese 
ein  leises  Bedenken  zu  rechtfertigen.  Diese  Mittel  zahlen 
weichen  von  einander  noch  bis  zu  1,4  Procent  ab.  Man  findet 
ferner,  dass  die  langsamen  Rotationen  im  Mittel  ein  um  etwa 
0,5  Procent  anderes  Resultat  ergeben,  als  die  raschen.  In 
gleicherweise  erlaubt  die  Mittheilung  einiger  Beobachtungen 
von  einem  und  demselben  Tage  [Report  1863.  S.  175)  ein 
Urlheil.    Daselbst  kommen  vier  Resultate  vor,  welche  bis  zu 


\)  Report  of'the  British  Association  1864.  S.  350.  —  Poggendorffs  An- 
nalen  Bd.  MG.  S.  386. 
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2,3  Procent  von  einander  abweichen.  Und  diese  Zahlen  be- 
ruhen jede  auf  etwa  viertelstündigen  Beobachtungsreihen  mit 
je  etwa  1 00  Scalcn-Ablcsungen ,  aus  denen  eventuell  die  am 
wenigsten  stimmenden  Zahlen  bereits  ausgeschieden  worden 
sind.  An  so  grossen  Differenzen  wird  ein  unbefangener  Leser 
immer  Anstand  nehmen. 

Ganz  unverständlich  aber  sind  mir  die  Abweichungen  bis 
zu  8,5  Procent,  welche  unter  Umstünden  eintraten,  je  nach- 
dem der  Inductor  nach  links  oder  rechts  rotirle.  Nach 
einer  Andeutung  des  Hrn.  Jenkin  »)  soll  dieser  Umstand  darin 
seine  Erklärung  finden,  dass  »der  Faden,  an  dem  der  Magnet 
suspendirt  war,  in  dereinen  Richtung  einen  geringen  Ein- 
fluss  ausübte«.  Man  ist  versucht,  auf  eine  einseitige,  dauernde 
Torsion  des  Fadens  zu  schliessen,  wodurch  die  beiderseitigen 
Ausschlüge  allerdings  verschieden  ausfallen.  Aber  um  Diffe- 
renzen zu  erkliiren,  wie  sie  hier  vorkommen,  musste  die  Tor- 
sion so  gross  sein,  dass  die  magnetische  Axe  der  Stahlkugel 
eine  um  viele  Grade  vom  magnetischen  Meridian  abweichende 
Stellung  gehabt  hatte.  Ein  solches  Versehen  bei  der  Auf- 
hängung darf  man  wohl  kaum  annehmen.  Sollte  es  aber 
vorgekommen  sein,  so  scheinen  mir  die  betreffenden  Beob- 
achtungsreihen verwerflich;  denn  wenn  man  schon  in  der 
gewöhnlichen  Praxis  eine  so  grosse  Unsymmelrie  ungern  zu- 
lässt,  so  würde  sie  gefährlich  erscheinen  bei  der  Kugelgestalt 
und  dem  schwachen  Magnetismus  des  kleinen  Magnets.  Dass 
nämlich  dessen  magnetische  Axe,  auf  deren  Conslanz  schliess- 
lich Alles  ankommt,  wirklich  bis  auf  Bogenminuten  conslant 
sei,  wenn  sie  nicht  in  der  Richtung  der  magnetischen  Direc- 
tionskraft  liegt,  würde  eine  gewagte  Behauptung  sein. 

Minder  bedenklich  wäre  wohl  die  andere  Interpretation 
des  citirten  Ausspruchs ,  dass  eine  Änderung  der  Torsions- 
ruhelage des  Cocon  durch  elastische  Nachwirkung  im  Spiel 
wäre,  etwa,  indem  der  Faden  noch  nicht  lange  aufgehangen 
war.  Aber  auch  dieses  möchte  ich  nicht  gern  annehmen, 
denn  man  hätte  in  diesem  Falle  die  Beobachtungen  aufschie- 
ben oder  doch  mindestens  die  Nachwirkung  durch  besondere 
Beobachtungen  eliminiren  sollen. 

Kurz ,  man  wird  die  Annahme  kaum  vermeiden  können, 


1]  Poggendorff's  Annalen  Bd.  126,  S.  387. 
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dass  der  schwache  Magnetismus  der  Nadel  erhebliche  Unzu- 
träglichkeiten  im  Gefolge  gehabt  habe,  und  die  Regeln  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  solche  Beobachtungen  unzu- 
wenden  halle  ich,  ohne  den  ausdrücklichen  Nachweis  von  der 
Abwesenheit  constanler  Fehlerquellen,  nicht  für  gerechtfertigt. 
Immerhin  aber  könnte  der  wahrscheinliche  Fehler  von  0,1  Pro- 
cent,  der  für  das  Endresultat  berechnet  wird,  sich  nur  nuf 
die  Scalenablesungen  beziehen ;  ihn  auf  die  ganze  Messung 
zu  Übertragen  würde  voraussetzen,  dass  andere  Fehlerquellen 
nicht  vorhanden  gewesen  sind.    Auch  die,  wenn  auch  sehr 
beachtungswerthe  Übereinstimmung  der  beiden  im  Jahre  1863 
und  1864  gefundenen  Zahlen  bis  auf  0,16  Procent  kann  nicht 
als  unbedingt  maassgebend  betrachtet  werden. 

Wenn  wir  nun  nach  den  anderen  Fehlerquellen  fragen, 
so  erhebt  Hr.  H\  Siemens  zunächst  einen  Einwand  gegen  die 
Berechnung  des  mittleren  Windungshalbmessers  aus  der 
Länge  und  der  Windungszahl  des  Drahtes.  Dass  ein  solches 
Verfahren  bei  dickem  Draht  unbedenklich  ist,  glaube  ich 
aus  eigenen  sorgfälligen  Versuchen  seh  Hessen  zu  dürfen.  Der 
Querschnitt  der  hier  vorliegenden  Drahtsorte  beträgt  freilich, 
aus  dem  Gewicht  und  Gesammlwidersland  des  Drahtes  sowie 
aus  den  Dimensionen  des  Multiplicators  zu  schlicssen  ,  nur 
etwa  1  quin! ,  wobei  man  den  obigen  Einwand  nicht  unge- 
rechtfertigt linden  mag.  Gross  dürfte  immerhin  der  daraus 
entspringende  Fehler  nicht  sein.« 

Das  Vorstehende  enthält  eine  wörtliche  Reproduction  der 
Kritik,  welche  F.  hohlrausch  vor  10  Jahren  a.a.O.  über  die  mit 
sehr  bedeutendem  Kostenaufwande  von  dem  Gommitlce  der 
British  Association  ausgeführte  Arbeit  zur  Herstellung  einer  gal- 
vanischen Widerslandseinheit  veröffentlicht  hat.  Hierbei  be- 
merkt KofUrausch  mit  Hecht,  dass  »auch  nach  der  Auffassung  des 
Goinmitlee  (lleport  1864.  S.  346)  die  British  Association- 
Einheit  factisch  nicht  ein  absolutes,  sondern  nur  ein 
Grundmaass  sei,  wobei  es  für  den  Gebrauch  ganz  gleich- 
güllig  ist.  ob  die  Annäherung  an  das  absolute  Maass  bis  auf 
t  oder  bis  auf  3  Procent  geht.  Soll  ferner  nach  den  Angaben 
des  Report  von  1 8 6 4  S.  348  auch  die  Reproducirbarkeit  der 
British  Associalion-E'mhcit  nicht  auf  eine  Wiederholung  der 
absoluten  Messung  gegründet  werden ,  sondern  auf  das  Lei- 
tungsvermögen  von  Metallen  ,  worunter  das  von  H\  Siemens  zu 
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diesem  Zwecke  angewandte  Quecksilber  selbstverständlich 
obenan  steht,  so  liegt  kein  Grund  vor,  aus  welchem  nicht 
runde  und  bequeme  Dimensionen  der  Quecksilbersäule  gewählt 
werden  sollten.« 

»Die  Frage,  welche  Widerstandseinheit  zur  allgemeinen 
Einführung  geeignet  sei«,  sagt  Kohlrausch  a.  a.  0.,  »gehört 
kaum  in  eine  wissenschaftliche  Untersuchung.  Der  Physik  selbst 
kann  ohne  Zweifel  die  Concurrenz  zwischen  der  Siemens' sehen 
und  der  British  Association-Kmheit  nur  erwünscht  sein,  denn 
durch  sie  ist  das  beste  Mittel  gegeben,  die  Unveränderlichkeit 
beider  zu  prüfen ,  welche  für  wissenschaftliche  Anwendungen 
allein  in  Betracht  kommt.  In  der  Praxis  dürfte  einmal  die  Stel- 
lung des  Hrn.  Werner  Siemens  zur  Telegraphie  seiner  Einheit 
einen  beträchtlichen  Vorsprung  gegeben  haben ;  nicht  minder 
wichtig  ist  der  Umstand ,  dass  die  mit  Umsicht  eingerichteten 
und  soviel  mir  bekannt  auch  gut  eingeteilten  Siemens' sehen 
Scalen  in  grossem  Maassstabe  verbreitet  worden  sind.  Auch 
kann  man  kaum  leugnen,  dass  für  den  Praktiker  die  Definition 
aus  dem  Quecksilber  eine  verständliche  ist,  während  die  andere 
(von  der  British  Association  definirte)  fürs  erste  nur  Wenigen 
klar  werden  wird.« 

Das  Vorstehende  wird  hinreichend  sein  ,  um  die  Aufgabe, 
welche  sich  vor  zwanzig  Jahren  das  Commiltee  der  British  Asso- 
ciation bei  seinen  Arbeiten  gestellt  hatte,  als  ein  weder  im 
Princip  noch  seiner  praktischen  Ausführung  nach  mit 
der  erreichbaren  Genauigkeit  und  Schärfe  gelöstes  Problem  er- 
scheinen zu  lassen. 

Die  von  Kohlrausch  mit  so  grosser  Umsicht  a.  a.  0.  ange- 
wandte zweite  der  oben  (S.  82)  erwähnten  Methoden  setzte, 
wie  bemerkt,  eine  genaue  Kenntniss  der  erdmagnetischen  Con- 
stante  nach  absolutem  Maasse  voraus  und  kann  daher  nur  an 
solchen  Orten  ausgeführt  werden ,  an  welchen  die  hierzu  erfor- 
derlichen Instrumente  und  Beobachtungen  in  genügender  Voll- 
kommenheit vorhanden  sind.  Dass  in  dieser  Beziehung  das 
magnetische  Observatorium  zu  Göltingen,  in  welchem  Kohl- 
rausch seine  Beobachtungen  anstellte,  allen  Anforderungen  ent- 
sprach, bedarf  nicht  einer  besonderen  Erwähnung. 

Als  Resultate  seiner  verschiedenen  Messungen  theilt  Kohl- 
rausch am  Schlüsse  seiner  Arbeit  Folgendes  mit : 
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I.  lfm9Skmens=  3,981 2  -,*^»^*j^nt ;  also  1  Stern.  =  0,9703 

II.  4,1049  »)  =  3.9903  »  »  o  =0,9721 
III.  4,0965      »      =3,9849         »           »        »  =0,9728 

Hieraus  ergiebt  sich  im  Mittel : 

1  StemciM-Quecksilber-Einheit  =  0,9717  Er«,(iundrant 

Zu  diesen  Resultaten  bemerkt  Kohl  rausch  wörtlich  Folgendes : 

»Was  das  VerhMltniss  der  British  Association-K'inheh  zur 
Siemens* sehen  betrifft,  so  darf  als  zuverlässigster  bis  jetzt 
veröffentlichter  Werth  wohl  derjenige  angesehen  werden, 
welchen  Hr.  Dehrns  aus  einer  von  Hrn.  Jenkin  angestellten 
Vergleichung  ableitet *)  : 

1  British  Association-E\nhe\i  =  1,0493  Siemens-Einheit. 

Hr.  Dehrns  und  Hr.  Hermann  Siemens  hallen  die  Güte,  auf 
meine  Bitte  eine  neue  Vergleichung  anzustellen ,  wobei  zu- 
nächst eine  im  Siemens' sehen  Laboratorium  vorhandene  Bri- 
tish Association-E'mheil  (No.  61)  sich  =  1,0473  erwies.  D«i 
diese  Vergleichung  wegen  Beschädigung  der  Einheit  in  der 
Luft  vorgenommen  werden  musste ,  wird  ihr  keine  entschei- 
dende Bedeutung  beigelegt.    Ferner  kamen  die  British  Asso- 
c/a/j'on-Einheiten  der  Herren  Brix  (No.  21)  und  Weber  (No.51) 
zur  Vergleichung  und  ergaben  vollständig  übereinstimmend 
mit  der  obigen  Zahl  den  Werth  1 ,0493.  Vergleicht  man  diese 
Übereinstimmung  mit  den  früheren  enormen  Differenzen  in 
den  Angaben  über  Widerstandseinheiten ,  so  liegt  darin  ein 
sehr  erfreulicher  Beweis  von  dem  Fortschritt  auf  diesem  Ge- 
biete der  Messung  2) . 

Unter  Benutzung  der  Zahl  1 ,0493  Er^^^nl  findet  sich 

schliesslich : 

1  British  ^ssoc/af/on-Einheit  =  1,0196  El^quad,ran>, 

Seeundc 

d.  h.  diese  Einheit  wilre  danach  um  nahe  2  Procent  grösser, 
als  beabsichtigt  wurde. « 

Bei  der  folgenden  Arbeit  kam  es  nun ,  wie  bemerkt ,  zu- 


1)  Heportofthe  British  Association  1864.  S.  349,  und  Poggendorfl's  An- 
nalen  Bd.  138.  S.  404. 

2)  Vgl.  Voggendorff  *  Annalen  1873.  Heft  1. 
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nächst  darauf  an  ,  einen  N  o  r  in  a  1 1  e  i  t  u  n  g  s  d  r  a  h  t  von  solcher 
Beschaffenheit  und  Anordnung  herzustellen,  dass  derselbe  sowohl 
bezüglich  seines  Widerstandes  als  seiner  räumlichen  Verhält- 
nisse jederzeit  durch  directe  Messungen  nach  absolutem 
Maasse  controlirt  werden  kann.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ist 
der  wesentliche  Inhalt  der  vorliegenden  Arbeit ,  wogegen  die 
Vergleichung  dieses  Normalleiters  mit  andern  Widerstands- 
Einheiten  einer  späteren  Arbeit  vorbehalten  bleibt ,  indem  die 
hierzu  erforderlichen  elektrodynamischen  Comparatoren  gegen- 
wärtig noch  in  Arbeit  befindlich,  hoffentlich  aber  in  kurzer  Zeit 
vollendet  sind. 

In  Betreff  der  Localität  für  die  Aufstellung  der  Apparate 
waren  im  Wesentlichen  zwei  Gesichtspuncte  maassgebend. 
Erstens  musste  hinreichender  Raum  für  den  genügenden  Ab- 
sland des  Inductors  vom  Multiplicator  vorhanden  sein  und 
zweitens  durften  sich  nicht  Magnete  in  dem  Räume  befin- 
den, welche  ihren  Einfluss  auf  die  Induction  und  die  Einstellung 
der  Magnetnadel  im  Multiplicator  geltend  machen  konnten.  Die 
Berücksichtigung  des  e rsten  Umstandes  verhinderte  die  Be- 
nutzung des  kleinen ,  im  Garten  der  hiesigen  Universitäts- 
Sternwarte  für  astrophysikalische  Beobachtungen  erbauten  Ob- 
servatoriums. Die  Berücksichtigung  des  zweiten  Gesichts- 
punetes  liess  auch  die  für  erdmagnetische  Beobachtungen  im 
Garten  des  hiesigen  physikalischen  Institutes  befindliche  »mag- 
netische Warte«  als  ungeeignet  erscheinen,  wohingegen  die 
Räumlichkeiten  in  der  sogenannten  »alten  Sternwarte«  auf  der 
Pleissenburg ,  welche  unter  Möbius  bereits  früher  als  magneti- 
sches Observatorium  gedient  hatten ,  alle  diejenigen  Erforder- 
nisse vereinigten,  die  uns  zu  einer  definitiven  Aufstellung 
der  Apparate  wünschenswerth  erschienen.  Da  diese  Räumlich- 
keiten bereits  anderweitig  für  physikalische  und  astronomische 
Zwecke  reservirt  sind ,  so  ist  hierdurch  den  Instrumenten  auch 
für  die  Zukunft  eine  hinreichend  stabile,  durch  keine  Disloca- 
lion  gestörte,  Aufstellung  gesichert.  Zugleich  gestattet  die  Be- 
schaffenheit dieser  Räume  die  Ausführung  von  später  projec- 
tirten  Experimental-Untersuchungen  über  einige  physikalische 
Constanten,  wie  z.  B.  die  Bestimmung  der  Lichtgeschwindigkeit 
nach  Foucault  und  Fizeau  und  anderen  physikalischen  Methoden, 
sowie  die  Bestimmung  der  mittleren  Dichtigkeit  der  Erde  nach 
den  Methoden  von  Cavenäish  und  Reich.    Da  sich  ausserdem  in 
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den  erwähnten  Localitäten  auf  der  Pleissenburg  ein  Dreiecks- 
punct  der  Europäischen  Gradmessung  befindet  ,  so  vereinigen 
sich  alle  Umstände,  um  die  bezeichneten  Räumlichkeiten  zur 
praktischen  Erforschung  und  Feststellung  physikalischer  Funda- 
mentalbestimmungen nach  absolutem  Maasse  als  zweckmässig 
gewählte  erscheinen  zu  lassen. 

Bei  der  Construction  und  Herstellung  der  Apparate  waren 
besonders  zwei  Gesichtspuncte  zu  berücksichtigen.  Erstens 
mussten  die  Dimensionen  des  Multiplicators  und  Inductors  von 
solcher  Grösse  gewählt  werden,  dass  die  technische  Herstellung 
und  Ausmessung  der  einzelnen  Theile  (Länge  der  Magnetnadeln, 
Durchmesser  und  Flächengrösse  der  von  jeder  Schicht  derDrahl- 
windungen  umschlossenen  Kreisfläche)  mit  grosser  Schärfe  be- 
wirkt werden  konnten,  sodass  die  unvermeidlichen  Beobach- 
tungsfehler das  Gcsammtresullat  der  Messung  nur  in  Gliedern 
höherer  Ordnung  beeinflussen  konnten.  Zweitens  mussten 
Einrichtungen  getroffen  werden,  welche  j  e  d  e  rz  e  i  t  eine  Wie- 
derholung und  Controle  der  zur  Bestimmung  der  Constanten 
des  Apparates  erforderlichen  Operationen  gestatteten. 

Zu  diesem  Zwecke  wurden  besondere  Vorrichtungen  zum 
Abwickeln  und  Wiederaufwinden  der  gesammten  Drahtmasse 
hergestellt  ,  welche  in  Folgendem  ausführlich  beschrieben  wer- 
den sollen. 

Wie  bereits  oben  S.  81  bemerkt,  ist  das  Princip  und  die 
Construction  der  zu  beschreibenden  Instrumente  bereits  vor 
SO  Jahren  in  der  mehrfach  erwähnten  Abhandlung  W.  Weber' s  : 
»Elektrodynamische  Maassbestimmungen  insbesondere  Wider- 
slandsmessungen« (Abhandl.  d.  Königl.  Sächs.  Ges.  d.W.  Bd.  I. 
1840)  ausführlich  begründet  und  auch  versuchsweise  in  klei- 
nem Maassstabe  praktisch  zur  Ausführung  gekommen.  Dass 
diese  Methode  ihrer  Wichtigkeit  entsprechend  nicht  bereits  da- 
mals in  einer  solchen  Grösse  und  Vollendung  wie  gegenwärtig 
verwirklicht  und  angewandt  worden  ist,  halte  im  Wesentlichen 
in  dem  Mangel  genügender  materieller  und  technischer  Hülfs- 
mittel  seinen  Grund. 
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II. 

Beschreibung  und  Aufstellung  der  angewandten  Instrumente. 

Die  Anfertigung  der  Instrumente  wurde  der  Werkstätte 
astronomischer  und  physikalischer  Instrumente  von  A.  Repsold 
df  Söhne  in  Hamburg  Ubertragen  und  nach  eingehender  münd- 
licher Rücksprache  mit  Hrn.  J.  Repsold,  dem  gegenwartigen 
Vertreter  und  Inhaber  der  Firma,  im  Herbste  des  Jahres  1876 
nach  sorgfälliger  Prüfung  der  angefertigten  Zeichnungen  be- 
gonnen. Mit  Rücksicht  auf  die  Grösse  der  Dimensionen,  in 
welchen  Inductor  und  Multiplicator  projectirt  waren  und  in  An- 
betracht des  bedeutenden  Gewichtes  der  Kupferdrahtmasse  von 
ca.  200  kg,  welche  bei  Erzeugung  der  Inductionsstösse  in  rjth- 
mischen  Intervallen  bewegt  werden  musste,  erschien  es  uns 
zweifelhaft,  ob  diese  Umwendungen  wie  bei  kleineren  Induc- 
toren  bequem  durch  Menschenkraft  bewirkt  werden  konnten. 
Hr.  Repsold  theilte  unsere  Ansicht  und  entschloss  sich  zur  Con- 
struction  einer  durch  Auslosung  von  Gewichten  beweglichen 
mechanischen  Vorrichtung ,  durchweiche  mittelst  eines  Seiles 
ohne  Ende  in  zweckmassiger  Weise  die  erwähnten  Umwendun- 
gen bewerkstelligt  werden  sollten.  Bei  der  praktischen  An- 
wendung dieser  von  Hrn.  J.  Repsold  sinnreich  construirten  Vor- 
richtung erwiesen  sich  jedoch  die  Erschütterungen  des  Bodens 
bei  jedem  Inductionsstösse  so  bedeutend ,  dass  bis  auf  Weiteres 
dieser  Apparat  ausser  Thätigkeit  gesetzt  und  die  Umwendungen 
des  Inductors  durch  Menschenkraft  bewirkt  wurden.  Es  konnte 
dies  um  so  leichter  geschehen,  als  sich  die  ursprünglich,  wegen 
des  grossen  Trägheilsmomentes  der  zu  bewegenden  Masse ,  ge- 
hegten Bedenken  in  der  Praxis  bei  Weitem  weniger  erheblich 
heraustellten. 

Die  Vollendung  sämmtlicher  Instrumente  fand  Ende  April 
des  Jahres  1877  statt  und  die  Versendung  von  Hamburg  nach 
Leipzig  Anfang  Mai  desselben  Jahres.  Gleichzeitig  war  auf 
unsere  Veranlassung  nach  vorangegangener  Rücksprache  mit 
Hrn.  Werner  Siemens  eine  für  den  beabsichtigten  Zweck  mit 
besonderer  Sorgfall  angefertigte ,  mit  Baumwolle  besponnene 
Kupferdrahtmasse  von  414,95  kg  Gewicht  und  3,33  mm  Dicke 
in  der  Fabrik  von  Siemens  8f  Halske  angefertigt  und  bereits  im 
October  1876  nach  Leipzig  gesandt  worden.    Am  13.  Mai  1877 
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war  die  Aufstellung  der  Instrumente  nach  unserer  Angabe  und 
unter  persönlicher  Leitung  des  Hrn.  J.  Repsohl,  mit  umsichtiger 
und  thatkrüftiger  Unterstützung  des  Hrn.  Mechanikus  Carl  Kritte 
hierselbst  (Schulstrasse  4)  so  weit  vollendet,  dass  einige  vorläu- 
fige Beobachtungen  angestellt  werden  konnten.    Die  definitiven 
Beobachtungen,  welche  im  dritten  Theile  der  vorliegenden  Ar- 
beit zur  Berechnung  benutzt  worden  sind,   wurden  durch 
freundliche  Betheiligung  der  Herren  Professoren  Rieche  aus  Göt- 
tingen, Heinrich  Weber  aus  Braunschweig,  des  Hrn.  Dr.  Weinek, 
ersten  Assistenten  an  hiesiger  Sternwarte,  und  in  einzelnen 
Fallen  von  uns  selber  ausgeführt.    Hr.  Mechanikus  Krille  hatte 
die  Güte,  die  Drehungen  des  Induclors  auf  Commando  eines  der 
betheiligten  Beobachter  zu  übernehmen. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  mag  nun  die  Be- 
schreibung der  wesentlichen  Instrumente  und  ihrer  Theile 
folgen. 

Das  Material,  aus  welchem  die  zum  Aufwinden  des  Drahtes 
bestimmten  Rollen  hergestellt  sind,  ist  gut  getrocknetes  und 
mit  öl  getränktes  Mahagoniholz.  Dasselbe  ist  zur  Vermeidung 
irgendwelcher  Veränderungen  durch  das  sogenannte  Verziehen 
des  Holzes  aus  einzelnen  Stücken  sorgfältig  mit  Leim  und  Mes- 
singschrauben zusammengefügt.  Die  Induclor-  und  Multipli- 
cator-Rolle  sind  in  allen  Theilen  in  ganz  gleicher  Grösse  ausge- 
führt ,  um  eventuell ,  durch  Vertauschung  des  Aufhängepunctes 
der  Nadel,  zu  Repetitions-  und  Control-Beobachtungen  benutzt 
werden  zu  können. 

Fig.  \ ,  Taf.  I  stellt  die  eine  dieser  beiden  Rollen  auf  der 
Axe  der  Winde  dar,  welche  mit  Hülfe  einer  Doppelkurbel  von 
zwei  Arbeitern  gedreht  wurde,  um  den  Draht  von  der  in  einer 
über  20  m  tieferen  Etage  des  Pleissenburg-Thurmes  befind- 
lichen und  durch  eine  kreisförmige  Öffnung  mit  dem  Beobach- 
tungsraum unseres  Observatoriums  communicirende  Vorrich- 
tung Fig.  2  auf  die  Induclor-  und  Multiplicatorrolle  zu  wickeln. 
Um  dem  Drahte  die  erforderliche  Spannung  zu  ertheilen ,  war 
eine  Bremsvorrichtung  mit  dem  Gewichte  p  an  einem  Hebel- 
arme h  angebracht.  Der  auf  dieser  Vorrichtung  befindliche 
hölzerne  Cylinder  war  in  der  Werkstätte  von  Siemens  -5f  Halske 
benutzt  worden,  um  den  Draht  aufzuwickeln  und  zu  versenden. 
Es  ist  einleuchtend,  dass  bei  einer  Wiederholung  der  Messungen 
der  Constanten  des  Apparates  der  Draht  mit  Hülfe  derselben 
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Vorrichtungen  wieder  abgewickelt  werden  kann ,  wodurch  im 
Wesentlichen  derjenigen  Forderung  entsprochen  wird ,  welche 
wir  oben  bezüglich  der  Controlirbarkeit  der  Constanten  eines 
Messapparates  zu  fundamentalen  Maassbestimmungen  ausge- 
sprochen hatten. 

Behufs  der  Aufwickelung  des  Drahtes  wurden  die  für  den 
Inductor  und  den  Multiplicator  bestimmten  Holzcylinder  nach- 
einander auf  der  erwähnten,  mit  Zahnräder-Triebwerk  und 
doppelter  Kurbel  versehenen ,  Axe  befestigt  und  provisorisch 
mit  ihrem  Holzgestell  verbunden ,  welches  über  der  erwähn- 
ten Öffnung  des  Fussbodens  aufgestellt  wurde.  Die  Zahl  der 
Windungen  wurde  sowohl  durch  directe  Zählung  als  durch  ein 
von  Hrn.  Repsold  mit  der  Axe  in  Verbindung  gesetztes  mecha- 
nisches Zählerwerk  bestimmt.  Wie  später  genauer  mitgetheilt 
werden  wird,  befinden  sich  auf  Inductor  und  Multiplicator  je 
12  Lagen  von  Draht,  von  denen  eine  jede  aus  66  einzelnen 
Windungen  besteht.  Nach  vollendeter  Aufwickelung  wurde 
jede  der  Rollen  mit  ihrer  Axe  in  dem  für  dieselbe  bestimmten 
Holzgestell  fixirt ,  mit  den  für  das  obere  und  untere  Axenlager 
bestimmten  Theilen  in  Verbindung  gesetzt  und  alsdann  die  beim 
Aufwickeln  benutzte  horizontale  Axe  durch  Beseitigung  der  an- 
geschraubten Holzbacken  aus  dem  inneren  Raum  der  beiden 
Rollen  entfernt.  Die  eine  dieser  Rollen  wurde  als  Multiplicator 
in  der  Ebene  des  magnetischen  Meridians  unverrückbar  aufge- 
stellt, während  die  andere  senkrecht  zum  Meridian  um  ihre  ver- 
ticale  Axe  um  480°  gedreht  werden  konnte.  (Vgl.  Grundriss 
Taf.  II.  Fig.  1.) 

Fig.  3,  Taf.  I  zeigt  den  Durchschnitt  des  Multiplicators  mit 
der  darin  aufgehängten  Magnetnadel,  während  Fig.  4  die  Seiten- 
ansicht des  Inductors  mit  der  provisorischen  Aufwinde-Vorrich- 
tung darstellt.  Die  in  beiden  Apparaten  an  dem  unteren  Theile 
der  Axe  befindlichen  Holzscheiben  mit  der  darin  angedeuteten 
Rinne  waren  ursprünglich  zur  Aufnahme  des  Seiles  ohne  Ende 
bestimmt,  durch  welches  mit  Hülfe  des  oben  erwähnten  mecha- 
nischen Apparates  die  Umwendung  des  Inductors  bewerkstelligt 
werden  sollte.  Die  Art  und  Weise,  wie  die  Magnetnadel  nebst 
Spiegeln  an  dem  mit  Torsionskreis  versehenen  Cocon  faden  be- 
festigt worden  ist,  zeigt  die  schematische  Zeichnung  Fig.  5  in 
ein  Viertel  natürlicher  Grösse.  Der  Verschluss  des  vom  Multipli- 
cator umschlossenen  Raumes,  in  dem  die  Nadel  hing,  würde 
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durch  zwei  Holzdeckel  bewirkt ,   in  deren  Mitte  sich  zwei 
durch  Plangläser  verdeckte  Öffnungen  für  gleichzeitige  Spiegel- 
ablesungen an  zwei,  zu  beiden  Seiten  des  Multiplicators  auf- 
gestellten,  Ablesungsfernröhren    befanden1).    Diese  beiden 
Deckel  sind  abgenommen  und  in  der  perspectivischen  Zeich- 
nung auf  Taf.  II.  Fig.  2  an  das  Multiplicatorgestell  gelehnt  dar- 
gestellt.   Es  bedarf  kaum  der  Erwähnung,  dass  hierbei  alle 
Erfahrungen,  welche  bereits  vor  40  Jahren  gelegentlich  der 
Beobachtungen  des  »magnetischen  Vereins«  gesammelt  und  be- 
schrieben worden  sind,  auch  im  vorliegenden  Falle  in  ein- 
gehender Weise  sowohl  bei  der  Construclion  der  Instrumente 
als  auch  bei  Anordnung  der  Beobachtungen  berücksichtigt  wor- 
den sind.    Zur  Tempera lurbestimmung  waren  an  der  Basis  des 
Multiplicators  und  Induclors  zwei,  in  Fünftel-Grade  Celsius  ge- 
theilte ,  Thermometer  in  verticaler  Stellung  angebracht,  deren 
Längsrichtung  in  die  Axe  fiel  und  deren  Kugeln  möglichst  tief 
in  der  Holzwandung  eingelassen  waren.    Da  im  Beobachtungs- 
raum durch  passend  angebrachte  Fenstervorhange  dafür  Sorge 
getragen  war,  dass  kein  Theil  der  Instrumente  von  directem 
Sonnenlichte  getroffen  werden  konnte,  so  wird  man  im  Allge- 
meinen bei  nicht  allzu  plötzlichen  Temperaturschwankungen 
die  Temperatur  des  Drahtes  übereinstimmend  mit  den  Angaben 
der  beiden  Thermometer  voraussetzen  dürfen. 

Das  Gesammtgewicht  der  von  Siemens  äf  IFalske  bezogenen 
Drahtmasse  beträgt  laut  Rechnung  4U,95  kg  im  Preise  von 
1487,75  M ,  während  sich  die  Kosten  für  die  von  A.  Repsold 
Söhne  angefertigten  Apparate  laut  Rechnung  auf  5763  Jf  be- 
laufen, welche  Summe  sich  jedenfalls  bedeutend  reducirt  haben 
würde,  wenn  der  ursprünglich  aus  den  oben  S.  93  angeführten 
Gründen  projectirte  mechanische  Umwendungs-Apparat  des  In- 
duclors nicht  zur  Ausführung  gekommen  wäre. 


4)  Vergl.  die  auf  Taf.  II.  Fig.  4  angedeutete  Skizze  des  Grundrisses  zur 
Erläuterung  der  Aufstellung  der  Apparate.  Die  auf  Taf.  I  befindlichen 
Figuren  4—5  sind  verjüngte  Copien  der  uns  von  Hrn.  liepsold  eingesandten 
Originalzeichnungen,  welche  zur  Anfertigung  der  Apparate  von  ihm  herge- 
stellt und  benutzt  worden  sind.  Die  in  Fig.  4  u.  4  Taf.  I  punctirten  Linien 
bezeichnen  die  provisorisch  zur  Aufwickelung  des  Drahtes  mit  dem 
Gestell  verbundenen  Theile. 
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III. 

Ein  Normalleiter  zu  elektrodynamischen  Messungen  nebst  Beobachtungen  zur 
Bestimmung  seines  Widerstands  nach  absolutem  Maasse. 

Der  Zweck  der  Einrichtungen,  welche  hier  beschrieben 
werden  sollen ,  und  der  damit  ausgeführten  Beobachtungen  be- 
trifft das  ganze  Gebiet  der  elektrodynamischenMessun- 
gen,  welches  lange  Zeit  fast  nur  auf  Strommessungen 
beschränkt  gewesen ,  allmählig  aber  mehr  und  mehr  auch 
auf  Widerstand m essungen  und  elektromotorische 
Kraft m essungen  ausgedehnt  worden  ist.  — Die  Entdeckung 
der  Wasserzersetzung  durch  den  elektrischen  Strom  hatte  zur 
Construction  von  Voltametern,  die  Entdeckung  des  Elektro- 
magnetismus zur  Construction  elektromagnetischer  Gal- 
vanometer (Tangenten-  und  Sinusboussolen)  geführt;  die 
(Mm'schen  Gesetze  endlich,  insbesondere  das  Gesetz,  wonach 
der  Widerstand  homogener  Leiter  dem  Verhältniss  ihrer  Länge 
zu  ihrem  Querschnitt  proportional  ist ,  bahnten  auch  den  Weg 
zu  Widerstandsmessungen ,  indem  danach  z.  B.  jeder 
gleichförmige  Kupferdraht  seiner  Lange  nach  als  Wider- 
standsscale  dienen  konnte. 

Auch  für  die  Zurückführung  aller  dieser  Scalen  auf  die- 
selbe Einheit  oder  gleiches  Maass,  welche  Jacobi  in  Petersburg 
zuerst  angeregt  hat,  bot  sich  das  einfache  Mittel  dar,  aus  einem 
längeren  gleichförmigem  Kupferdrahte  viele  Stücke  von  gleicher 
Länge  abzuschneiden  und  damit  als  Widerstands-Maasseinheilen 
alle  Experimentatoren  zu  versehen. 

Sodann  ist  die  willkürliche  Wahl  dieser  Widerstands- 
Maasscinheit  zu  beseitigen  gesucht  worden,  und  zwar  auf  ver- 
schiedene Weise,  nämlich  erstens,  im  Auftrag  der  British 
Association ,  von  dem  dazu  berufenen  Standard  Committee, 
welches  aus  den  ersten  wissenschaftlichen  Autoritäten  dieses 
Fachs  zusammengesetzt  war,  durch  Einführung  eines  Wlder- 
standsmaasses  =  10 10  Einheiten  nach  dem  Systeme  der  von 
Gauss  eingeführten  absoluten  Maasse,  wobei  Secunde  und 
Millimeter  als  Maasseinheiten  für  Zeit  und  Länge  zu  Grunde 
gelegt  werden. 

Trotz  aller  Mühe  und  Sorgfalt  und  aller  zur  Verfügung  des 
von  der  British  Association  mit  Herstellung  dieses  unter  dem  Na- 
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inen  British  Associalion-Einheit  bekannten  Widerslandsmaasses 
beauftragten  Standard  Commitlce  gestellten  Mittel,  hat  sieh  doch 
aus  spateren  von  Kohlrausch  im  6.  Ergänzungsbande  von  Pogyen- 
dorff's  Annalen  mitgetheilten  genauen  und  nach  besserer  Methode 
ausgeführten  Messungen  ergeben,  dass  diese  British  Association- 
Einheit  nicht  \  0 10  Einheiten,  sondern  1,OI9G.10lüEiuheiten  nach 
dein  System  der  von  Gauss  eingeführten  absoluten  Maasse  enthält. 

Unabhängig  davon  war  zweitens  auch  von  Dr.  Werner 
Siemens  in  Berlin,  um  die  früher  ganz  der  Willkür  überlassene 
Wahl  der  W iderstands-Maasseinheit  zu  beseitigen,  die  Annahme 
und  Einführung  des  Widerslandes  eines  Quecksilbercylindcrs  von 
1000  Millimeter  Länge  und  einem  Quadratmillimeter  Querschnitt 
als  Widerstandsmaass  befürwortet  worden,  und  es  war  von  ihm 
dieses  Widerstandsmaass  mit  grosser  Genauigkeit  und  Überein- 
stimmung in  mehreren  Exemplaren  wirklich  dargestellt  worden, 
sowie  auch  ganze  darnach  regulirle  W  idersta  ndsscal  eu, 
welche  seitdem  für  den  praktischen  Gebrauch  höchst  wichtig 
und  unentbehrlich  geworden  sind. 

Das  Gebiet  der  elektrodynamischen  II  es  Bungen  ist 
nun  aber  nicht  auf  Strommessungen  und  WTiderstands- 
messungen  zu  beschränken,  sondern  ist  auch  auf  elektro- 
motorisch e  K  r  a  f  t  in  essungen  zu  erstrecken,  welche  beson- 
dere Aufmerksamkeit  darum  in  Anspruch  nehmen,  weil  sie  bei 
grösster  Wichtigkeit  und  Bedeutung  der  wirklichen  genaueu 
Ausführung  die  grossten  Schwierigkeilen  entgegensetzen. 

Stehen  aber  auch  in  den  meisten  Fällen  der  directen  Aus- 
führung elektromotorischer  Kraft messungen  unüberwindliche 
Schwierigkeiten  entgegen,  so  giebt  es  doch  einige  wenige 
Fälle,  wo  diese  Kräfte  nach  absolutem  Maasse  bekannt 
sind,  wenn  auch  nicht  durch  Messung  ihrer  Wirkungen, 
doch  aus  der  Kenntniss  ihrer  Ursachen,  z.  B.  die  elektro- 
motorischen Kräfte,  welche  der  Erdmagnetismus  auf  ein 
geschlossenes  Solenoid  von  bekannten  Dimensionen  aus- 
übt, welches  um  eine  bestimmte  Axe  mit  bestimmter  Geschwin- 
digkeit gedreht  wird. 

In  diesen  besonderen  Fällen  wirklich  darstellbarer  e  I  ek- 
tromotorischer  Kräfte  von  bekannte  r  Grösse  können 
nun  ferner  auf  galvanometrischem  Wege  auch  die  von  diesen 
Kräfteu  im  Solenoide  inducirten  Ströme  gemessen  werden, 
und  die  in  diesem  Falle  erworbene  Kenntniss,  sowohl  der  elek- 
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t  romo  torischen  Kraft  als  auch  des  dadurch  im  Solenoide 
indueirten  Stromes,  führt  nach  dem  bekannten  (Mw'schen 
Gesetze  zur  Kennlniss  des  Solenoid  - Widerstandes,  wel- 
cher nach  diesen  Gesetzen  durch  das  Verhältniss  jener 
Kraftzu  diesem  Strome  bestimmt ,  nach  absolutem  Maass- 
system diesem  Verhaltnisse  gleich  ist,  worauf  eben  die  Wide  r- 
standsm essung  nach  absolutem  Maasse  beruht. 

Ist  nun  aber  auf  diese  Weise  in  diesem  besonderen  Falle 
der  Solenoid  wider  stand  nach  absolutem  Maasse  bekannt 
und  bleibt  derselbe  auch  (bei  unveränderter  Temperatur  des 
Solenoids)  constant  der  nämliche,  so  leuchtet  ein,  dass  nun,  auf 
dem  Wege  gal  vanometr ischer  Messung,  alle  (von  den 
verschiedensten,  auch  ganz  unbekannten  elektromotorischen 
Kräften)  in  diesem  Solenoide  erregten  Ströme  gemes- 
sen werden  können,  und  dass  aus  der  Kenntniss  dieser  Ströme, 
in  Verbindung  mit  der  früher  erworbenen  Kenntniss  des  Sole- 
noid Widerstands,  nach  dem  nämlichen  ü/mt'schcn  Gesetze, 
die  Kennlniss  aller  unbekannten  aufdas  Solenoid  wir- 
kenden elektromotorischen  Kräfte  gewonnen  werden 
kann,  von  welchen  jene  Ströme  erregt  worden  sind. 

Diese  Methode,  zur  Kenntniss  elektromotori- 
scher Kräfte  zu  gelangen,  ist  von  grössler  Wichtigkeit 
und  Bedeutung,  weil  sie  die  einzige  ist  für  alle  elektromo- 
torischen Mo  I  e cula  r k  r ä f  t  e  ,  die  nämlich,  wie  alle  Molecu- 
larkräflc,  nur  aus  ihren  Wirkungen  bestimmt  werden  können. 

Da  aber  nur  nach  absoluten  Maassen  das  Verhältniss 
der  elektromotorischen  Kraft  zur  Stromstärke  mit  dem  Leitungs- 
widerstande als  identisch  gegeben  ist,  so  müssen  für  diese 
Bestimmungsweise  elektromotorischer  Kräfte  die  Ströme  sowohl 
als  auch  die  Leitungswiderstände  nach  absolutem  Maass 
gegeben  sein.  Alle  Widerstandsbeslimmungen  nach  andern 
Maassen,  z.  B.  nach  Jucobi's  Kupferdrahl  oder  nach  JSiemens' 
Quecksilbereinheit  oder  selbst  auch  nach  der  British  Association- 
Kinheit,  bedürfen  daher  zu  diesem  Zwecke  der  Reduclion  auf 
absolutes  Maass.  Und  diese  Reduclionen  müssen  (wie  es 
beim  Gebrauch  der  Uhren  zum  Zweck  der  Zeitmessung  geschieht) 
immer  w  ieder  von  neuem  geprüft  und  berichtigt  werden  ,  we- 
nigstens so  lange  man  keine  vollkommen  unveränder- 
lichen Leiter  besitzt. 

Wollte  man  dagegen  einwenden  ,  dass  ganz  das  Nämliche, 
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was  hiernach  von  Widerstandsbestimmungen  gefordert  werde, 
mit  gleichem  Rechte  auch  von  anderen  Grössenbestimmungen 
nach  absoluten  Maassen  zu  fordern  sein  wtlrde,  z  B.  von  Län- 
genmessungen nach  dem  Meter,  als  10  000  OOOten 
Theil  des  Erdquadranten,  so  würde  zu  erwidern  sein, 
dass  in  der  That  bei  wichtigen  und  genauen  Längenbestimmungen 
nach  diesem  Maasse,  in  Fallen,  wo  dessen  Verhältniss  zum  Um- 
fang der  Erde  wesentlich  in  Betracht  kommt,  nicht  schlechtweg 
auf  seine  Bestimmung  aus  früheren  Beobachtungen,  die  gegen- 
wartig blos  auf  Treu  und  Glauben  angenommen  werden  können, 
gebaut  werde,  sondern  dass  diese  früheren  Beobachtungen  durch 
neuere  Beobachtungen  geprüft  und  nur  dann  ungeändert  zuge- 
lassen werden ,  wenn  sie  dadurch  bestätigt  gefunden  worden 
sind.   Nur  ist  die  Ausführung  solcher  Prüfungen ,  wenn  keine 
besonderen  Einrichtungen  dafür  getroffen  sind,  so  schwierig, 
dass  sie  nur  selten  mit  Erfolg  bewerkstelligt  werden  kann. 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  es  von  grösster  Wichtigkeit  ist, 
Einrichtungen  zu  treffen,  welche  es  möglich  machen  und  mög- 
lichst erleichtern  ,  frühere  Beobachtungen ,  auf  denen  die  Fest- 
stellung und  Darstellung  der  Maasse  beruhte,  durch  spätere 
Beobachtungen  jederzeit  prüfen  und  b est iiligen  oder 
berichtigen  zu  können. 

Solche  Prüfungen  und  Bestätigungen  oder  Berichtigungen 
werden  nun  bei  Zeitmessungen,  wenn  sie  höheren  wissenschaft- 
lichen Zwecken  dienen ,  wirklich  immer  angewandt ,  weil  man 
sich  nicht  auf  das  auch  durch  die  vollkommensten  Uhren  gege- 
bene Zeitmaass  und  auf  die  zu  seiner  Bestimmung  früher  ge- 
machten Beobachtungen  verlässt.  sondern  zum  Zwecke  der  neu 
auszuführenden  Messungen  immer  neue  Beobachtungen  zur  Prü- 
fung des  Ganges  der  Uhren  macht. 

Solche  Prüfungen  und  Bestätigungen  oder  Berichtigungen 
lassen  sich  nun  mit  Widerstands  -Etalons ,  wie  sie  auf  Veran- 
staltung der  British  Association  dargestellt  worden  sind,  unmit- 
telbar gar  nicht  ausführen,  und  auf  mittelbaren  Wegen  würde, 
abgesehen*von  grösserer  Arbeit,  die  Prüfung  leicht  an  Genauig- 
keit so  viel  verlieren,  dass  sie  zum  Zweck  der  neu  auszuführen- 
den Messungen  gar  keinen  oder  nur  geringen  Vortheil  darböte. 
H)s  würde  sich  mit  dieser  Prüfung  ähnlich  verhalten,  wie  wenn 
der  ursprüngliche,  im  französischen  Staatsarchive  niedergelegte 
Meter-Etalon  oder  eine  Copie  desselben,  einer  Prüfung  durch 
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neue  Beobachtungen  unterworfen  werden  sollte,  ob  derselbe 
wirklich  dem  lOOOOOOOten  Theile  des  Erdquadranten  gleich 
sei  —  eine  Prüfung,  die  schwer  auszuführen  sein  würde. 

Sollte  nun  nicht  auf  Treu  und  Glauben  und  auf  Unver- 
änderlichkeit  des  Meter-Etaions  gebaut  werden,  sondern 
sollte  die  Prüfung  und  Bestätigung  für  diese  Längenmaassbe- 
slimmung  durch  neue  Beobachtungen  jederzeit  offen  erhalten 
werden ,  so  leuchtet  ein ,  dass  zur  Erreichung  dieses  Zwecks 
doch  jedenfalls  freistehen  würde,  statt  der  festgesetzten  Maass- 
einheit des  Meters  selbst,  irgend  eine  andere  aber  genau  nach 
dieser  Maasseinheit  bestimmte  Grösse  als  Nor m al  1  ä n ge  auf- 
zustellen, wenn  dadurch  eine  Vereinfachung  und  Erleichterung 
der  immer  wiederholt  auszuführenden  Prüfungen  gewonnen 
werden  könnte,  was  z.  B.  der  Fall  sein  würde,  wenn  von  allen 
zu  den  geodätischen  Vermessungen  gebrauchten  Dreiecksei- 
ten eine  solche  gefunden  und  mit  solchen  Einrichtungen  ver- 
sehen werden  könnte,  dass  sie  erstens  mit  jeder  beliebigen 
Längenscala  jederzeit  genau  gemessen  und  diese  Messung  jeder- 
zeit mit  gleicher  Genauigkeit  wiederholt  werden  könnte,  und 
dass  zweitens  beliebige  neue  zur  Grössen-  und  Gestallbe- 
stimmung der  Erde  dienende  Triangulationen  mit  ihr  ver- 
bunden werden  könnten.  Durch  solche  neue  Triangulationen 
würde  nämlich  die  ursprüngliche  Bestimmung  der  Dreieckseite 
in  Meterzahl  wiederholt  und  dadurch  jederzeit  von  neuem  ge- 
prüft werden  können,  während  durch  die  Messung  der  Dreieck- 
seite mit  beliebigen  Scalen  es  möglich  werden  würde,  jede  mit 
diesen  Scalen  messbare  Länge  in  Theilen  der  Dreieckseite  und 
folglich  auch  in  Metern  zu  bestimmen. 

Auf  gleiche  Weise  braucht  nun  zu  Begründung  genauer 
Widerstandsmessungen  nach  absolutem  Maasse  das 
festgesetzte  Maass  keineswegs  selbst  dargestellt  zu  werden, 
sondern  es  genügt  jede  beliebig  getheilte  Widerstandsscala, 
mit  welcher  der  Widerstand  eines  Normalleiters  genau 
verglichen  und  gemessen  werden  kann. 

Unter  einem  Normalleiter  verstehen  wir  aber 
einen  Leiter,  dessen  Widerstand  nach  absolutem 
Maasse  genau  bestimmt  worden  ist  und  jederzeit 
mit  gleicher  Genauigkeit  wieder  bestimmt  werden 
kann. 

Die  an  einen  solchen  No rma  1  leite r  gestellte  Forderung 
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aber,  dass  nämlich  sein  Widersland  nach  absolutem  Maasse  ge- 
nau bestimmt  worden  sei  und  jederzeit  mit  gleicher  Genauigkeit 
wieder  bestimmt  werden  könne,  setzt  nun  voraus,  dass  dieser 
Norma Heiter  mit  Einrichtungen  zu  genauen  abso- 
luten \V  i de rs t a n  ds m  es su nge n  versehen  sei.  Zugleich 
leuchtet  vom  praklischen  Gesichtspunkte  ein,  dass  nicht  blos  die 
Genauigkeit,  mit  welcher  diese  Widerslandsmessung  des 
Normalleiters  ausgeführt  werden  könne,  sondern  auch  die 
Einfachheit  der  Beobachtungen  und  die  zu  ihrer  Ausführung 
erforderliche  Zeit  wesentlich  in  Betracht  komme. 

Für  die  Wahl  und  Einrichtung  eines  solchen  Normal- 
leiters kommt  daher  zunächst  die  Wahl  der  zu  Messung  seines 
Widerslands  anzuwendenden  Methode  in  Betracht.  F.  Kohl- 
rausch  hat  nun  in  einer  im  Jahre  1874  im  6len  Ergänzungsbande 
von  Pogyendovffs  Annalen  erschienenen  klassischen  Arbeit  (»Zu- 
rflckführung  der  Siemens  'sehen  galvanischen  Widerstaudseinheit 
auf  absolutes Maass«),  welche  die  genauesten  bisher  ausgeführten 
absoluten  Widerstandsbeslinunungen  enthalt,  vier  verschiedene 
Methoden  der  absoluten  Widerslandsmessung  angeführt.  Alle 
diese  vier  Methoden  haben  mit  einander  gemein,  dass  ein  Lei- 
ter verlangt  wird,  der  als  Induclor  und  auch  als  Mulliplicator 
dient,  entweder  indem  ein  Theil  desselben  den  Induclor  bildet, 
ein  anderer  Theil  den  Mulliplicator,  oder  indem  der  ganze  Leiter 
beiden  Zwecken  zugleich  dient. 

Von  diesen  vier  Methoden  möge  hier  blos  erwähnt  werden, 
dass  nach  Verschiedenheit  der  Verhaltnisse  bald  die  eine,  bald 
die  andere  den  Vorzug  verdienen  kann,  dass  aber  unter  Ver- 
haltnissen, die  keine  Beschränkung  in  den  zu  wählenden  Mit- 
teln auferlegen,  die  erste  Methode  ihrer  Einfachheit  und  der 
grösseren,  durch  sie  erreichbaren  Genauigkeit  wegen  vor  allen 
andern  den  Vorzug  verdiene,  bisher  aber  aus  Mangel  an  Mitteln 
noch  niemals  in  Anwendung  gekommen  ist.  Da  nun  vorausge- 
setzt werden  darf,  dass,  wo  sichere  Begründung  absoluter  Wi- 
derslandsmessungen ernstlich  in's  Auge  gefasst  wird  ,  die  Be- 
schaffung der  Mittel  zu  genauester  Ausführung  kein  Hinderniss 
oder  Bedenken  finden  werde ,  so  dürfen  wir  zu  unserem  Zwecke 
uns  hier  auf  die  Betrachtung  dieser  ersten  Methode  beschrän- 
ken, von  welcher  Kohlrausch  sagt : 

»Die  erste  [Methode]  benutzt  die  durch  den  Erdmagnetis- 
mus in  einem  bewegten  Leiter  von  bekannten  Dimensionen 
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(Erdinductor)  inducirlc  elektromotorische  Kraft  und  findet  die 
Stromstärke  durch  die  Ausschlüge  einer  kurzen  Magnetnadel 
innerhalb  eines  Multiplicators  von  ebenfalls  bekannten  Dimen- 
sionen. Verlangt  ist  ausserdem  nur  die  Schwingungsdauer  der 
Nadel ,  nicht  etwa  die  erdmagnetische  Intensität ,  da  diese  sich 
heraushebt.  Erforderlich  ist  aber,  dass  die  Nadel  kurz  sei  gegen 
den  Durchmesser  des  Multiplicators.  Entweder  also  müssen  die 
Beobachtungen  an  einer  kleinen  Nadel  angestellt 
werden,  oder  de  r  M  u  lt  ipl  i  cator  ist  in  sehr  bedeuten- 
den Dimensionen  auszuführen«.1) 

1)  Zur  näheren  Erläuterung  dieser  Methode  diene  folgende  Ableitung 
derselben  aus  der  bekannten  Theorie  der  Tangentenboussole. 

Kin  in  der  Richtung  des  magnetischen  Meridians  fest  aufgestellter 
kreisförmiger  Leiter  von  grossem  Durchmesser  (der  mehrere  Umwindungen 
haben  kann  mit  kurzer  Nadel  in  seinem  Mittelpunkte  bildet  ein  Galvano- 
meter, weiches  mit  dem  Namen  der  Tange  ntenboussole  bezeichnet 
worden  ist. 

Der  durch  den  kreisförmigen  Leiter  der  Tangentenboussole  gehende 
Strom  i  übt  auf  den  Nadelmagnetismus  m  ein  Drehungsmoment  =  2am< 
aus,  wo  a  den  Quotienten  der  umströmten  Fläche  nnrr  dividirt  durch  den 
Cubus  der  für  alle  Stromelemente  gleichen  Entfernung  r  vom  Nadelmittel- 

punkte  bezeichnet,  also  a  =  —  ist  ,  wo  n  die  Zahl  der  Umwindungen  be- 
zeichnet, und  erlheilt  der  das  Trägheitsmoment  k  besitzenden  Nadel  in  der 
Zeit  dl  die  Drehungsgeschwindigkeit  dC: 

k  r  k 

Ist  nun  i  der  von  einer  elektromotorischen  Kraft  e  in  dem  geschlossenen 
Leiter  [so  welchem  der  Kreis  der  Tangentenboussole  gehört)  erzeugte  Strom 
und  iv  der  Widerstand  des  Leiters,  und  sind  i,  e,  w  nach  absoluten  Maassen 

bestimmt,  so  ist  »'  =  -  und  folglich 

w 

~  nn    m  1 

dC  =  2         •  —  •  —  edt , 

r      k  w 

folglich 

nn     in     1    P  , 

C  =  2  •  —  •  —  /  edl. 

r      k     w  J 

Kann  nun  ein  Inductionsstoss  mit  einem  Erdinductor  in  sehr  kurzer  Zeit, 
die  nur  einen  kleinen  Theil  der  Schwingungsdauer  bildet  ,  ausgeführt  wer- 
den, und  bezeichnet  ±p  die  Grösse  der  vom  Induclor  umwundenen  Fläche, 
so  ist  bekanntlich  für  einen  solchen  Inductionsstoss,  wenn  f  den  induci- 
renden  z.  IL  horizontalen  Erdmagnetismus  bezeichnet, 

edt  =  pT, 
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Für  den  oben  verlangten  Normalleitcr  geht  hieraus 
hervor,  dass  er  in  Form  eines  Inductors  und  M ultipli ca- 
tors  von  sehr  grossen  Dimensionen  dargestellt  werden  musste, 
wenn  die  Messung  seines  Widerslandes  nach  der  ersten ,  dem 
Zwecke  am  besten  entsprechenden ,  Methode  ausgeführt  wer- 
den soll. 

Ohne  auf  eine  nähere  Motivirung  der  zweckmässigsten 
Construction  eines  solchen  Normalleiters  im  Allgemeinen 
einzugehen ,  beschränken  wir  uns  hier  auf  eine  Beschrei- 
bung desselben,  wie  er  zum  Zweck  der  näher  zu  beschreiben- 
den Beobachtungen  wirklich  ausgeführt  und  im  Jahre  4  878  in 
Leipzig,  im  Local  der  alten  Sternwarte  auf  der  Pleissenburg  auf- 
gestellt worden  ist. 

Der  Normalleiter  ist  so  construirt  worden,  dass  man 
eine  genau  messbare  elektromotorische  Kraft  auf 
ihn  wirken  lassen  kann,  und  dass  durch  diese  Kraft  ein  genau 
messbarer  elektrischer  Strom  darin  inducirt  werde,  um 
aus  dem  Verhältniss  jener  Kraft  zu  diesem  Strome  die  Kenntniss 
seines  Widerstandes  zu  gewinnen. 

Es  würde  nun  freistehen,  entweder  den  Normalleiter 
in  zwei  Theile  zu  scheiden,  nämlich  den  ersten,  aufweichen 
die  elektromotorische  Kraft  wirkt,  und  den  zweiten, 
von  wo  aus  der  hindurchgehende  inducirte  Strom  die  zu  mes- 
sende Wirkung  ausübt,  oder  es  würde  auch  freistehen,  den 
ganzen  Leiter  zu  benutzen,  sowohl  um  darauf  die  elektro- 
motorische Kraft  wirken  zu  lassen,  als  auch  um  von  da  aus 
durch  den  Strom  die  messbare  Wirkung  zu  erregen. 

Die  erste  dieser  beiden  Alternativen  führt  zu  den  von 
hohlrausch  angeführten  Methoden  Nr.  \  und  Nr.  2,  von  denen 
kohlrausch  die  letztere  zu  seinen  Messungen  und  wir  die  erslere 
gewählt  haben.    Die  zweite  Alternative  führt  zu  den  von 

folglich  _    nn  t  m  .  J_ . 

r  kw 

worin  —  =  ---2-  nacn  bekanntem  Schwingungsgesetze  ist,  wenn  x  die  auf 
unendlich  kleine  Bögen,  Dampfung  undTorsion  reducirte  Schwin- 
gungsdauer h< 
gesetzt  wird : 


gungsdauer  bezeichnet,  also  w  =  2          •  — — ^>  oder,  wenn  2  —  =  q 


o  P<1 
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Kohlrausch  angeführten  Methoden  Nr.  3  und  Nr.  4 ,  von  denen 
die  letztere  von  der  British  Association  angewandt  worden  ist. 

Wir  scheiden  also  den  N  o  r  m  a  1 1  e  i  t  e  r  in  zwei  Theile,  von 
denen  wir  den  einen,  aufweichen  die  elektromotorische 
Kraft  wirkt,  den  Inductor,  den  andern,  welcher  zur  Mes- 
sung des  inducirten  durch  den  ganzen  Leiter  gehenden  Stroms 
dient,  den  Multiplicator  nennen. 

Ferner  übersieht  man  leicht,  dass  sowohl  zum  Inductor 
als  Multiplicator  aus  einem  Drahte  gewundene  Solenoide 
zu  nehmen  sind,  deren  elektrische  Ströme  als  Systeme  paralleler 
Kreisströme  bei  Berechnung  ihrer  Wirkung  betrachtet  werden 
dürfen.  Solche  Solenoide  sind ,  wie  bekannt,  für  einen  Erd- 
inductor  sowohl  als  auch  für  den  Multiplicator  einer 
Tangentenbous sole  die  angemessenste  Form. 

Ferner  ist  bekannt,  dass,  wenn  der  Inductor  und  der 
mit  dem  Leiter  zu  füllende  Raum  des  Multiplicators  gege- 
ben wäre,  für  die  Strommessung  es  am  vorteilhaftesten  sein 
würde,  den  Widerstand  des  Multiplicators  dem  des 
Inductors  gleich  zu  machen. 

Was  endlich  die  Grösse  des  Inductors  betrifft ,  so 
würde  zwar  mit  derselben  ,  auch  bei  einem  gegebenen  Wider- 
slande des  Multiplicators,  die  elektromotorische  Kraft 
immer  wachsen;  doch  muss  der  Grösse  des  Inductors  eine 
Grenze  gesetzt  werden ,  damit  die  Inductionsstösse  schnell  ge- 
nug und  ohne  Erschütterung  ausgeführt  werden  können,  was 
der  Prücision  und  guten  Übereinstimmung  der  Beobachtungen 
wegen  nothwendig  ist. 

Aus  der  Erfahrung  hat  sich  ergeben,  dass  zum  Zweck  prä- 
ciser  Ausführung  der  Inductionsstösse  das  Gewicht  eines  Sole- 
noids  bei  etwa  1000  Millimeter  mittlerem  Durchmesser  seiner 
Ilmwindungen  nicht  über  200  Kilogramm  betragen  darf.  Die 
Starke  des  zum  Normalleiter  zu  wählenden  Kupferdrahtes  ist 
verschieden  nach  Grösse  des  Widerstandes,  für  welchen  die 
genauesten  Maassbestimmungen  verlangt  werden.  Wird  dieser 
Widerstand  auf  ungefähr  10  Siemens'&che  Quecksilbereinheiten, 
oder  10  British  Association-Einheiten  oder  10 10  absolute  Maass- 
«inheiten  «ingenommen,  wovon  die  Hälfte  auf  den  Inductor 
käme,  so  würde  zum  Inductor  Kupferdraht  von  etwa  3y3  Milli- 
meter Dicke  zu  wählen  sein. 

Ebenso  ist  der  Grösse  des  Multiplicators  eine  Grenze  gesetzt, 
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welche  bei  gegebenem  Widerslande  nicht  überschritten  werden 
darf,  um  eine  für  genaue  Messungen  hinreichend  grosse  Galvano- 
meter-Empfindlichkeit zu  erlangen. 

Die  beiden  als  Inductor  und  Multiplicator  dienenden  Sole- 
noide  sollen  also  gleichen  Widerstand  besitzen  und  dürfen 
beide  an  Grösse  gewisse  Grenzen  nicht  überschreiten ;  bei  glei- 
cher Drahtstärke  ergiebt  sich  daraus  leicht  als  das  zweck- 
mässigste,  beide  ganz  gleich  zu  machen,  so  dass  also  der 
ganze  No rm a  1 1  e i ter  in  zwei  vom  Inductor  und  Multipli- 
cator gebildete  ganz  gleiche  und  symmetrische  Hälften  zerfallt. 

Es  wird  später  näher  betrachtet  werden  ,  welche  Vortheile 
diese  Symmetrie  der  beiden  Solenoide ,  nämlich  des  Inductors 
und  Multiplicators,  gewährt. 

Die  Walzen,  auf  wrelche  diese  beiden  Solenoide  aufge- 
wunden sind ,  dürfen  keine  Spur  von  Eisen  oder  andern  mag- 
netischen Stoffen  enthalten  und  müssen  so  beschaffen  sein,  dass 
sie  leicht  gedreht  und  dadurch  in  jede  beliebige  Lage  gebracht 
werden  können.  Es  gilt  dies  besonders  von  dem  zum  Inductor 
bestimmten  Solenoide,  zum  Zwecke  der  schnell  damit  auszufüh- 
renden Inductionsstösse.  Bei  der  Grösse  dieser  Walzen 
ist  Holz  wegen  seines  geringen  specifischen  Gewichts  und  we- 
gen seiner  bei  guter  Auswahl  und  Behandlung  grossen  Festig- 
keit und  Unveränderlichkeit  als  das  dazu  geeignetste  Material 
gewählt  worden,  und  zwar  altes  Mahagoniholz,  in  kleinen  Stücken 
und  verschiedenen  Lagen  sorgfältig  zusammengeleimt. 

Auf  diese  Weise  sind  für  den  Inductor  und  Multipli- 
cator zwei  ganz  gleiche  hohle  Holzcy linder  von  1100  Millimeter 
Durchmesser  und  350  Millimeter  Höhe  gebildet  worden.  Die 
Höhlung  zerfällt  in  eine  innere  von  638  Millimeter  Durchmesser, 
welche  durch  den  ganzen  Holzcylinder  durchgeht,  also  350  Mil- 
limeter tief  ist,  und  in  eine  ringförmige,  welche  von  der  äusse- 
ren Cy linderfläche  aus  70  Millimeter  tief  eingedreht  ist,  254 
Millimeter  Breite  hat  und  bis  zu  40  Millimeter  Höhe  von  den 
Drahtwindungen  eingenommen  und  ausgefüllt  ist. 

An  zwei  diametral  gegenüberliegenden  Stellen  sind  nach 
Aufwindung  des  Drahtes  zwei  hölzerne  Bügel  mit  der  Holzwalze 
fest  verbunden  worden ,  von  denen  der  eine  einen  hohlen  Za- 
pfen trägt,  durch  welchen  die  beiden  Enden  des  aufgewundenen 
Drahtes  von  der  Walze  nach  aussen  geführt  werden,  der  andere 
einen  massiven,  am  Ende  mit  einer  Messingspitze  versehenen 
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Zapfen  tragt,  und  mit  dieser  Spitze  bei  Aufstellung  des  Solenoids 
auf  einein  massiven  Holzgestelle  in  eine  daran  angebrachte 
Pfanne  zu  stehen  kommt ,  so  dass  das  ganze  Solenoid  um  eine 
durch  diesen  festen  Stützpunkt  gehende  Verticalaxe  gedreht 
werden  kann.    (Vgl.  Taf.  I  Fig.  3  und  Taf.  II  Fig.  2.) 

Das  feste  Gestell  umgiebt  rahmenförmig  das  ganze  Solenoid. 
Am  Boden  dieses  festen  Gestells  befindet  sich  die  schon  erwähnte 
Pfanne,  worin  das  Solenoid  mit  der  Messingspitze  seines  nach 
unten  gekehrten  festen  Zapfens  aufsteht  ,  wahrend  das  Holzge- 
stell oben  über  dem  Solenoide  mit  einer  runden  Öffnung  ver- 
sehen ist,  durch  welche  der  hohle  am  Solenoid  angebrachte 
Holzzapfen  (durch  welchen  die  beiden  Enden  des  aufgewundenen 
Drahtes  vom  Solenoid  nach  aussen  geführt  werden)  frei  drehbar 
hindurchgeht.  Von  diesen  beiden  mit  dem  Solenoid  fest  ver- 
bundenen Zapfen  wird  eine  verticale  Drehungsaxe  des  Solenoids 
gebildet  und  das  feste  Holzgestell  ist  ausserdem  mit  Einrichtun- 
gen versehen,  um  diese  Drehungsaxe,  wenn  sie  aus  der  verti- 
calen  Richtung  gewichen  wäre,  genau  wieder  einzustellen. 

Alle  diese  Einrichtungen  sind  für  beide  Solenoide  ganz 
gleich ;  eine  Verschiedenheit  findet  zwischen  ihnen  nur  darin 
statt,  dass  erstens  am  Holzcestelle  des  Inductors  noch  be- 
sondere  Hemmungen  angebracht  sind,  um  die  Drehung  desselben 
bei  einem  Inductionsstosse  genau  auf  einen  Halbkreis  zu  be- 
schranken, und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  bei  jeder  Hemmung 
die  Inductoraxe  mit  dem  magnetischen  Meridiane  genau  zusam- 
menfallt. Die  Art,  wie  diese  Hemmung  bewerkstelligt  wird,  ist 
von  keiner  wesentlichen  Bedeutung  und  bedarf  daher  keiner 
nahern  Beschreibung. 

Zweitens  aber  findet  ein  anderer  viel  wesentlicherer 
Unterschied  zwischen  beiden  Solenoiden  darin  statt,  dass  das 
Multiplicator-Solenoid,  zum  Zweck  der  Ergänzung  zum  Galvano- 
meter, ein  Magnetometer  umschliesst,  welches  zu  dem  hier  vor- 
liegenden Zwecke  eine  besondere  Einrichtung  erhalten  musste, 
die  einer  genaueren  Beschreibung  bedarf.    (Vgl.  Taf.  I  Fig.  5.) 

Zu  absoluten  Messungen  der  Stromintensität, 
wie  sie  zu  absoluten  Widerstandsmessungen  erfordert  werden, 
darf  nämlich ,  wie  aus  der  Construction  der  Tangentenboussole 
schon  bekannt  ist,  die  Länge  der  Magnetometernadel  nur  einen 
kleinen  Bruchtheil  vom  Durchmesser  der  Mulliplicatorwindungen 
betragen,  z.  B.  bei  einem  mittleren  Durchmesser  der  letzteren 
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von  1000  Millimeter  nur  etwa  100  Millimeter.  Eine  solche 
Nadel ,  stark  magnetisirt  und  an  einem  Coconfaden  aufgehan- 
gen, würde  nun  aber  eine  sehr  kurze  Schwingungsdauer  haben, 
etwa  von  4  Secunden ,  und  da  die  zu  den  beabsichtigten  Ver- 
suchen erforderlichen  Inductionsstösse  in  einem  nur  kleinen 
Bruchlheile  dieser  Schwingungsdauer  ausgeführt  werden  sollen, 
z.  B.  nur  im  10ten  Theile  derselben,  so  würde  die  bei  der 
Schwere  des  Inductors  ungefähr  2  Secunden  erfordernde  Aus- 
führung nicht  möglich  sein. 

Es  ist  daher  die  Einrichtung  getroffen  worden,  dass  die 
100  Millimeter  lange  Nadel  (ein  gehärteter  Stahlcylinder  von 
10  Millimeter  Durchmesser  und  100  Millimeter  Länge)  nicht  un- 
mittelbar am  Faden  hängt,  sondern  dass  der  Faden  ein  Schiffchen 
trägt .  worauf  die  Nadel  gelegt  werden  kann ,  und  an  diesem 
Schiffchen  ist  horizontal  und  rechtwinkelig  gegen  die  Nadel  eine 
dünne  Messingröhre  befestigt,  welche  an  ihren  Enden  zwei 
parallele  und  verticale  Planspiegel,  in  einem  Abstände  von  272 
Millimeter  von  einander,  trägt.  Die  Schwingungsdauer  der  Nadel 
wurde  dadurch  etwa  bis  auf  30  Secunden  verlängert  und  dadurch 
hinreichende  Zeit  zu  präcisester  Ausführung  der  Inductionsstösse 
und  aller  damit  zu  verbindenden  Beobachtungen  gewonnen. 

Statt  der  100  Millimeter  langen  Nadel  konnte  aber  in  das 
Schiffchen  auch  eine  200  Millimeter  lange  Nadel  eingelegt  wer- 
den, deren  Schwingungsdauer  nur  etwa  17  Secunden  betrug, 
und  auch  damit  Hessen  sich  bei  einiger  Übung  die  Inductions- 
stösse und  alle  Beobachtungen  mit  aller  erforderlichen  Genauig- 
keit ausführen.  Der  zwar  geringe,  aber  messbare  Einfluss,  den 
die  grössere  Nadellänge  bei  gegebenem  Multiplicatordurchmesser 
nach  diesen  Beobachtungen  auf  die  Widerstandsbestim- 
mung hatte,  Hess  sich  dann,  wie  man  leicht  sieht,  zu  einer 
Correction  wegen  Nadellänge  auch  für  den  mit  100  Millimeter 
langer  Nadel  erhaltenen  Widerstand  benutzen,  um  den  Einfluss 
der  Nadellänge  auf  das  Resultat  der  Messung  möglichst  ganz 
auszuschliessen. 

Die  Beobachtungen  der  durch  Inductionsstösse  hervorge- 
brachten Nadelelongationen  wurden  sodann  gleichzeitig  mit  zwei 
mit  Scalen  versehenen  Ablesungs-Fernröhren  ge- 
macht, die  in  den  entgegengesetzten  Richtungen  der  beiden 
Spiegelnormalen,  jedes  in  etwa  4000  Millimeter  Abstand  vom 
zugehörigen  Spiegel,  aufgestellt  waren.   (Vgl.  Taf.  II  Fig.  1 .) 
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Abgesehen  davon,  dass  die  mit  beiden  Fernröhren  zugleich 
gemachten  Beobachtungen  einander  wechselseitig  controlirtcn, 
wodurch  jedem  Irrthume  vorgebeugt  wurde,  bot  diese  Einrich- 
tung noch  den  grossen  Vortheil  dar,  dass  die  Bestimmung  des 
Winkehverthes  der  Scalentheile  unabhängig  gemacht  wurde  von 
der  Messung  des  Horizonlalabstandes  des  Spiegels  von 
de  r  Scale,  welche  bei  der  grossen  Beweglichkeit  des  mit  der 
immer  in  Schwingung  befindlichen  Nadel  verbundenen  Spiegels 
sehr  grosse  Schwierigkeiten  findet.  Bei  dieser  neuen  Einrichtung 
bedurfte  es  nur  der  Messung  des  Horizontalabstandes  der  beiden 
festen  und  einander  parallelenScalen  und  desAbstandes  der  beiden 
ebenfalls  mit  einander  fest  verbundenen  parallelen  Spiegel,  die 
beide  mit  grösster  Genauigkeit  leicht  ausgeführt  werden  konnten. 

Die  Aufhängung  des  Nadelschiffchens  an  einem  Go- 
eonfaden  mittelst  Torsionskreises,  und  die  Einrichtung  zum 
Heben  und  Senken  der  Nadel ,  um  ihren  Mittelpunkt  mit  dem 
Mittelpunkte  des  Multiplicators  genau  zusammenfallen  zu  lassen, 
wie  sie  auch  bei  andern  Magnetometern  gebräuchlich  sind,  l>e- 
dttrfen  keiner  näheren  Beschreibung.  Es  bleibt  nur  noch  hin- 
zuzufügen übrig,  dass  der  vom  Multiplicator  umschlossene  Raum, 
in  dessen  Mitte  die  Nadel  hing,  von  Osten  und  Westen  mit  zwei 
Holzdeckeln  verschlossen  werden  konnte ,  in  deren  Mitte  zwei 
grosse  kreisrunde  Plangläser  eingesetzt  waren  ,  durch  welche 
hindurch  die  Spiegelbilder  der  beiden  Scalen  mit  den  beiden 
Ablesungsfern  röhren  sich  beobachten  Hessen.  (Vgl.  Taf.  II.  Fig.  I.) 

Was  nun  die  Ausführung  dieses  eben  beschriebenen  Nor- 
malleiters und  des  damit  verbundenen  Magnetometers 
betrifft,  so  verdanken  wir  dieselbe  theils  der  besondern  Güte 
und  Freundlichkeit,  womit  Herr  Dr.  Werner  Siemens  in  Berlin 
die  Auswahl  und  die  Lieferung  des  tibersponnenen  Kupferdrahtes 
übernommen  und  für  vollkommene  Ausführung  ganz  in  der  ge- 
wünschten Wreise  gesorgt  hatte;  theils  den  Herren  Gebrüder 
Repsold  in  Hamburg,  welche  nicht  blos  die  beiden  Wa  1  z e n, 
auf  welchen  der  Draht  aufgewickelt  werden  sollte,  nebst  dem 
Magnetometer  und  allen  Einrichtungen  zum  Zwecke  der  Auf- 
wickelung des  Drahtes  und  der  Zählung  der  Umwindungen  aus- 
geführt hatten,  sondern  auch  die  in  Leipzig  zu  bewerkstelligende 
Aufwickelung  des  Drahtes  und  Aufstellung  des  ganzen  Apparates 
im  Local  der  alten  Sternwarte  auf  der  Pleissenburg  Übernommen 
hatten. 
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Abgesehen  von  den  dabei  getroffenen  besonderen  Vorkeh- 
rungen ,  um  den  Draht  beim  Aufwickeln  immer  gleichgespannt 
zu  erhallen,  und  die  Möglichkeit  eines  Irrlhums  bei  Zählung  der 
Umwindungen,  durch  die  Controle  eines  mit  der  Walze  verbun- 
denen zuverlässigen  Zählers,  ganz  auszuschliessen,  bleiben  noch 
die  besondern  Einrichtungen  hervorzuheben ,  welche  gelroften 
worden  waren,  um  den  aufgewundenen  Draht  auch  wieder  von 
der  Walze  abwinden  und  mit  gleicher  Sorgfalt  und  Genauig- 
keit neu  aufwinden  zu  können. 

Zu  den  Kiementen,  welche  nämlich  zur  Widerstands- 
bestimmung des  Normalle  iters  nach  absolutem  Maasse  ge- 
braucht werden,  gehören  auch  zwei  Elemente,  deren  Be- 
stimmung nothwendig  theils  vor,  theils  während  der  Aufwicke- 
lung des  Normalleiters  auf  die  Induetor-  und  Multiplicatorwalze 
gemacht  werden  muss,  weil  sie  am  fertigen  Induetor  und  Mulli- 
plicator  nicht  mehr  gemacht  werden  kann.  Diese  Elemente  sind 
erstens  die  Peripherie  jeder  Walze  ohne  Draht,  vorausge- 
setzt, was  sich  leicht  prüfen  lässt,  dass  die  Walze  wirklich  ge- 
naue Cy linderform  habe;  zweitens  die  Zahl  der  übereinander 
gewickelten  Windungsschichten  und  die  Zahl  der  Umwindungen 
jeder  Schicht. 

Die  Cylinderform  der  Walze,  ehe  der  Draht  darauf  gewun- 
den wurde,  liess  sich  durch  Messung  des  Umfangs  an  verschie- 
denen Stellen  sehr  leicht  prüfen,  wonach  die  Drahtlänge  aller 
Umwindungen  der  ersten  oder  untersten  Schicht  sich  gleich 
ergab.  Aber  auch  nach  Aufwindung  des  ganzen  Drahtes  ergab 
sich  der  vergrösserte  Umfang  ebenfalls  Uberall  sogleich,  dass 
die  Drahtlänge  auch  aller  Umwindungen  der  letzten  Schicht  und 
jeder  zwischenliegenden  als  gleich  angenommen  werden  durfte. 
Hiernach  genügen  zum  Zwecke  der  absoluten  Widerstandsmes- 
sung  von  solchen  Bestimmungen,  deren  Kenntniss  nur  vor  oder 
während  der  Aufwickelung  des  Drahtes  gewonnen  werden  kann, 
folgende  zwei:  nämlich  erstens  die  Kenntniss  des  Umfangs 
der  Walze  ohne  Draht,  und  zweitens  die  Kenntniss  der 
Zahl  der  Schichten  übereinander  nebst  der  Zahl  der  Umwin- 
dungen jeder  Schicht. 

Aber  diese  beiden  Bestimmungen  müssten  nun  bei  allen 
künftigen  Messungen  immer  auf  Treu  und  Glauben  angenommen 
werden ,  wenn  das  Solenoid  niemals  wieder  von  der  Walze  ab- 
gewickelt und  von  neuen  aufgewickelt  werden  könnte,  was  so 
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viel  heisst,  als  dass  keine  künftige  Widerstandsmessung  des 
Normalleiters  ganz  vollständig  und  unabhängig  von  der 
ersten  Messung  würde  ausgeführt  werden  können. 

Um  nun  die  völlige  Unabhängigkeit  künftiger  Messungen 
von  der  ersten  Messung,  welche  mit  Aufwindung  des  Normal- 
leiters auf  beide  Walzen  verbunden  war,  zu  ermöglichen,  was 
wünschenswerth  erschien,  auch  wenn  noch  so  wenig  Grund 
vorlag ,  an  der  Richtigkeit  jener  beiden  bei  Aufwindung  des 
Normalleiters  auf  die  beiden  Walzen  gewonnenen  Bestimmungen 
zu  zweifeln,  mussten  Ginrichtungen  getroffen  werden,  den  Nor- 
malleiter von  den  beiden  Walzen  nach  Belieben  auch  wieder 
abwickeln  und  von  neuem  aufwickeln  zu  können.  Auch  hiezu 
sind  von  den  Herren  Repsold  die  S.  94  beschriebenen,  Tafel  I, 
Figur  1  u.  2  dargestellten  Einrichtungen  getroffen  worden,  deren 
Anwendung  zur  Abwickelung  wie  zur  Aufwickelung  keiner 
weiteren  Erläuterung  bedarf. 


Ausser  dem  hier  beschriebenen  Norm a  Heiter  und  seioen 
beiden  Theilen,  nämlich  dem  Inductor  und  Multiplica  tor, 
nebst  dem  dazu  gehörigen  Magneto meter  und  mit  Scalen 
versehenen  Ablesungsfernröhren  kommen  endlich  nun  noch  die 
zu  absoluten  Widerslandsbestimmungen  notwendigen  Maasse 
und  Messinstrumente  im  engern  Sinne  in  Betracht,  welche 
der  Natur  des  zu  messenden  Gegenstands  nach,  der  bekanntlich 
mit  einer  Geschwindigkeit  homogen  ist,  sich  müssen  auf 
blosse  Zeit-  und  Längen-Messungsin  Strumen  te  zu- 
rückführen lassen. 

Diese  Beschränkung  auf  Zeit-  und  Längenmaass  nicht 
Mos  beim  Ausspruch  des  Resultates  der  Widerstandsmessung, 
sondern  auch  bei  allen  dazu  führenden  Messungsoperatio- 
nen, zeichnet  nun  "die  erste  von  den  vier  von  Kohlrausch  an- 
geführten, schon  oben  erwähnten  Methoden  absoluter  Wider- 
standsmessung besonders  aus,  die  aus  diesem  Grunde  und  wegen 
der  darauf  beruhenden  grösseren  Einfachheit  und  erreichbaren 
Genauigkeit  den  Vorzug  vor  den  andern  Methoden  verdient  und 
daher  von  uns  zur  Widerstandsmessung  des  Nor  mal  leite  rs 
gewählt  worden  ist. 

Was  nun  das  Zeitmaass  und  die  Zeitmessungen  be- 
trifft ,  so  braucht  Mos  bemerkt  zu  werden ,  dass  dafür  bei  allen 
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hier  zu  beschreibenden  Beobachtungen  durch  die  Mitwirkung 
des  Herrn  Dr.  Weinek,  erstem  Assistenten  der  neuen  Sternwarle 
in  Leipzig,  in  vollkommenster  Weise  gesorgt  war,  da  ihm  dazü 
alle  Ilülfsmittel  dieses  reich  ausgestatteten  Instituts  zu  Gebole 
standen.  Alle  Zeitbestimmungen  bei  unsern  Messungen  sind 
von  Herrn  Dr.  Weinek  mit  einem  vorzüglichen  der  Sternwarte 
gehörigen  Chronometer  gemacht  worden ,  dessen  Gang  von  ihm 
genau  bestimmt  und  regulirt  war. 

Ks  ist  durch  diese  von  Sejlen  der  neuen  Sternwarte  gelei- 
stete Mitwirkung  die  Ausführung  aller  bisherigen  absoluten 
Widerstandsmessungen  des  auf  der  allen  Sternwarte  aufge- 
stellten Normalleiters  ausserordentlich  erleichtert  und  be- 
fördert worden. 

Anders  verhält  es  sich  mit  den  Längenm essungen,  für 
welche  die  feinsten  und  genauesten  Instrumente ,  wie  sie  der 
definitiven  Ausrüstung  eines  solchen  Messungen  gewidmeten 
Instituts  entsprechen  würden,  zu  beschatten  bisher  noch  nicht 
möglich  gewesen  ist.  Für  die  ersten  Probeversuche  genügten 
aber  auch  schon  die  gebräuchlichsten  theils  vorhandenen,  tbeils 
leicht  zu  beschaffenden  Mittel,  womit  hier  das  Wesentlichste  und 
Notwendigste  ebenso  erreicht  werden  konnte,  wie  es  früher 
auch  bei  den  absoluten  Messungen  des  E  r  d  m  a  g  n  etistn  u  s 
geschehen  ist.  Ks  kam  hinzu,  dass  die  ersten  Versuche  mit 
dem  hergestellten  Nor roa 1 1  e i le r  nebst  Magnetometer 
nicht  so  lange  verzögert  werden  sollten,  bis  alle  wünschens- 
werlhen  Einrichtungen  für  die  Längenmessungen  ganz  vollendet 
wären;  schon  darum  nicht,  weil  man  die  daran  zu  stellenden 
Forderungen  erst  aus  den  zu  machenden  Krfahrungen  genau 
und  vollständig  kennen  lernen  wollte. 

Ks  wurde  demnach  für  genügend  erachtet,  allen  zu  den 
hier  folgenden  Widerstandsmessungen  erforderlichen  Längen- 
bestimmungen  zwei  genau  übereinstimmende,  bei  Triangulatio- 
nen gebrauchte,  der  Leipziger  Sternwarte  gehörige,  hölzerne 
Doppelmeter,  welche  mit  einer  sorgfältig  ausgeführten  Theilung 
in  Millimeter  versehen  waren,  zu  Grunde  zu  legen. 

Ausserdem  wurden  von  Mahagoniholz  zwei  Messstangen, 
jede  von  4  Meter  Länge,  hergestellt,  welche  in  einer  4  Meter 
langen  hölzernen  Kinne  neben  einander  lagen,  während  ein 
gleicher  dritter  Stab  als  Decke  darüber  gelegt  wurde.  Die  bei- 
den ersten  Stäbe  liessen  sich  dann  nach  entgegengesetzten  Sei- 
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ten  aus  der  Rinne  halb  herausschieben ,  so  dass  sie  in  der  Mitte 
der  Rinne  sich  eben  noch  berührten,  ihre  Endflächen  also  8  Meter 
von  einander  entfernt  waren;  der  dritte  Stab  diente  dazu,  sie 
in  einer  geraden  Linie  in  der  Rinne  zu  erhalten.  An  den  beiden 
8  Meter  von  einander  entfernten  Enden  beider  Stäbe  waren 
endlich  zwei  kleine  in  Millimeter  getheilte  Elfenbeinstäbchen 
eingelassen,  die  sich  sehr  leicht  in  der  Richtung  der  Messstangen 
verschieben  Hessen  und  eine  genau  messbare  Verlängerung  des 
8  Meter  grossen  Abstands  bildeten. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass,  wenn  die  4  Meter  lange  Rinne  mit 
diesen  Maassstäben  ,  nach  Abhebung  der  beiden  Deckel  vom 
Multiplicator,  so  aufgestellt  wurde,  dass  sie  durch  den  Multipli- 
cator  hindurch  mit  den  herausgeschobenen  Elfenbeinschiebern 
bis  nahe  an  die  beiden  parallelen  Scalen  der  Ablesungsfernröhre 
reichte ,  eine  wirkliche  gleichzeitige  Berührung  beider  Scalen 
mit  den  leicht  beweglichen  Elfenbeinschiebern  sehr  leicht  her- 
zustellen war,  wodurch  der  Abstand  der  Scalen  mit  einer  für 
den  vorliegenden  Zweck  vollkommen  genügenden  Genauigkeit 
gemessen  wurde. 

Die  Messung  des  Abstandes  der  beiden  zum  Magnetometer 
gehörigen  parallelen  durch  eine  Messingröhre  fest  verbundenen 
Planspiegel  von  einander  war  noch  leichter  auszuführen  und 
bedarf  keiner  besonderen  Erläuterung. 

Die  Zweckmässigkeit  der  Scheidung  des  Normallei  ters 
in  zwei  gleiche  Theile,  nämlich  in  den  Inductor  und 
Multiplicator,  leuchtet  bei  Ausführung  der  Widerstandsmes- 
sung besonders  daraus  ein,  dass  die  Bestimmung  des  Wider- 
standes dadurch  abhängig  gemacht  wird  von  4  Elementen, 
von  denen  das  erste  />  b los  vom  Inductor,  das  zweite  q 
Mos  vom  Multiplicator  abhängt,  die  beide  constant  sind 
und  unabhängig  von  einander  aus  den  bei  Construction  des 
Induelors  und  Multiplicators  auszuführenden  Messungen  be- 
stimmt werden,  während  das  dritte  und  vierte  Element, 
nämlich  die  Schwingungsdauer  T  der  Magnelometernadel  und 
die  durch  einen  Inductionsstoss  der  Magnetometernadel 
vom  Inductor  ertheilte  Drehungsgeschwindigkeit  C,  wegen  ihrer 
Abhängigkeit  vom  Magnetismus  der  Nadel  und  der  Erde, 
sowie  von  der  Temperatur  des  Normalleiters  variable 
Grössen  sind,  welche  bei  jeder  Widerslandsmessung 
besonders  und  ganz  von  neuem  bestimmt  werden  müs- 
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scn.  —  Der  Widerstand  w  des  Normalleiters  wird  hieraus 
gefunden  : 


Es  leuchtet  hieraus  die  Wichtigkeit  der  Messungen  ein, 
durch  welche  die  beiden  constanten  Elemente /;  und  q 
bestimmt  werden ,  die  schon  bei  Construction  des  Induc- 
lors  und  Mu I tiplica tors  ausgeführt  werden  müssen  und  in 
keiner  Weise  durch  spätere  Beobachtungen  oder  Messungen  er-  * 
setzt  werden  können. 

^  p  bezeichnet  die  Inductorfläche,  worunter  zu  verstehen 
ist  die  Summe  der  Projectionsflächen  aller  Ilmwindungen  des 
Inductors  auf  eine  gegen  die  Inductoraxe  normale  Ebene. 

Wir  lassen  sogleich  hier  alle  Messungen  folgen,  welche  bei 
Aufwickelung  des  1  n  d  u  c  to  rs  auf  der  alten  Sternwarte  zu  Leip- 
zig am  14.  Mai  1877  zu  genauester  Bestimmung  des  constanten 
Elementes  p  gemacht  worden  sind,  mit  Zugrundelegung  der 
beiden  schon  erwähnten ,  der  Leipziger  Sternwarte  gehörigen 
Doppelmeter. 

Es  wurde  nämlich  erstens  der  Umfang  der  Walze,  ehe 
der  Draht  aufgewunden  wurde  ,  mit  Hülfe  von  6  Papierstreifen 
bestimmt,  welche  in  gleichen  Entfernungen  von  einander  straft' 
um  die  Walze  gelegt  wurden ,  so  dass  Anfang  und  Ende  jedes 
Streifßns  sich  deckten.  Durch  einen  Anfang  und  Ende  an  dieser 
Stelle  zugleich  durchbohrenden  Nadelstich  wurde  Anfangspunkt 
und  Endpunkt  der  Umwindung  zugleich  bezeichnet.  Jeder  von 
diesen  Streifen  wurde  später  auf  einer  ebenen  Tafel  glatt  aus- 
gebreitet und  die  beiden  Doppelmeter  darauf  gelegt,  so  dass 
sie  mit  ihrer  bis  zur  Kante  reichenden  Millimetertheilung  den 
Papierstreifen  berührten.  Der  Abstand  der  beiden  Nadelstiche 
konnte  damit  bis  auf  ^  Millimeter  genau  bestimmt  werden. 

Es  ergab  sich  der  Umfang  der  Walze  im  Mittel  aus  den  An- 
gaben zweier  Beobachter : 


an  der  Stelle  des  1 . 

Streifens  =  3018,55  Millimeter 

»  » 

»     »  2. 

»  =3018,55 

T> 

»  » 

»     »  3. 

»  =3018,50 

»     »   4 . 

=  3018,45 

» 

»  »5. 

»  =3018,70 

» 

»  » 

»     D  6. 

i  =3018,50 

» 

Es  ergab  sich  hieraus  die  Walze ,  so  weit  diese  Prüfung  reicht 
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als  fast  vollkommen  cy  1  i  nd  fisch  und  ihr  Umfang  und 
Halbmesser: 

2?tc  =  3018,54 
c  =  480,414. 
Zweitens  wurden  wahrend  der  Aufwindung  des  Drahtes 
sowohl  die  Schichten  gezählt,  welche  die  Windungen  über 
einander  bildeten,  als  auch  die  in  jeder  Sc h  icht  neben  einan- 
der befindlichen  Umwindungen.  Ausserdem  wurde  an  der 
bei  Aufwindung  des  Drahtes  gedrehten  Walze  ein  Zahle  r  be- 
festigt und  dessen  Stand,  welcher  zu  Anfang  800  war,  bei  Be- 
endiii ung  jeder  Schicht  von  Umwindungen  abgelesen ,  wie  fol- 
gende Tabelle  angiebt ; 


Schicht. 

Zahl  ihrer 
Umwindungen. 

Zählerstand. 

0. 

0 

800 

1. 

66 

866 

2. 

66 

932 

3. 

66 

998 

4. 

66 

1064 

5. 

66 

1130 

6. 

66 

1196 

7- 

66 

1262 

8. 

66 

1328 

9. 

66 

1394 

10. 

66 

1460 

11. 

66 

1526 

12. 

66 

1592 

Summa  12  Schichten  792  Umwindungen. 
Hierauf  wurde  drittens  der  Umfang,  der  Walze  mit 
dem  aufgewundenen  Drahte  auf  gleiche  Weise  gemessen, 
wie  vorher  ohne  Draht,  wieder  nämlich  mit  Hülfe  von  6  Papier- 
streifen,  woraus  sich  der  Umfang  der  Walze  mit  Draht  im 
Mittel  aus  Angaben  zweier  Beobachter  ergab: 

an  der  Stelle  des  1.  Streifens  =  3263,75  Millimeter 
»  »  »  »2.  »  =  3263,85  » 
»  »  »  »  3.  »  =  3264,10 
»  »  »  »  4.  »  =  3263,75  » 
»  »  »  »  5.  »  =  3263,80  » 
»  »  »  »6.  »  =  3263,95  » 
Der  Umfang  der  Walze  mit  Draht  ergab  sich  hieraus  im  Mittel : 
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2  tc  (i  +  a)c  =  3263,87 
(4  +  a)c=  519,461 
oc=  39,047. 
Endlich  wurde  viertens  noch  die  Lünge  der  Walze  =  26c, 
auf  welcher  66  Drahtwindungen  neben  einander  Platz  fanden, 
gemessen  und  gefunden : 

26c  =  254,20, 

woraus  für  dicht  neben  einander  liegende  Urawindungen  die 
Drahtdicke  incl.  Umspinnung  sich  ergeben  würde: 

-^-^  3,85*5. 

Dieselbe  Drahtdicke  incl.  Umspinnung  ergiebt  sich  aber  aus  der 
Dicke  der  12  Schichten  übereinander,  welche  =  39,047  gefun- 
den worden  ist, 

Der  Grund  dieser  Differenz  liegt  hauptsächlich  in  der  baumwol- 
lenen Umspinnung,  welche  zwischen  neben  einander  liegenden 
Umwindungen  weniger  zusammengedrückt  wird,  als  zwischen 
über  einander  liegenden. 

Hiernach  ergeben  sich  nun  leicht  die  Halbmesser  r  der  ver- 
schiedenen Schichten  und  die  entsprechenden  Flächen  ycrr, 
deren  Summe  mit  66  multiplicirt  die  Inductorfläche 
giebt,  nämlich  in  Quadratmillimetern  : 

=  6222.105. 


Wir  lassen  ferner  alle  Messungen  folgen ,  welche  bei  Auf- 
wickelung des  Multiplicators  gemacht  worden  sind  und  zur 
Bestimmung  des  zweiten  constanten  Elementes  q  geführt  haben. 

Der  Umfang  der  zum  Multiplicator  bestimmten  Walze ,  ehe 
der  Draht  aufgewunden  wurde,  ergab  sich  auf  gleiche  Weise 
wie  heim  lnduclor  im  Mittel  aus  Bestimmungen  zweier  Beobach- 
ter an  zwei  weit  von  einander  entfernten  Stellen  der  Walze: 
an  1.  Stelle  =  3017,65  Millimeter 
»  2.     »     =  3018,25  » 
im  Mittel  also  war  dieser  Umfang  und  der  entsprechende  Halb- 
messer : 

2ttc  =  3017,95 
c=  480,32. 
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Während  der  Aufwindung  des  Drahtes  wurden  die  Schien- 


ten  und  Umwindungen  gezählt,  wie 

folgende  Tafel  zeigt: 

W /»  l\  1  /  i  1 t  1 

0. 

Zahl  ihrer 
Umwindungen. 

0 

/ ;i  f ) I  OV< I  :\  m  1 

0 

4. 

66 

66 

2. 

67 

133 

3. 

67 

200 

4. 

5. 

6. 

66{ 
65  J 
66 

266,75 

332 

398 

7. 

66 

464 

8. 
9. 
10. 

654 
65| 
66 

529,17 

595 

661 

44. 

65 

726 

12. 

66 

792 

Summa  12  Schichten  792  Umwindungen. 

Nach  Aufwindung  des  Drahtes  wurde  der  Umfang  der  Walze 
wieder  gemessen  und  gefunden  : 

2  TT  (1  +a)c  =  3272,17 
(4  +a)c=  520,797 
ac=  40,477J) 

Endlich  wurde  auch  noch  die  Länge  der  Multiplieatorwalze 
gemessen,  nämlich : 

26c  =  254,20. 

Nach  diesen  Messungen  kann  nun  auch  das  zweite  con- 
slanle  Element  </,  dessen  Kenntniss  zur  Bestimmung  des  Nor- 
mal w  i de rs tand es  nöthig  ist,  gefunden  werden. 

q  bezeichnet  nämlich  das  von  der  Einheit  des  Stromes  im 
Mulliplicator  auf  die  Einheit  des  Magnetismus  in  der 
Gentralnadel  ausgeübte  Drehungsmoment,  welches  aus  den 
hei  der  Construction  des  Multiplicators  gemessenen  Grössen  a, 
b ,  c  und  aus  der  Zahl  der  Umwindungen  n  berechnet  werden 
kann,  wie  in  den  Abhandlungen  der  K.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Güt- 
tingen, Bd.  10  (1862) ,  »Zur  Galvanometrie«,  S.  39  gezeigt  worden 

1)  Der  für  den  Mulliplicator  etwas  grossere  Werth  von  ac  als  für  den 
Inductor  hat  seinen  Grund  in  etwas  geringerer  Spannung  des  Multiplicator- 
drahtes  bei  Aufwindung  desselben. 
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ist.  Ks  ist  niimlich  daselbst  bewiesen  worden  ,  dass  das  mitt- 
lere auf  den  Nadelmagnetismus  m  ausgeübte  Drehungsmo- 
ment einer  Windung 

ac       b  <  +  y  (4  +&2) 

isl,  woraus  das  Drehungsmomenl  aller  n  Windungen,  für  die 
Ein  Ii  eil  des  Nadelmagnetismus,  d.  i.  für  m  =  1,  sich  er- 
giebt,  nämlich: 

a  -  ■  27lW  loa  '  +0  +         +  q>*  +  62) 
7       ac      h  \  -f-  ^  (i  +62) 

Hierin  ist  nun  nach  den  oben  angeführten  Bestimmungen  : 

n  =  792 
C  =  480,32 
40,477 
480,32 
127,10 

480,32 
woraus  q  gefunden  wird: 

q  =  9,64015. 


a  = 
b  = 


Nach  dieser  Bestimmung  der  beiden  Constanten  p  und  q  aus 
den  bei  Construclion  des  Inductors  undMultiplicators  gemachten 
Beobachtungen  und  Messungen  reduciren  sich  alle  Widerstands- 
messungen des  Norm  alle  it  er  s  im  Wesentlichen  erstens  auf 
Beobachtungen  der  Schwingungsdauer  T  der  im  Multipli- 
cator  aufgehangenen  Nadel,  und  zweitens  auf  Beobachtungen 
der  durch  einen  mit  dem  Inductor  ausgeführten  Inductionsstoss 
der  im  Multiplicator  aufgehangenen  Nadel  ertheilten  G  e  s  c  h  w  i  n- 
d  i  g  k  e  i  t  C.  Es  kommen  dazu  drittens  nur  noch  Hülfsbeobach- 
lungen,  die,  weil  die  Nadel  an  einem  elastischen  Faden  auf- 
gehangen wird,  zur  Reduction  der  Schwingungsdauer  auf 
verschwindende  Elasticitilt  dienen1). 


4)  Eine  andere  Art  von  Hülfsbeobachtungen  könnte  noch  Tür  die  Ge- 
schwindigkeit C  nüthig  erscheinen,  wenn  gegen  die  durch  den  Multiplicator 
verm  i  ttel  t  e  Wirkung  des  Inductionsstosses  auf  die  Nadel  die  unmit- 
telbare vom  Inductor  selbst  ausgeübte  Wirkung  nicht  verschwände. 
Unter  den  Verhaltnissen  der  nachher  anzuführenden  Versuche  betrug  die 
unmittelbare  Wirkung  nur  TB»^  der  mittelbaren,  und  hätte  durch  eine 
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Ans  den  beiden  conslunlen  Kiementen  p  und  q  und  den 
beiden  variabelen  Elementen  T  und  C  wird  der  absolute 
W  iderstand  des  No  rma  1 1  e  i  to  rs  berechnet  und  gefunden  : 

w-nt£h- 

Zur  Ausführung  von  Beobachtungen  zur  Bestimmung  von 
T  und  C,  welche  bei  jeder  Messung  des  Normalleiter  Wider- 
standes wiederholt  werden  müssen,  wegen  Veränderlichkeit 
des  Erdmagnetismus  und  Nadel magnetismus,  von  denen  beide 
abhängig  sind ,  findet  man  die  nöthige  Anweisung  in  der  von 
Gauss  gegebenen  »Anleitung  zur  Bestimmung  der  Schwingungs- 
dauer einer  Magnetnadel«  in  den  Resultaten  aus  den  Beobach- 
tungen des  magnotischen  Vereins  im  Jahre  1837,  Seite  58 — 80, 
oder  auch  Gauss'  Werke ,  Band  V  Seite  374 — 394  ;  und  in  der 
Abhandlung  über  Widerstandsmessungen  in  den  Abhandlungen 
der  mathematisch-physischen  Classe  der  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. 
Band  I  (1852)  Seite  341 — 360,  wo  eine  Übersicht  der  Beobach- 
lungsmethoden  zu  galvanischen  Messungen  mit  Rücksicht  auf 
Dämpfung,  insbesondere  der  Multiplications-  und  Zu- 
rückwerfungsinethode,  gegeben  ist ,  wovon  die  e  r  s  t  e  r  e 
Methode  besonders  bei  schwachen,  die  letztere  bei  starken 
Inductionsstössen  in  Anwendung  kommt;  für  dazwischen  lie- 
gende Falle  kann  noch  eine  dritte  Methode  dienen,  wo  die 
Nadelschwingung  durch  die  Inductionsstösse  abwechselnd  ver- 
grössert  und  verkleinert  wird. 

Als  erstes  Beispiel  einer  solchen  Bestimmung  der  Grössen 
T  und  C  und  einer  dadurch  gegebenen  Bestimmung  des  Nor- 
mal leiterwiderst  an  des  sollen  die  ersten  Probeversuche 
dienen,  welche  nach  Aufwindung  des  Inductors  und  Multipli- 
cators  am  13.  Juni  1878  gemacht  worden  sind. 

Die  Beobachtungen  zur  Bestimmung  von  T  sollen  kurz 
Schwingungsbeobachtungen,  die  zur  Bestimmung  von 
C  Inductionsbeobachtungen  genannt  werden.  Letztere 
Beobachtungen  wurden  nach  der  oben  erwähnten  d  r  i  1 1  e  n  M  e  - 


massige  Vcrgrösserung  des  Abslandcs  des  Inductors  vom  Multiplicator  leicht 
noch  sehr  verkleinert  werden  können ;  abgesehen  hievon  würde  es  aber 
auch  stets  freistehen,  ihren  Einfluss  ganz  zu  eliminiren ,  nämlich  durch 
einen  leicht  zu  bewerkstelligenden  Wechsel  der  Verbindung  der  Drahtenden 
des  Inductors  mit  denen  des  Multiplicators,  wodurch  eine  verstärkende 
Wirkung  in  eine  schwachende  oder  umgekehrt  verwandelt  wird. 
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thode  ausgeführt;  es  wurde  nämlich  die  vorhandene  grössere 
Nadelschwingung  durch  den  \.  Inductionstoss  verkleinert,  diese 
verkleinerte  Schwingung  wurde  durch  den  2.  Induclionsstoss 
wieder  vergrössert  u.  s.  f. 


Erste  Widerstandsmessung  des  Normal  1  e  i  te rs. 
Übersicht  der  Beobachtungen. 
Leipzig,  alte  Sternwarte  1878.  Juni  13. 
200  Millimeter  lange  Nadel. 

4025,77  Millimeter  oder  Scalentheile  Abstand  des  östlichen  Spie- 
gels von  der  Scale ; 

3917,77  Millimeter  oder  Scalentheile  Abstand  des  westlichen 
Spiegels  von  der  Scale. 

20°8  cent.  Temperatur  des  Inductors. 

20°9  cent.  Temperatur  des  Multiplicators. 

Schwingungsbeobachtungen 
(bei  offener  Kette). 


5h  37m  38?75 
55,70 

38  12,60 
«9,70 
46,65 

39  3,70 


143«, 8 
435,0 

1 148,4 
439,2 

4 125,9 
444  ,4 

1122,5 


6h  24m  o?95 
48,45 
34,90 
52,40 
25  9,00 
26,45 


944,8 
620,0 
943,9 
622,0 
942,6 
623,2 
940,9 


I  n  d  u c  t  i  o  n  s  be  0  b a  c  h  t  u  n g e  n. 


8  | 

-  i 

I 


4. 

2. 

3. 
4. 


6. 


7. 


Elongationsbeobachtungen 


au  der 
östlichen 


westlichen 
Scale 


et  B 

S  B 

»  2. 

öj  g 


Elongationsbeobachtungen 


an  der 
östlichen 


675,0 
944,2 

849,3 

604,8 
4014,0 

769,0 

680,0 
934,8 

851,9 

596,3 
1018,0 


645,6 
919,2 

824,6 

570,1 
994,0 

741,9 

650,4 
912,1 

828,0 

563,7 
998,2 


8. 

9. 
10. 

44. 
4  2. 

43. 
14. 


759,8 

687,5 
930,0 

855,7 

594,3 
1022,0 

764,8 

684,5 
931,3 

S56,1 


westlicheu 

Scale 


732,6 

658,0 
907,5 

831,0 

562,4 
1002,0 

737,2 

655,4 
908,9 

831,7 
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M 

-r.  3 

57"  ß* 

Klongationnbeobachtungen 

■  3 

rt. 

... 

ElnngatioiiHbtobachtnngen 

an  a 

5?  1' 

an  der 

weltlichen 

■  2 

*  2 

an  der 

Yk        t  I  W  )iO  II 

"onii  n  Ii ~ Ii 

ötttlirhen 

X 

i 

oHiiicnen 

1  4. 

38. 

593.0 

560,8 

594,9 

562,9 

15. 

1022,0 

1002,3 

39. 

1020,0 

1000.3 

761,3 

734,0 

40. 

759,1 

731.7 

688,0 

658,6 

690,8 
925,8 

661,4 

17. 

927,1 

904,3 

41. 

903,0 

18. 

857.4 

833,0 

42. 

862,3 

837,9 

592,3 

560. 7 

589,0 

556,8 

1021,1 

1001,1 

43. 

1025,9 

1006,2 

20. 

761,8 

734,3 

44. 

762,2 

734,8 

687,3 

658,0 

688,5 

659,2 

21 . 

928,9 

906,3 

45. 

9i8,0 

905,3 

22. 

857,9 

833,1 

46. 

861,3 

836,9 

593.1 

561,2 

590.2 

558,4 

23. 

1020,9 

1001,0 

47. 

1024,3 

1004,7 

24. 

764,6 

737,2 

48. 

759.7 

732,1 

685,9 

656,4 

691,1 

661,8 

25. 

930,9 

908,4 

49. 

924,8 

902.1 

26. 

856,8 

832.1 

50. 

861,9 

837.3 

595,»» 

564,0 

589,0 

557,1 

27. 

1020,1 

1000,3 

51. 

1028,5 

1008,9 

28. 

763.4 

736.« 

5t. 

757,0 

729,3 

687,0 

657,5 

693,2 

664.0 

29. 

929,0 

906,8 

53. 

923,0 

900,2 

3  0. 

858,9 

834,1 

54. 

864,9 

840,4 

592,0 

560,0 

585,8 

553,8 

3  1 . 

1022,5 

1002,9 

55. 

10  28,5 

1008,7 

32. 

762,9 

735,6 

56. 

755,3 

727,9 

687,0 

657,7 

695,2 

666,2 

33. 

928,5 

906,0 

57. 

921,8 

898,8 

34. 

859,1 

834,7 

58. 

865,3 

841.0 

593,1 

561,1 

587,0 

554,9 

35. 

1022,2 

1002,4 

59. 

1027,9 

1008  1 

36. 

765,0 

737,8 

60. 

759,5 

731.9 

686,2 

656,9 

692.1 

663,0 

37. 

931,1 

908,8 

61. 

924,1 

901,6 

3S. 

856,0 

851,3 

62. 

863.1 

838,7 
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CI3  CS 

Sj 

i  S 

ElongationBbeobachtii  ngen 

M 

|  g. 

Elongation*beobacbtangen 

■  £ 

pH 

*  s 

an  der 

westlichen 

s  1 

an  uer 

westlichen 

an 

östlichen 

Scale 

t  3 

< 

tätlichen 

Scale 

■  s 

76 

1  ~™ 

j  -  -  -  -.  _  .   

588,4 

556,3 

693,0 

663, S 

4046,7 

1006,9 

924  ,6 

901  S 

G3. 

77. 

760,2 

732,8 

863,0 

838,6 

(»4. 

78 

690,5 

661,1 

588,8 

5$  6, 9 

925,8 

903,0 

1 027,9 

1008,0 

65. 

79. 

861,7 

837,0 

759,3 

732,0 

66 

80 

589,8 

557,9 

691,1 

662,4 

1027,2 

1007,6 

923,9 

961  2 

8  4 

760,3 

733,0 

862,4 

838,0 

68 

82 

691,2 

662,0 

589,7 

557,8 

925,9 

903,1 

1025,8 

1005,8 

69 

83 

862,5j 

838,0 

760,2 

732,9 

70 

84 

589,0 

557,2 

691,1 

661,7 

1027,6 

1007,3 

925,9 

903,2 

1  1  * 

758,0 

730,3 

860,8 

836,0 

72. 

86. 

692,7 

663,3 

591,8 

559,7 

923,8 

900,9 

1024,3 

1004,6 

73. 

87. 

74. 

864,8 

840,1 

760,2 

733,0 

88. 

586,6 

554,5 

690,2 

660,9 

1028,5 

1008,8 

927,9 

905,4 

75. 

758,9 

751,3 

76. 

Diese  ganze  Reihe  von  Inductionsbeobachlungen ,  woraus 
für  einen  Induetionsstoss  88  Bestimmungen  an  jeder  von  den 
beiden  Sealen  gewonnen  werden,  ist  von  zwei  Beobachtern 
und  einem  Gehülfen,  weleher  den  Inductor  drehte,  in  Zeil  von 
40  Minuten  gemacht  worden. 

Obiger  Übersicht  der  Beobachtungen  sind  endlich  noch 
folgende  Hülfsbeobachtungen  beizufügen: 

1)  Sehwingungsbeobachtungen  (bei  gesch  lossener  Kette) 

am  1.  Juni  1878. 


41h  44"M2!70  4JJ5'J 

*5  £2 

20'6i>  Ulli 
37'<°  103M 


12h  !4*t8*«0 

44  70  740,3 

'        K4  4  Q 
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2)  Torsionsbeobachtungen  am  9.  Juni  4878. 
Abstand  des  Spiegels  von  der  Scale  =  4025,77  Scaleritheile. 


Torsionskreis. 

Nadol  stund. 

280° 

786,60 

370° 

798,36 

<90° 

772, <0 

280° 

786,38 

Beabachtungsresultate. 

Erstens  ergiebt  sich  aus  den  oben  angeführten  Schwin- 
gungsbeobachtungen (bei  offene r  Kette)  nach  der  Gauss'sdwn 
Anleitung  die  Schwingungsdauer  T  für  unendlich  kleine  Bögen, 
und  das  logarithinische  Decrement  X'  (für  den  Modulus 
m  =  0,43429)  : 

V  =  16','9647 

V  =  0,002017. 

Hiebei  hing  die  Nadel  an  einein  Faden,  dessen  Torsions  kraft 
Q  im  Verhältniss  zur  magnetischen  Di  rectionsk  ra  ft 
mT  durch  die  unter  (2)  angeführten  Hü  I  fsbeobachtungen 
bestimmt  wird,  nämlich : 

mT      965  1 

woraus  sich  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  ohne  Faden  - 
elasticitat  ergiebt: 

r=  ie;'9735. 

Zweitens  aus  den  angeführten  Inducti onsbeobach- 
tungen  ergiebt  sich  die  gesuchte,  der  Nadel  vom  Inductor 
durch  einen  Inductionsstoss  ertheilte,  Geschwindigkeit  C 
nicht  unmittelbar,  sondern  es'muss  zur  Bestimmung  von  C  zu- 
nächst die  Gleichgewichtslage  der  Nadel  zur  Zeit  aller  einzelnen 
Elongalionen  gefunden  werden. 

Für  die  Zeit  mitten  zwischen  zwei  Elongations- 
beobachtungen,  zwischen  denen  kein  Inductionsstoss 
stattgefunden  hat,  z.  B.  zwischen  den  Elongationen  60 1 ,8  und 
1014,0  nach  dem  2.  Inductionsstosse,  ergiebt  sich  diese  Gleich- 
gewichtslage (für  Zeiten  langsamer  Declinationsänderungen, 
wie  sie  für  solche  Messungen  stets  zu  wählen  sind)  sehr  leicht. 
Sie  würde  durch  den  Mittelwerth  807,9  bestimmt  sein,  wenn 
keine  Abnahme  der  Schwingungsbögen  stattfände ;  bei  der  aus 
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den  H  ül  fsheobach  I  an  gen  (für  die  Schwingungsdauer  bei 
beschlösse ner  Kette)  sich  ergebenden  Abnahme  im  Verhält- 
niss  von  nahe  401  :  400  iimss  dieser  Mittelwerth  um  -j-J^  der 
Differenz  heider  Beobachtungen  4014,0  —  604,8  der  letztem 
genähert  werden.  Der  Ruhestand  für  diese  Zeit  ist  also  807,9  — 

1014,0  —  601 ,8 


400 


=  808,93. 


Ist  nun  die  Gleichgewichtslage  für  alle  diese  Zeiten  vor  dem 
1.,  ferner  zwischen  dem  2.  und  3.,  4.  und  5.  etc.  Induclions- 
stoss  bestimmt,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  langsamen  Declinalions- 
änderungen ,  wie  sie  bei  diesen  Messungen  stets  vorausgesetzt 
werden  dürfen ,  auch  für  alle  andern  Beobachtungszeiten  die 
Gleichgewichtslagen  der  Nadel  mit  grosser  Sicherheit  interpolirt 
werden  können,  wie  folgende  Tafel  für  den  Zeitraum  der  ersten 
8  Imluctionsstösse  zeigt. 


x  3 

-T  C 

"  ff 

-I  O 

•  M 


i. 

3. 
4. 

5. 

6. 

7. 

8. 


An  der  östlichen  Scale 


An  der  westlichen  Scale 




Beobach- 
tung 

Ruhelage 

Klongation 

Beobach- 
tung 

Ruhelage 

Elongation 

675,0 

808,8 

—  133,8 

045,0 

783,1 

—  137,5 

941,2 

808,8 

+ 

919,2 

783,1 

+  <3fi,1 

X49,3 

808,8 

+  40,5 

824,0 

783,1 

+  *l,5 

001,8 

808,9 

—  207,1 

570,1 

783,1 

—  213,0 

1014,0 

808,9 

+  205, 1 

994,0 

783,1 

-f  210,9 

709,0 

808,5 

—  39,5 

741,9 

782,5 

—  40,6 

080,(1 

808,0 

—  128,0 

050,4 

781,9 

—  131,5 

934,8 

808,0 

+  120,8 

912,1 

781,9 

-|-  130,2 

851  ,9 

807,9 

-f  44,0 

828,0 

781,9 

+  46,1 

595,5 

807,8 

  212,3 

503,7 

782,0 

—  218,3 

1018,0 

807,8 

4-  210,2 

998,2 

782,0 

+  216,2 

759,8 

808,0 

-  48,8 

732,0 

782,7 

—  50,1 

087,5 

809,4 

—  121,9 

058,0 

783,4 

—  125,4 

930,0 

809,4 

-h  120,0 

907,5 

783,4 

+  *24,1 

Aus  der  Elongation  der  Nadel  vor  jedem  Imluctionsstösse 
lässt  sich  nun  aber  die  nächstfolgende  Elongation  berechnen, 
welche  ohne  Induct i onsstoss  stattgefunden  haben  würde; 
sie  würde  nämlich,  wenn  keine  Abnahme  der  Schwingungs- 
beigen staltfände,  der  vor  dem  Inductionsstosse  entgegen- 
gesetzt gleich  sein;  mit  Rücksicht  auf  die  wirklich  vorhan- 
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dene  Ahnahme  ergiebt  sich  dieselbe  durch  Multiplication  der 
vorhergehenden  Elongation  mit  —  — • 

Die  Differenz  der  wirklichen  Elongation,  welche  aus  der 
Beobachtung  nach  dem  Inductionsstosse  sich  ergeben  hat,  von 
jener  berechneten  ist  die  Wirkung  des  Inductions- 
stosses,  Dämlich  die  Elongationsweite  der  durch  einen  In- 
ductionsstoss  in  Schwingung  gesetzten  ruhenden  Nadel, 
welche  mit  a  bezeichnet  werden  soll. 

Für  diese  Wirkung  erhalt  man  hienach  aus  den  oben  an- 
geführten Beobachtungen  Bestimmungen  nach  Sealentheilen,  wie 
folgende  Tafel  zeigt,  denen  sowohl  für  die  östliche  als  auch 
für  die  westliche  Scale  noch  Columnen  beigefügt  sind,  welche 
zu  besserer  Übersicht  die  stets  positiven  Differenzen  zweier  auf 
einander  folgenden  Inductionsstosse,  nämlich  eines  positiven 
und  darauf  folgenden  negativen  Stosses,  geben. 


Östliche  Scale. 

Induc- 

Differenzen  auf 

tionsstoss 

Wirkung  desselben 

einander 

Nr. 

folgender  Stüsse 

1. 
2. 
3. 
4. 
5. 
6. 
7. 
8. 

etc. 

+    40,5  +  131,1  =  171,6) 

—  207,1  4-    40,1  =  —  167,  Of 

—  39,5  +  203,0  =  4-163,5) 

—  128,0  —  39,1  =  —  167,1  J 
+    44,0  4-  125,5  =  4-  169,5) 

—  212,3  4-    43,6  =  —  168,7) 

—  48,8  4-  208,0  =  4-  159,2) 

—  121.9  —   48,3  =  —  170,2) 

338,6 
330,6 
338,2 
329,4 

Westliche  Scale. 


1. 

4-    '.1,5  4-  134,7 

=  4-176,2) 
=  —  171,9} 

348,1 

2. 

—  213,0  4-  *M 

3. 

—    40,6  4-  208,9 

=  4-  168,3) 

340,0 

4. 

—  131,5—  40,2 

=  —  171,7) 

5. 

4-    46,1  4-  128,9 

=  -h  175,0) 
-b—  172,7) 

347,7 

6. 

—  218,3  4-  45,6 

7. 

—   50,1  4-  214,0 

=  4-  163,9) 

338,9 

8. 

—  125,4  —  49,6 

=  —  175, Ol 

etc. 

Die  Wirkung  der  ersten  8  Inductionsstosse  ist  hienach  an  der 
östlichen  Scale  =  4336,8,  an  der  westlichen  —  4374,7  Scalen- 
Malh.-phNS.  Classe  1880.  9 
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theile;  für  4  Inductionsstoss  im  Mittel  an  der  östlichen  467,10, 
an  der  westlichen  474,84.  Folgende  Tafel  giebt  die  Wirkungen 
sümmtlicher  88  Inductionsstösse,  wie  sie  sich  aus  den  oben 
angeführten  lnductionsbeobachtungen  ergeben. 


Östliche  Scale 


Inductions- 

Mittlere Diffe- 

stösse 

Wirkung 

renz  zweier 

Stüsso 

4  —  8. 

1336,8 

334,20 

9  —  46. 

1337,5 

334,38 

4  7— 24. 

1333,5 
1334,9 

333,38 

25—38. 

333,72 

33—40. 

1329,1 

332,28 

41—48. 

1338,0 

334,50 

49—56. 

1335,6 
4335,8 

333,90 

57—64. 

333,95 

6  5—7  2. 

1336,5 

334,12 

73—80. 

1338,0 

334,50 

81—88. 

1331,9 

332,98 

Westliche  Scale 


Wirkung 


1374,7 
4375,6 
1370,4 
4371,6 
4368,6 
1376,1 
1372,3 
4372,9 
1373,3 
4374,8 
4369,4 


|  44687,6 


45099,4 


Mittlere  Diffe- 
renz tweier 
Stösse 


343,68 
343,90 
342,60 
342,90 
842,45 
344,02 
343,08 
343,22 
343,32 
343,70 
342,28 


wonach  die  Wirkung  eines  Inductionsstosses  im  Mittel  aus  allen 

an  der  östlichen  Scale  =  466,9045  Scalentheile 
an  der  westlichen  Scale  =  474,584  Scalentheile. 

Nun  ist  aber  nach  der  angegebenen  Entfernung  des  Spiegels  von 
der  Scale  der  Bogenwerth  eines  Theiles 

4 


der  östlichen  Scale  = 
der  westlichen  Scale  = 


2.3947,47 
4 


2.4025,77 

folglich  beträgt  die  Wirkung  eines  Inductionsstosses,  gemessen 
durch  den  Bogenwerth  a  der  von  ihm  hervorgebrachten  Ablen- 
kung der  ruhenden  Magnetnadel,  nach  den  Beobachtungen 

an  der  östlichen  Scale  a  =  =  0,0213042 

an  der  westlichen  Scale  a  =  "*1*8*   =  0,0213107, 

2. 4025,77 

im  Mittel  also  a  =  0,0243075. 

Aus  dieser  von  einem  Inductionsstösse  hervorgebrachten 
Ablenkung  der  Nadel  =  a  wird  nun  nach  der  von  Gauss  ge- 
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gebenen  Anleitung  die  von  einem  Inductionsstosse  der  Nadel  er- 
theilte  Drehlingsgeschwindigkeit  =  C  bestimmt.  Es  ist  nämlich 

i  tn  7t 

c  =  a.  »  .e~m*  T, 

wo  A  das  logarithmische  Decrement  für  Abnahme  der  Schwin- 
gunnsbüccn  bei  geschlossener  Kette,  m  den  Modulus  des  Systems 
und  T"  die  Schwingungsdauer  der  von  magnetischer  und 
elastischer  Kraft  [MT  -+-  Ö  getriebenen  Nadel  bezeichnet. 

Aus  den  oben  angeführten  Hü  1  fsbeo bachtu ngen  er- 
giebt  sich  das  logarithniische  Decrement,  bei  geschlossener 
Kette,  für  den  Modulus  m  =  0,43429. 

1  =  0,0043477. 

Da  nun  ferner  aus  den  Schwingungs-  und  Inductions- 
beobachtu  ngen 

T  =  16','9647 
und  «  =  0,0213075 

gefunden  worden  ist,  so  ergiebt  sich 

C  =  0,0039656. 

Da  nun  ferner  aus  den  angeführten  Sch  wingungsbeob- 
achtungen,  mit  Rücksicht  auf  die  durch  die  Hü  1  fsbeo  bach- 
tu ngen  bestimmte  Torsion,  die  Schwingungsdauer  ohne  Torsion 

T  =  1 6i'9735 

Befunden  worden  ist;  da  endlich  aus  der  Construction  des  In- 
ductors  und  Multip licators  die  beiden  Constanten  p  und 
q  bekannt  sind,  nämlich 

p  =  2.622200000, 

9  =  9,64015; 

so  ergiebt  sich  der  gesuchte  Widerstand  des  Normalleiters 
bei  einer  Temperatur  von  20°,  85  cent. ,  nach  a  b s o  1  u  t  e  m  M a  a  s s  e : 

tv  =  TT*  ^S.  =  10,36085  •  10»«. 

Zweite  Widerstandsmessung  des  Norm alleiters. 

Übersicht  der  Beobachtungen. 
Leipzig,  alte  Sternwarte  1879.    August  5. 
200  Millimeter  lange  Nadel. 

3149,1  Millimeter  oder  Scalentheile,  Abstand  des  Östlichen  Spie- 
gels von  der  Scale;  j 

9* 
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3781,5  Millimeter  oder  Scalenlheile,  Abstand  des  westlichen 

Spiegels  von  der  Scale. 
26?  7  cent.  Temperatur  des  Inductors, 
27;  2  cent.  Temperatur  des  Multiplicators. 

Sch  win  gunesbeobachtungen 
(bei  offener  Kette) . 


8h  29m  23*70 
40.50 
57,70 
30  U,80 
31,65 
48,95 

11h  22m  *7«75 

23  4,90 
21.45 
38,95 
55,85 

24  13,00 


1157,8 
327,9 

1151,8 
332,8 

1146,1 
337,8 

1140,7 

1096,8 
357,8 

1093,9 
361,7 

1089,0 
365,0 

1085,8 


9h    <m  47*90 

2  5,50 
22,00 
39,70 
56,10 

3  13,75 


11»>5*ra  r.10 
21,65 
37,90 
55,65 
55  12,00 
29.90 


967,2 
516.0 
965,8 
518,1 
963,4 
519,6 
961,8 

932,3 
512,2 
930,4 
514,2 
928,0 
516,4 
926,0 


26?  66  cent.  Temperatur  des  Inductors, 
26?  90  cent.  Temperatur  des  Multiplicators. 


Inductionsbeobachtungen 
.    nach  der  Zurückwerfungsmethode. 

26?  50  cent.  Temperatur  des  Inductors, 
26?  74  cent.  Temperatur  des  Multiplicators. 


Östliche  Sca  lc 


an  9 

idnct 
stoas 

Elongation 

8  2. 

Elongation 

*§ 

pH 

i 

I 

n 

X 

T 

III 

IV 

1. 

707,3 

833,8 

839,1 

702,9 

3. 

704,6 

836,0 

h. 

835,4 

706,2 

5. 

704,6 

836,0 

6. 

835,9 

706,0 

7. 

704,1 

836,3 

8. 

835,7 

706,3 

703,3 

836,9 

10. 

835,2 

706,7 

11. 

702,0 

838,7 

12. 

832,9 

708,9 

13. 

701,3 

838,9 

14. 

833,0 

708,8 

15. 

701,3 

838,9 

16. 

832,9 

708,8 

17. 

700,7 

839,4 

18. 

832,2 

709,2 

19. 

701,1 

839,0 

20. 

832,3 

709,0 

21. 

701,0 

838,8 

22. 

832,7 

708,4 

23. 

701,1 

838,4, 

24. 

832,8 

708,3 

Westliche  Scale 


ov  D 

**  5 

•  CD 
I 


Elongation 


I 


II 


1. 

3. 
5. 
7. 
9. 
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Hülfsbeobachtungen. 

1)  Schwingungsbeobachlungen  hei  geschlossene r  Kette 

am  4.  August  1879. 

28?  1  cent.  Temperatur  des  Inductors, 

27?  44  cent.  Temperatur  des  Multiplicators. 


6h  23m  34?50 
51,80 


24 


25 


8,65 
26,10 
42,65 

0,15 


1207,0 
262,3 

1188,2 
273,8 

4177,7 
283,7 

1167,9 


6h  57m 


58 


6?10 
24,85 
40,15 
59,00 
14,30 
33,10 


838,0 
632,9 
636,9 
632,1 
835,7 
636,6 
831,1 


2)  Torsionsbeobachtungen  am  4.  August  1879. 

3149,1  Absland  des  östlichen  Spiegels  von  der  Scale, 
3781,5  Abstand  des  westlichen  Spiegels  von  der  Scale, 
26?0  cent.  Temperatur  des  Inductors. 


Torsionskreis 


Westliche  Scale 
Ruhelage 


16198 

742,28 

1 6 107  +  2* 

806,13 

1610s  -  in 

673,41 

4  6499  +  in 

800,75 

46198  —  in 

662,31 

16199  +  in 

799,80 

16197  -  in 

669,96 

46198  -  Kn 

622,37 

16198  +  hn 

871,34 

16198 

722,28 

Beobachtungsresultatc. 

Erstens  crgicbt  sich  aus  den  oben  angeführten  Schwin- 
gungsbeobachtungen bei  offener  Kette 

T  '  =  17','05635 
V  =  0,0022642. 

Hiebci  hing  die  Nadel  an  einem  Faden,  dessen  Torsionskraft 
G  im  Verhaltniss  zur  magnetischen  Di rectionskraf t  MT 
durch  die  unter  (2)  angeführten  Hülfsbeobachtungen  be- 
stimmt wird,  nUmlich 

^  =  0,0013285, 


Digitized  by  Google 


Über  Einrichtungen  zum  Gebrauch  absoluter  Maasse  etc.  131 


woraus  sich  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  ohne  Faden- 
torsion ergiebt: 

T=  4  7;'07905. 

Zweitens,  über  die  oben  angeführten  Inductions- 
bcobachtungen  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  sie  ganz 
nach  der  Methode  der  Zurückwerfung  ausgeführt  worden 
sind,  wodurch  sie  sich  von  den  früheren,  am  43.  Juni  1878  aus- 
geführten, Beobachtungen  unterscheiden»  wo  zur  Vergrößerung 
der  Nadelschwingungen  die  Zurück  werf  ungsmethode  mit 
der  Multiplicationsmethode  verbunden  worden  war. 
Die  Vergleichung  dieser  beiden  Methoden  war  jedenfalls  nicht 
ohne  Interesse. 

Aus  obiger,  von  zwei  Beobachtern  und  einem  Gehülfen  in 
50  Minuten  nach  der  Zurück  werfungsmethode  ausgeführ- 
ten Beobachtungsreihe,  welche  für  die  Wirkung  eines  In- 
duetionsstosses  90  an  der  östlichen  und  ebensoviel  an  der 
westlichen  Scale  gemachte  Bestimmungen  enthält,  ergiebt  sich 
nun  nach  bekannten  Vorschriften  aus  der  Differenz  der  Beobach- 
tungen der  I.  und  III.  Columne  ein  grösserer  Schwingungs- 
bögen^, nämlich  an  der  östlichen  Scale  =^^=0,0209093, 

an  der  westlichen  Scale  =  ^~,r  =  0,0209324,  im  Mittel 

75o3 

A  =  0,0209208; 

aus  der  Differenz  der  Beobachtungen  der  II.  und  IV.  Columne 
ergiebt  sich  ein  kleinerer  Schwingungsbogen  ß,  an  deröstlichen 

Scale  =  =  0,020673,  an  der  westlichen  Scale  =  !SLg! 

=  0,0207125,  im  Mittel 

B  =  0,0206928. 

A  zu  B  steht  im  Verhältniss  zweier  auf  einander  folgenden 
Schwingungsbögen,  wodurch  das  logarithmische  Decremcnt  (für 
den  Modulus  m  =  0,43429)  bestimmt  ist,  nämlich 

l  =  log      =  0,0043489. 

Es  ist  hiebei  zu  beachten,  dass  die  Methode  der  Zurückwerfung 
zur  Bestimmung  des  logarithmischen  Decrements  nur  bei 
schneller  Abnahme  der  Schwingungsbögen  geeignet  ist,  und 
dass  in  vorliegendem  Falle,  wo  diese  Abnahme  nur  etwa  ein 
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Prozent  beträgt,  keine  genaue  Bestimmung  erwartet  werden 
kann.  Zu  genauerer  Bestimmung  sind  daher  schon  unter  den 
llülfsbeobachtungen  Schwingungsbeobachtungen  bei 
geschlossener  Kette  angeführt  worden,  aus  denen  der 
Werth  dieses  Decrements  genauer  erhalten  wird,  nämlich 

l  =  0,005537. 

Anders  verhält  es  sich  aber  mit  Bestimmung  der  der  Nadel 
durch  einen  Inductionsstoss  erth eilten  Geschwindig- 
keit, wozu  solche  nach  der  Zurückwerfungsmethode  ausgeführte 
Beobachtungen,  auch  bei  schwacher  Dämpfung,  sehr  wohl  ge- 
eignet sind. 

Diese  mit  C  bezeichnete  Geschwindigkeit  ist : 

V(n2  +  g)  a*  ±  m  («5^ 

V  '    ly/AB   '  \A) 

und  setzt  man  darin  die  gefundenen  Werthe 

r  =  47,05635 
X  =  0,0022642 
l  =  0,005537 
A  =  0,0209208 
B  =  0,0206928 

so  erhält  man : 

C  =  0,0038326. 
Nun  war  aber  die  Schwingungsdauer  der  Nadel  ohne  Torsion 

T  =  17,07905 

aus  den  oben  angeführten  Schwingungsbeobachtungen  bei  offe- 
ner Kette  gefunden  worden ;  folglich  ergiebt  sich  hieraus  und 
aus  dem  Werthe  der  beiden  Constanten 

p  =  2.622200000 
q  =  9,64015 

der  gesuchte  Widerstand  des  Normalleitcrs  bei  einer  Temperatur 
von  26°  62  cent.,  nach  absolutem  Maasse: 

w  =  7t*?±2  =  10,5907  •  10io. 

Da  die  Beobachtungen  am  5.  August  1879  nach  der  Zu- 
rückwerfungsmethode gemacht  worden  sind,  so  ist  dar- 
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aus  der  Widerstand  w  auch  in  der  auf  diese  Methode  begründe- 
ten besondern  Weise  berechnet  worden,  welche  am  schnellsten 
zum  Ziele  führte.  Doch  lassen  sich  dieselben  Beobachtungen 
auch  in  der  Weise  wie  die  früheren  vom  13.  Juni  1878  berechnen, 
wodurch  im  Einzelnen  mehr  Einsicht  und  genauere  Vergleichung 
aller  Induclionsslösse  unter  einander  gewonnen  wird,  wie  fol- 
gende danach  berechnete  Tafel  beweist. 
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Obige  Tafel  giebt  für  jeden  Inductionsstoss  die  von 
ihm  der  Nadel  (wenn  sie  sich  in  Ruhe  befunden  hätte)  erlheilte 
Ablenkung  in  Scalentheilen,  welche  an  der  östlichen 
Scale  mit  6298,2,  an  der  westlichen  mit  7563  dividtrt  den  Ab- 
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lenkungsbogen  in  Theilen  des  Halbmessers  giebt.  Der  Mittel- 
werth aller  dieser  Bestimmungen  ist : 

für  die  östliche  Scale  =  0,02067 

für  die  westliche  Scale  =  0,02071, 

im  Mittel  aus  beiden 

a  =  0,02069, 

und  hieraus  ergiebt  sich,  daT'  =  17"05635  und  A=  0,005537  ist, 

l  .  mn 

C  =«  .  ji  •  e      ar°  g  l~  =»  0,003835, 
und  ferner,  da  T  =  17;'07905  und  log  pq  =  10,07905  ist, 

loa  "*-§T*  «40,584 

also  ein  von  dem  vorher  gefundenen  nicht  merklich  verschiedener 
Werth. 

Der  Mittelwerth  von  w  aus  obigen  beiden  Bestimmungen  ist 

w  =  10,587  •  10", 

der  hiernach  bei  einer  Temperatur  von  26°  62  cent.  des  Nornial- 
leiters  als  rein  absoluter  Widerstand  zu  betrachten  ist,  wenn 
bei  so  geringem  Unterschiede  von  dem  Vorzug,  den  die  letztere 
Berechnung  durch  genauere  Vcrgleichung  aller  einzelnen  Induc- 
tionsstösse  zu  verdienen  scheint,  abgesehen  wird. 

Dritte  Widerstandsmessung  des  Normalleiters. 

Die  beiden  vorhergehenden  Messungen  als  erste  Proben  be- 
weisen, dass  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  mit  den  beschrie- 
benen Instrumenten  der  beabsichtigte  Zweck  sich  wohl  erreichen 
lasse.  Der  Unterschied  der  beiden  Messungsresultate  ist  sehr 
gering,  es  ist  nämlich 

nach  der  ersten  Messung,  w  =  10,36085  •  1010, 
bei  20°  85  cent.  Temperatur, 

und  nach  der  zweiten  Messung,  w  =  10,58700  •  1010, 
bei  26°  62  cent.  Temperatur; 

und  dieser  kleine  Unterschied  ist  fast  ganz  auf  Rechnung  des 
Temperaturunterschieds  von  5°  77  cent. ,  welcher  dabei  statt- 
gefunden hat,  zu  setzen. 
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Dieses  günstige  Resultat  der  ersten  Messungen  kann  zum 
Beweise  dienen,  dass  die  angewandten  Mittel ,  wenn  sie  auch 
noch  der  Vervollkommnung  fähig  sind,  doch  dem  Zwecke  im 
Wesentlichen  schon  jetzt  genügen. 

Was  die  Messungsoperationen  im  engeren  Sinne  be- 
trifft, so  sind  dieselben  durch  die  gewählte  Messungsmethode 
auf  blosse  Zeit- und  Längenmessung  reducirt,  wovon  die 
erstereil ,  durch  die  schon  erwähnte  Mitwirkung  seitens  der 
Sternwarte,  alle  wünschenswerthe  Sicherheit  und  Genauigkeit 
gewährten,  was  von  den  Längenmessungen  nicht  in  gleichem 
Grade  gilt.  Indessen  haben  auch  diese,  wie  die  Übereinstim- 
mung der  Resultate  beweist,  im  Wesentlichen  genügt,  und  nur 
zu  grösserer  Sicherheit  und  Erleichterung  der  auszuführenden 
Messungen  wird  noch  möglichst  Sorge  zu  tragen  sein  für  festere 
Aufstellung  der  Instrumente,  soweit  es  die  Festigkeit  des  Ge- 
bäudes gestattet,  und  für  möglichste  Erleichterung  der  bei  jeder 
Messung  zu  wiederholenden  Prüfungen,  insbesondere  des  Ab- 
standes  der  beiden  Scalen  von  einander  und  der  richtigen  Be- 
grenzung der  Inductionsstösse  durch  leicht  stellbare  und  gut  zu 
üxirende  Hemmungen  des  drehbaren  Inductors. 

Ein  Umstand  jedoch  bedarf  bei  diesen  Messungen  noch 
einer  eingehenderen  Erörterung,  nämlich  die  Wahl  des  zur 
Nadel  dienenden  Magnets,  welche  bei  der  getroffenen  Einrich- 
tung im  Grunde  noch  ganz  frei  gelassen  ist,  indem  nur  das 
Schiffchen,  in  welches  der  zur  Nadel  dienende  Magnet  eingelegt 
werden  soll,  gegeben  ist. 

Bei  den  ersten  Probeversuchen  war  nun  ein  200  Millimeter 
langer  Magnet  als  Nadel  eingelegt  worden,  dessen  Schwingungs- 
dauer  17  Secunden  betrug,  die  bei  einiger  Übung  sich  hin- 
reichend gross  zur  Ausführung  der  Inductionsstösse  und  Be- 
obachtungen ergab.  Diese  Nadellänge  war  etwa  der  fünfte  Theil 
vom  Durchmesser  des  Multiplicators ,  woraus  sich  ergab ,  dass 
die  Vertheilungs weise  des  Magnetismus  in  der  Nadel  nur 
von  sehr  geringem  Einfluss  sein  konnte ;  doch  schien  es  wün- 
schenswerth,  für  diesen  Einfluss,  so  klein  er  sein  mochte ,  eine 
nähere  Kenntniss  aus  Beobachtungen  zu  gewinnen ,  was  durch 
eine  blosse  Vertauschung  der  Nadeln  bei  den  Messungen,  z.  B. 
der  200  Millimeter  langen  Nadel  mit  einer  100  Millimeter  langen, 
leicht  erreicht  werden  konnte. 

Es  soll  daher  den  beiden  vorhergehenden  Widerstands- 
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mcssungen  noch  eine  dritte,  mit  100  Millimeter  langer  Nadel 
ausgeführte,  Messung  beigefügt  werden.  Die  Beobachtungen 
sind  wieder,  wie  bei  der  zweiten  Messung,  nach  der  Zurück- 
werfungsmethode  gemacht  worden,  am  7.  August  4879. 

Für  den  vorliegenden  Zweck  bedarf  es  nach  den  voraus- 
geschickten Proben  keiner  ausführlichen  Beschreibung  aller  Be- 
obachtungen, sondern  es  genügt  eine  kurze  Anführung  der  aus 
den  Beobachtungen  gewonnenen  Resultate. 

Beobachtungsresultate. 

Erstens  aus  den  Schvvingungsbeobachlungen  bei  offener 
Kette  hat  sich  ergeben : 

T  =  30;f6139 
r  =  0,003791. 

Die  Torsionskraft  des  Fadens,  an  welchem  die  Nadel  hing ,  im 
Verhältnis«  zur  magnetischen  Directionskrafl  war: 

£f  =  0,005035, 

woraus  sich  die  Schwingungsdauer  ohne  Fadentorsion  ergiebt: 

T  =  30','6908. 

Temperatur  des  Inductors  24°  53  cent.,  des  Multiplicators  24°  64 
cenl. 

Zweitens  aus  den  Induclionsbeobachtungen ,  nach  der 
Methode  der  Zurückwerfung .  ergeben  sich  der  grössere  und 
kleinere  Schwingungsbogen  im  Mittel  aus  den  Beobachtungen  an 
der  östlichen  und  westlichen  Scale 

A  =  0,011468,  B  =  0,0114055. 

Hieraus  würde  sich  das  logarilhmische  Decrement  für  die  Ah- 
nahme der  Schwingungsbogen  (für  den  Modulus  m  =  0,43429 

ergeben  =  log  ^  =  0,002373,  was  aber  bei  seiner  Kleinheit 

viel  genauer  aus  Schwingungsbeobachtungen  bei  ge- 
schlossener Kette  bestimmt  werden  kann  und  gefunden 
worden  ist: 

l  =  0,003967. 

Die  der  Nadel  durch  einen  Inductionsstoss  ertheilte  Ge- 
schwindigkeit C  wird  nun  aus  den  gefundenen  Grössen  : 
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r  =  30','6139 
V  =  0,003791 
X  =  0,003967 
A  -  0,011468 
B  =  0,011405 

berechnet,  nämlich 

Cz==  "f  i7^"*W 

Man  findet  hieraus 

C  =  0,0011737, 

und,  da  log  /r2/)<7  =  11,073346  gegeben  und  die  Schwingungs- 
dauer T  (ohne  Torsion) 

T  =  30;'6908 

iius  Beobachtungen  bestimmt  worden  ist,  ergiebt  sich  der  Nor- 
mal 1  e  i  te  r  w  i  d  e  rsta  n  d  bei  24?  58  cent.  Temperatur 

w,  =  7f2_£!_  =  40,7098  •  10i«. 

Mit  derselben  100  Millimeter  langen  Nadel,  mit  welcher 
die  zuletzt  beschriebene  Messung  ausgeführt  worden  ist,  sind 
am  nämlichen  und  den  folgenden  Tagen  noch  mehrere  Messun- 
gen von  verschiedenen  Beobachtern  gemacht  und  es  ist  daraus 
gefunden  worden : 

am  7.  Aug.  w= 10,755  •  1010  bei  24°  45  cent.  des  Inductors 

24°  56  cent.  des  Multiplikators 
am  13.  Aug.  ?r  =  10,148  •  10>°  bei  18°  00  cent.  des  Inductors 

17°  44  cent.  des  Multiplicalors 
am  15.  Aug.  w=10,622  •  10,ü  bei  20°  86  cent.  des  Inductors 

20°  86  cent.  des  Multiplicators 
am  16.  Aug.  w=10,613  •  101(>  bei  20°  94  cent.  des  Inductors 

20°  21  cent.  des  Multiplicators 
am  17.  Aug.  w= 10,655  •  1010  bei  21°  53  cent.  des  Inductors 

21°  96  cent.  des  Multiplicalors. 

Jede  von  diesen  Messungen  war  ungefähr  in  der  Zeit  von 
zwei  Stunden  ausgeführt  worden,  wobei  hier  immer  zwei 
Beobachter  und  ein  Gehillfe  für  die  Inductordrehung  zusammen 
gewirkt  halten.  Ks  waren  hiebei  alle  Inductionsbeobachlungen 
an  beiden  Scalen  gleichzeitig  gemacht  worden,  was  etwas  gros- 


138  W.  Weber  und  F.  Zöllner, 

sere  Sicherheit  gewahrt,  aber  nicht  unbedingt  nothwendig  ist: 
würden  diese  Beobachtungen  nur  an  einer  Scale  gemacht,  so 
könnte  die  ganze  Messung  in  der  gegebenen  Zeit  von  einem 
Beobachter  mit  einem  Gehulfen  ausgeführt  werden. 

Die  angeführten  Resultate  von  8  Widerstandsmessungen, 
von  denen  die  3  ersten  genauer  beschrieben  worden  sind,  gelten 
nun  zwar  alle  für  denselben  Normalleiter,  aber  nicht  für 
dieselbe  Temperatur,  sondern  es  war  die  Temperatur  des 
Normalleiters  nach  obigen  Angaben  im  Mittel : 

bei  der 

ersten  Messung,  wo  w  =  40,36085  •  10'°,  /  =  20°  85  eent. 

zweiten  »  »  w  =  40,5907  •  40*»,  /  =  26°  62  » 

dritten  »  »  ^=  10,7098  •  10*«,  t  =  24°  58  » 

vierten  »  »w  =  10,755  .  10",  f  =  24?  50  » 

fünften  »  »  «7  =  4  0,148  •  10«°,  t  =  17°  72  » 

sechsten  »  »  w  =  40,622  •  10«°,  t  =  20°  86  ■ 

siebenten  »  »  w  =  10,613  •  10»°,  t  =  20°  57  » 

achten  »  »u?=  10,655  -  10»°,  t  =  20?  74  » 

Abgesehen  von  der  Temperatur  findet  noch  der  Unterschied  statt, 
dass  die  beiden  ersten  Messungen  mit  einer  200  Millimeter 
langen  Galvanometernadel,  alle  anderen  mit  einer  400  Millimeter 
langen  Nadel  gemacht  worden  waren. 

Nach  bekannten  Beobachtungen  können  diese  bei  verschie- 
denen Temperaturen  des  Normalleiters  gemachten  Widerstands- 
messungen  leicht  auf  eine  mittlere  Temperatur,  z.  B.  von  24°  cent., 
reducirt  werden?  nämlich  durch  Multiplication  des  gefundenen 
Werthes  von  w  mit  dem  Fatcor  (4  +  0,00374  •  0),  wo  G  die 
Differenz  bezeichnet,  um  welche  die  Temperatur  des  Normal- 
leiters unter  24°  cent.  war.  Es  ergiebt  sich  hiernach  der  Wider- 
stand des  Normalleiters  bei  24°  cent. 

aus  der  ersten  Messung  w  =  10,48166  •  10i° 

»  »   zweiten  »  w  =  10,48776  .  10»° 

»  »  dritten  »  w  =  40,68656  •  10«° 

»  »   vierten  »  w  =  10,735     •  1010 

»  »   fünften  »  </;  =  10,382     •  40»o 

»  »   sechsten  »  w=  10,7458   •  1010 

»  »   siebenten  »  m;  =  10,7478   •  101" 

»  »achten  »  w  =  10,7441  -10»°. 

Beachtet  man  endlich  noch,  dass  die  ersten  beiden  Messungen 


Digitized  by  Google 


Über  Einrichtungen  zum  Gebrauch  absoluter  Maassb  etc.  139 

mit  einer  200  mm,  die  6  letzten  Messungen  mit  einer  100  mm 
langen  Nadel  gemacht  worden  waren  ,  so  leuchtet  ein,  dass  eine 
genaue  Vergleichung  dieser  Messungen  noch  eine  andere  Re- 
duction  derselben,  nänilich  auf  unendlich  kleine  Nadellange, 
fordert. 

Die  Nadellänge  von  200  mm  war  nahezu  nur  £  des  Multi- 
plicatordurchmessers ,  die  Nadellange  von  100  mm  also  nur  -fo. 
Für  so  kleine  Nadellangen  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Correction 
des  Widerstands  w  wegen  der  Nadellange  dem  Quadrate  der 
Nadellange  sehr  nahe  proportional  sein  müsse,  bei  200  mm  langer 
Nadel  also  4  Mal  grösser  als  bei  100  mm  langer  Nadel,  und  dass 
folglich  der  Unterschied  der  mit  beiden  Nadeln  ausgeführten 
Messungen  3  Mal  grösser  sein  soll,  als  die  ganze  an  den  mit  der 
kleineren  Nadel  ausgeführten  Messungen  anzubringende  Cor- 
rection. 

Es  ergiebt  sich  nun  der  mit  der  längeren  Nadel  gemes- 
sene Widerstand  des  Normalleiters  bei  24°  cent.  Temperatur  im 
Mittel  aus  den  beiden  ersten  hier  näher  beschriebenen  Mes- 
sungen =  10,4847  •  10lü;  der  mit  der  kürzeren  Nadel  gemes- 
sene Widerstand  bei  derselben  Temperatur  aus  der  dritten, 
ebenfalls  hier  näher  beschriebenen  Messung  =  10,68656  •  10,(); 
folglich  der  dritte  Theil  ihrer  Differenz 

=  0,06728  •  10io 

als  Correction  für  die  mit  100  mm  langer  Nadel  gemachten  Mes- 
sungen ,  und  ferner  die  Correction  für  die  mit  200  mm  langer 
Nadel  gemachten  Messungen  viermal  grösser 

=  0,26912  .  10io. 

Nach  diesen  Correctionen  erhält  man  endlich  den  Widerstand  w 
des  Normalleiters  bei  24°  cent.  Temperatur 

aus  der  ersten  Messung  =  10?75079  •  1010 
»  »  zweiten  »  =  10,75689  ■  10to 
»     »   dritten      »      ==  10,75384  •  10'°, 

im  Mittel  also  aus  diesen  3  Messungen 

w  =  10,75384  •  10io. 
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Nachdem  auf  die  beschriebene  Weise  ein  Normalleiter 
hergestellt  worden  ist,  dessen  Widerstand  jederzeit  nach  abso- 
lutem Maasse  genau  bestimmt  werden  kann,  so  ist  dadurch  der 
Weg  gebahnt  zu  stetem  Gebrauche  nicht  blos  des  absoluten 
Widerstandsinaasses,  sondern  überhaupt  zum  Gebrauche  lauter 
absoluter  Maasse  in  der  ganzen  Elektrodynamik. 

Die  Elektrodynamik  bietet  drei  Arten  von  Grössen  für 
Messungen  dar,  nämlich  elektromotorische  Kräfte,  Lei- 
tungswiderstände und  Stromintensitäten,  die  nach  den 
O/im'schen  Gesetzen  in  solcher  Beziehung  zu  einander  stehen, 
dass,  wenn  die  Grössen  zweier  Arten  gemessen  werden  können, 
die  Grössen  der  dritten  Art  durch  Rechnung  daraus  bestimmt 
werden  können. 

Nun  können  Stromintensitäten  aus  Fernwirkungen  der 
Ströme  auf  Magnete  oder  andere  Ströme  nach  absolutem  Maasse 
bestimmt  oder  gemessen  werden,  nämlich  mit  Hülfe  von  Galva- 
nometern und  Dynamometern ;  kommen  also  zu  diesen  ab- 
soluten  Strommessungen  nun  noch  absolute  Widerstands- 
messungen hinzu,  so  ist  dadurch  der  Weg  auch  für  absolute 
Messungen  elektromotorischer  Kräfte  gebahnt. 

Es  ist  aber  zu  diesem  Zwecke  nolhwendig,  nicht  blos  einen 
Normalleiter  zu  haben,  dessen  Widerstand  zu  jeder  Zeit  nach 
absolutem  Maasse  bestimmt  werden  kann ,  sondern  es  wird 
ausserdem  erfordert,  jederzeit  auf  dem  Wege  der  Beobachtung 
auch  über  Gleichheit  oder  Ungleichheit  zweier  Leiter  ent- 
scheiden und  dadurch  zur  Herstellung  von  W  iderstandsscalen 
nach  absolutem  Maasse  in  Stand  gesetzt  zu  werden.  Die  zur 
Ausführung  solcher  Beobachtungen  zu  trollenden  Einrichtungen 
sollen  zum  Gegenstand  genauerer  Erörterung  in  einer  künftigen 
Abhandlung  gemacht  werden. 

Solche  Einrichtungen  vorausgesetzt,  kann  auch  die  Kennt- 
niss  elektromotorischer  Kräfte  nach  absolutem  Maasse  aus 
gewonnener  Kennlniss  absoluter  Widerstände  und  Stroni- 
intensitäten  erlangt  werden,  wie  aus  folgendem  Beispiele  sich 
näher  ergiebt,  welches  zeigt,  wie  absolute  Maassbestimmungen 
elektromotorischer  Kräfte  einer  Po/ta'schen  Säule  oder  einer 
Induktionsmaschine  und  deren  Änderungen  zugleich  mit  den 
Widerständen  derselben  und  deren  Änderungen  ge- 
wonnen werden  können. 

Selzt  man  voraus,  was  entweder  wirklich  stattfindet  oder 
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leicht  herzustellen  ist,  dass  die  Widerstände  des  Inductors  und 
Multiplicators  gleich  seien,  und  bezeichnet  mit  e  und  x  die 
elektromotorische  Kraft  und  den  Widerstand  der  Säule 
oder  Inductionsmaschine  zu  Anfang,  ferner  mit  e  +  e  und  £C  +  £ 
dieselben  zu  irgend  einer  späteren  Zeit,  und  bezeichnet  endlich 
drei  zu  Anfang  gemessene  Stromintensitäten  mit  t°,  V 
und  i",  und  dieselben  zu  jener  spätem  Zeit  mit  i0,  i,  und  /„, 
wo  nämlich  t°  und  1 0  die  Stromintensitäten  der  Säule  oder  In- 
ductionsmaschine sind,  wenn  dieselbe  blos  durch  den  den  Mul- 
tiplicator  bildenden  Theil  des  Normalleiters  geschlossen  wird, 
folglich  der  Widerstand  der  Kette  =  x  -h  ist;  ferner  i*  und 
i,  dieselbe  Bedeutung  für  die  durch  den  ganzen  Normalleiter 
geschlossene  Kette  haben,  der  Widerstand  der  Kette  folglich 
=  x  -+-  w  ist;  endlich  i"  und  i„  auch  dieselbe  Bedeutung  haben, 
aber  für  die  von  beiden  Theilen  des  Normalleiters,  Multipli- 
cator  und  Inductor  neben  einander,  geschlossene  Kette, 
deren  Widerstand  folglich  =  x  +  \w  ist. 

Nach  den  OAro'schen  Gesetzen  ergiebt  sich  hieraus  für  die 
Ströme  zu  Anfang: 


•t  P  1t 

l   =   ;  ,  I 


x  +  \io'>  X  +  w1  ~~  x  \ 

für  die  Ströme  zur  andern  Zeit: 

e  +  s  .  e  +  e  _   e  +  e 

,()  _  x  +  S  +  iw  1         h  ~~  x~+T+lv '  f"  ~~  x  +  f+iw  ' 

Aus  den  drei  ersten  Gleichungen  folgt: 

9  x  -      V  1-1  -  1 

aus  den  drei  letzten  Gleichungen  folgt: 

2  SL+i  =     *L_   _  *    s  J-  .      ,  -  1; 
w  «o  -  »/  2  '//  -  «o 

und  hieraus  wird  erhalten  : 

Es  brauchen  daher  nur  die  beiden  Ströme  *°  und  i'  zu  Anfang 
und  die  beiden  Ströme  *0  und  i,  zur  anderen  Zeit  gemessen 
zu  werden,  weil  der  dritte  Strom  i'  oder  i„  aus  ihnen  berechnet 
werden  kann.  Die  Messung  der  beiden  Ströme  i"  und  i*„  dient 
daher  nur  zur  Vergleichung  der  berechneten  Werthe  mit  den 
Math-phys.  Classe  1880.  <0 
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gemessenen,  und  dadurch  zur  Prüfung  der  Genauigkeit  der 
Messunsen. 

Aus  der  Differenz  obiger  Werthe  von  -  und  — — —  ergiebt 
sich  die  Gleichung : 

l  _  i  ijk  ?  \ 

und  aus  obigen  Gleichungen  für  tü,  f}  /„  und  i, 
e  =  [x  ■+■  $tv)  t°  =  (x  •+■  w)  f 
e  -h  £  =  [x  +  f  +  jto)  ?o  =  (sc  4-  f  +  M?)  i, 
woraus  erhalten  wird 

folglich 

i.x/Joi  <!^L\. 

Es  bedarf  also,  ausser  den  zu  Anfang  zu  machenden  Mes- 
sungen der  Ströme  i°und  für  jede  andere  Zeit  nur  noch  der 
Messung  der  Ströme  t0  und  i,  um  die  Aenderung  der  elektro- 
motorischen Kraft  sowohl  als  auch  des  Widerstandes  der 
Säule  oder  Inductionsmaschine  in  der  Zwischenzeit  zu  erfahren, 
und  diese  beiden  Messungen  unterscheiden  sich  von  einander 
blos  dadurch,  dass  zwischen  Säule  (oder  Inductionsmaschine) 
und  Multiplicator  der  Inductor  entweder  ausgeschlossen  bleibt 
oder  eingeschaltet  w  ird,  was  ohne  Zeitverlust  vermittelst  eines 
Commutators  leicht  bewerkstelligt  werden  kann. 

Werden  die  Ströme  mit  der  Tangentenboussole  gemessen, 
deren  Multiplicator  vom  Normalleiter  gebildet  wird,  so  wird 

1'OaItgvO,       |'-|tgt>',       t0«Itgt;0,       i,  =  Itgt»' 

gefunden,  wo  T  die  horizontale  Componente  des  Erdmagnetis- 
mus, und  v°j  v\  vQl  v,  die  beobachteten  von  den  Strömen  t°, 
V y  i°,  i,  hervorgebrachten  Nadelablenkungen  bezeichnen,  und 
q  die  aus  der  Gonstruction  des  Multiplicators  bekannte  Gonstante. 
Substituirt  man  diese  Werthe,  so  erhält  man 

I  —  l  /  tg  vo  _  tg*>  \ 
u>       *  \  tg  «'o  -  lg  v,        tg  v°  -  tg  v'  I 

-  =s  —  (  ^3  tg  tilgt/  \ 

w       lq  \  tg  v0  -  tg  t>,         tg  v°  —  tg  v'  )  ' 
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In  allen  Fallen,  wo  der  absolute  Werth  der  zu  messen- 
den elektromotorischen  Kräfte  besonders  in  Betracht  kommt, 
dürfte  es  angemessen  erscheinen ,  jeder  solchen  Beobachtungs- 
reihe eine  genaue  Widerstandsmessung  des  Normalleiters  vor- 
ausgehen und  folgen  zu  lassen.  Doch  kann  derselbe  Zweck 
noch  leichter  und  vollkommener  dadurch  erreicht  werden,  dass 
zwischen  den  angegebenen  Strommessungen  t°,  i"  und  ?"0,  i, 
eine  Beobachtungsreihe  zur  Bestimmung  der  bei  einer  blos  aus 
Inductor  und  Multiplicator  gebildeten  Kette  durch  einen  Induc- 
tionsstoss  hervorgebrachten  Nadelelongation  a  eingeschaltet 
wird,  welche  in  einer  ebensolchen  Beihe  von  Inductions- 
beobachtungen  besteht,  wie  bei  jeder  Widerstandsmessung 
zur  Bestimmung  der  Geschwindigkeit  C  gemacht  wurde. 

Sind  ausserdem  aus  vorher  oder  nachher  gemachten  Schwin- 
gungs-  und  Torsions -Beobachtungen  die  Werthe  7",  T,  l\  l 
bekannt,  so  kann  C  und  et  bestimmt  werden  und  es  wird  w  = 

7t2  ^2  gefunden.    Die  Untersuchung  der  elektromotorischen 

Kraft  und  des  Widerstandes  einer  Säule  oder  Inductionsmaschine 
und  deren  Variationen  w  ird  dadurch  selbständig  und  unabhängig 
von  allen  willkürlichen  Voraussetzungen  gemacht. 
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W.  Hankel,  Heber  die  Enluickelung  polarer  ElektriciUH  in 
hemimorphen  Krystallen  durch  Aenderung  des  Druckes  in  der 
Richtung  der  unsymmetrisch  ausgebildeten  Axen.*) 

Die  Herren  Jacques  und  Pierre  Curie  haben  die  Entdeckung 
gemacht2),  dass  heim  Zusammenpressen  hemimorpher  Krystalle 
in  der  Richtung  ihrer  unsymmetrisch  ausgebildeten  Axen,  und 
ebenso  auch  wieder  beim  Nachlassen  einer  solchen  Pressung 
an  den  Enden  der  genannten  Axen  entgegengesetzte  Elek- 
trieitälen  auftreten,  und  zwar  in  der  Weise,  dass  jedes  Ende 
beim  Zusammendrücken  gerade  die  entgegengesetzte  Polarität, 
zeigt,  als  beim  Nachlasssen  des  Druckes.  Sie  stellen  diese  Vor- 
gänge in  Parallele  mit  der  auf  denselben  Krystallen  durch  Acn- 
derungen  der  Temperatur  erzeugten  Thermoelektricität,  und 
hallen  sich  zufolge  ihrer  Untersuchungen  zu  dem  Ausspruche 
des  nachstehenden  allgemeinen  Gesetzes  berechtigt: 

»Quelle  (tue  soit  la  cause  determinante,  toutes  les  fois,  qu'un 
cristal  hemiedre  a  faces  inclinees,  non  condueteur,  se  contracle, 
il  y  a  formalion  de  poles  electriques  dans  un  certain  sens;  tou- 
tes les  fois,  que  le  cristal  se  dilate,  le  degagement  d'electricite 
a  lieu  en  sens  contrairc.« 

An  dieses  allgemeine  Gesetz  fügen  sie  noch  folgenden  Zu- 
satz an :  »Si  celte  maniere  de  voir  est  exaete,  les  effets  dus  a  la 
compression  doivent  elrede  meme  sens  que  ceux  dus  a  l'echauf- 
fement  dans  une  substance  possedanl  suivant  Taxe  d'hemiedrie 
un  coöfficient  de  dilatation  negatif.« 

Die  Herren  J.  und  P.  Curie  heben  hervor ,  dass  sich  ihre 
Untersuchungen  erstreckt  haben  auf  die  Krystalle  der  Blende, 

1}  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  24.  Nov.  t880. 

2)  Döveloppement,  par  pression,  de  l'electriciUS  polaire  dans  les  cri- 
staux  h6miedres  ä  faces  inclinees.  Note  de  MM.  Jacques  et  Pierre  Curie, 
pr6sente*c  par  M.  Friedet.  Compt.  rend.  hebd.  d.  Söauces  de  l'Acad.  des 
Sciences.  Bd.  91.  S.  294  u.  295. 
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des  chlorsauren  Natrons,  des  Boracits,  des  Turmalins,  des 
Bergkrystalls,  des  Kieselzinkerzes,  des  Topases,  der  gewöhn- 
lichen Weinsäure,  des  Zuckers  und  des  Seignettesalzes. 

Das  obige  Gesetz,  so  sehr  es  auch  durch  die  in  ihm  aufge- 
stellte einfache  Beziehung  zwischen  den  Verschiebungen  der 
Moleküle  und  der  infolge  derselben  auftretenden  Eleklriciläten 
für  sich  einnehmen  möchte,  hat  aber,  wie  ich  zeigen  werde, 
keine  allgemeine  Gültigkeit.  Während  bei  einem  Theile  der 
hemimorphen  Krystalle  Druck  und  Erkaltung,  und  ebenso  wie- 
der Nachlassen  des  Druckes  und  Erwärmung  die  gleiche  elek- 
trische Polarität  erzeugen,  tritt  bei  einem  andern  Theile  der 
umgekehrte  Vorgang  ein ;  es  geben  bei  diesen  letzteren  Kry- 
stallen  Druck  und  Erwärmung  ,  und  ebenso  wieder  Nachlassen 
des  Druckes  und  Erkaltung  dieselbe  Art  von  elektrischer  Span- 
nung an  den  Enden  der  hemimorphen  Axe. 

Unter  den  von  J.  und  P.  Cime  zum  Boweise  der  Allgemein- 
gülligkeit  des  aufgestellten  Gesetzes  angeführten  Krystallen  fin- 
den sich  zunächst  drei  (die  Blende,  das  chlorsaure  Natron  und 
das  Seigncttesalz)  ,  deren  lhermoeIektriscb.es  Verhallen  noch 
nicht  hinreichend  festgestellt  ist.  Ich  lasse  dieselben  also  für 
jetzt  bei  Seile.  Ferner  findet  sich  in  jener  Aufzählung  der 
Topas.  Die  Krystalle  dieses  Minerales  sind  aber,  wie  ich  be- 
reits im  Jahre  4869  in  meiner  Abhandlung  über  die  Ihermoelek- 
trischen  Eigenschaften  des  Topases*)  nachgewiesen  habe,  nicht 
hemimorph.  Es  bleiben  also  aus  dem  obigen  Verzeichnisse  als 
thermoelektrisch  sicher  bestimmte  hemimorph  gebildete  Kry- 
stalle nur  übrig  :  der  Boracit,  der  Turmalin  ,  der  Bergkryslall, 
das  Kieselzinkerz,  die  gewöhnliche  Weinsäure  und  der  Bohr- 
zucker. 

Ausser  den  von  J.  und  P.  Curie  untersuchten  Substanzen 
existiren  nun  aber  noch  einige  sehr  ausgezeichnet  hemimorphe 
und  zugleich  stark  thermoelektrische :  das  neutrale  weinsaure 
Kali2),  der  Milchzucker3)  und  der  Slruvit. 

Bei  sechs  der  genannten  Substanzen,  dem  Boracit,  dem  Tur- 


1)  Ahhandl.  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.  Bd.  XIV.  S.  370. 

2}  Die  hemimorphe  Bildung  und  das  thermoelektrische  Verhalten  des 
neutralen  Weinsäuren  Kalis  habe  ich  bereits  1841  in  Pogg.  Annal.  Bd.  53. 
S.  620  dargelegt. 

3)  Das  thermoelektrische  Verhalten  des  Milchzuckers  werde  ich  in 
einer  späteren  Abhandlung  erläutern. 
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malin,  dem  Kieselzinkerz,  der  Weinsäure,  dem  Rohrzucker  und 
dem  Milchzucker,  geben  nun  Fressung  und  Abkühlung  die 
gleiche  Polarität,  und  ebenso  wieder  Nachlassen  des  Druckes 
und  Erwärmung.  Bei  den  drei  übrigen,  dem  Bergkrystalle, 
dem  neutralen  weinsauren  Kali  und  dem  Struvit,  erzeugt  da- 
gegen Pressung  dieselbe  Elektricität  wie  Erwärmung,  und  Nach- 
lassen des  Druckes  dieselbe  wie  Erkaltung. 

Von  diesen  drei  letzten  Substanzen  sind  das  neutrale  wein- 
saure Kali  und  der  Struvit  von  J.  und  P.  Curie  nicht  geprüft 
worden,  wohl  aber  der  Bergkrystall.  Es  bedarf  daher  einer 
Erläuterung,  wie  die  Genannten  dazu  gekommen  sind,  ihre  Be- 
obachtungen am  Bergkrystalle  als  eine  Bestätigung  ihres  Ge- 
setzes zu  betrachten,  obwohl  solche,  wie  zuvor  angeführt,  that- 
sächlich  mit  demselben  im  Widerspruche  stehen. 

In  meiner  Abhandlung  über  die  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften des  Bergkrystalles1)  habe  ich  im  Jahre  1866  nachge- 
wiesen, dass  die  Bergkrystalle  in  der  Richtung  der  Nebenaxen 
hemimorph  gebildet  sind,  und  daher  auch  an  den  Enden  jeder 
der  drei  Nebenaxen  entgegengesetzte  elektrische  Pole  tragen. 
Beim  Erwarmen  sind  diejenigen  Seitenkanten  des  sechsseitigen 
Prismas  eines  einfachen  Bergkrystalles ,  an  welchen  die  soge- 
nannten Rhombenflachen  und  die  Flachen  der  trigonalen  Tra- 
pezoeder  liegen,  negativ,  beim  Abkühlen  positiv;  dagegen  zei- 
gen die  entgegengesetzten  Axenenden,  wo  jene  Flachen  also 
fehlen ,  bei  steigender  Temperatur  positive  und  bei  sinkender 
negative  Polarität. 

Im  Jahre  1879  hat  nun  Herr  Ch.  Friedel2)  den  Bergkrystall 
von  Neuem  untersucht.  Er  verband  eine  in  kochendem  Wasser 
erhitzte  Metallkugel  durch  einen  dünnen  Draht  mit  dem  Elek- 
trometer und  beobachtete  den  Ausschlag  desselben ,  wenn  die 
heisse  Kugel  auf  die  Kante  des  Bergkrystalles  (oder  vielmehr 
auf  eine  an  ihrer  Stelle  angeschliffene  Flache)  gelegt  wurde. 
Aus  diesen  Versuchen  glaubte  er  auf  eine  gerade  entgegen- 
gesetzte elektrische  Vertheilung,  als  solche  von  mir  angegeben, 
sch Hessen  zu  müssen. 

In  einer  im  Laufe  dieses  Jahres  (1880)  in  dem  ersten  Hefte 


1)  Abhandl.  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wissensch.  Bd.  XIII.  S.  323—392. 

2)  Sur  la  pyroelectricitö  dans  la  topaze,  la  blende  et  le  quartz.  Bullet, 
de  la  sociale  mineralogiquc  de  France.  Bd.  2.  S.  H. 
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dieser  Berichte  S.  71  veröffentlichten  Abhandlung1)  habe  ich 
aber  nachgewiesen,  dass  Herr  Friedet  mittelst  seines  Verfahrens 
gar  nicht  die  infolge  von  Temperaturänderungen  in  der  Masse 
des  Krystalles  erzeugten  elektrischen  Spannungen,  sondern  eine 
ganz  andere  Erscheinung,  nämlich  die  von  mir  in  jener  Abhand- 
lung dargelegte  directe  Umwandlung  der  Wärmestrahlung  in 
Klektricität  beobachtet  hat.  Bei  diesem  letzleren  Vorgange  ent- 
steht beim  Eintritt  der  Strahlung  dieselbe  elektrische  Polarität, 
wie  solche  sonst  auf  dem  erkaltenden  Bergkrystalle  wahrte- 
nommen  wird.  Indem  Herr  Friedet  die  unmittelbar  nach  dem 
Auflegen  der  eisernen  Kugel  gefundene  elektrische  Spannung 
derErhitzung  zuschrieb,  wurden  seine  Angaben  über  die  durch 
Temperaturänderungen  erzeugten  Polaritäten  gerade  die  ent- 
gegengesetzten von  den  thatsächlich  durch  diese  Aenderungen 
hervorgerufenen. 

Wenn  nun  die  Herren  J.  und  P.  Curie  die  von  Herrn  Friede! 
angegebene  elektrische  Vertheilung  am  Bergkrystalle  als  der 
Aenderung  der  Temperatur  entstammend  zu  Grunde  legten, 
so  mussten  sie  der  Ansicht  sein,  dass  ihr  oben  ausgesprochenes 
Gesetz  auch  für  den  Bergkrystall  Geltung  habe,  während  doch 
in  Wirklichkeit  die  an  ihm  beobachteten  Erscheinungen  jenem 
Gesetze  widersprechen.  Dieser  Widerspruch  lässt  sich  auch 
nicht  mittelst  des  oben  S.  1 44  angeführten  Zusatzes  beseitigen ; 
denn  der  Bergkrystall  besitzt  in  der  Richtung  der  Nebenaxen 
einen  positiven  Ausdehnungscoefficienten ,  und  zwar  ist  der- 
selbe sogar  grösser  als  in  der  Richtung  der  Hauptaxc. 

4)  Ueber  eine  directe  Umwandlung  der  Schwingungen  der  strahlenden 
Wärme  in  Elektricität. 
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der 

Fürstlich  Jablonowskfschen  Gesellschaft. 


Leipzig,  im  April  1881. 
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Die  von  der  historisch-nationalökonomischen  Section  für 
das  Jahr  1880  gestellte  Preisfrage  über  die  griechischen  Wörter 
der  lateinischen  Sprache  hat  drei  nmfangreiche  Hearheitungen 
gefunden,  nämlich 

A  mit  dem  Motto  :  Tngenioium  Graeciae  flatu  impellimur. 
Flin. 

15  mit  dem  Motto :  Qui  Stadium  etc. 
C  mit  einem  Motto  aus  Horaz. 

Alle  drei  Arbeiten  sind  von  der  Gesellschaft  sorgfältig 
geprüft  worden.  Dieselbe  erkennt  in  allen  dreien  den  großen 
Fleiß  an,  mit  welchem  die  sehr  bedeutende  Masse  der  latei- 
nischen aus  dem  Griechischen  entlehnten  Wörter  gesammelt 
und  geprüft  ist.  Namentlich  ist  die  mit  15  bezeichnete  Schrift 
aus  weit  angelegten  Vorarbeiten  hervorgegangen.  Allein  der 
Preis  konnte  der  letzteren  schon  deshalb  nicht  zuerkannt  wer- 
den, weil  sie  einerseits  in  einigen  wichtigen  Stücken  gegen  A 
zurückstand,  andrerseits  aber  größtenteils  in  einem  unfer- 
tigen Zustande  vorlag.  Gleichmäßiger  ist  C  durchgeführt, 
aber  bei  dieser  Arbeit  vermisste  man  fast  ganz  die  Feststellung 
der  sprachlichen  Kriterien,  welche  die  Grundlage  der  ganzen 
Untersuchung  bilden  musste. 

Da  nun  die  Abhandlung  A  in  allen  wesentlichen  Punkten 
den  gestellten  Fordeningen  entsprach  und  sich  namentlich 
durch  vollständige  Durchführung,  durch  genaue,  umsichtige 
und  selbständige  Behandlung  der  sprachwissenschaftlichen 
Grundlage,  so  wie  durchaus  durch  Sauberkeit  der  Ausführung 
und  Beherrschung  des  Stoffes,  so  wie  der  einschlägigen  Iit- 
teratur  empfahl,  so  beschloss  die  Gesellschaft  dieser  mit  dem 
Motto:  Ingeniorum  Graeciae  flatu  impellimur.  Plin.  bezeich- 
neten Arbeit  den  Preis  zu  ertheilen,  jedoch  unter  der  Bedin- 
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gung,  dass  der  Verfasser  sich  bereit  erklärte,  einige  mehr  auf 
die  äußere  Anordnung  als  auf  den  innern  Gehalt  der  Arbeit 
bezügliche  Rathschlä^e  sich  anzueignen  und  die  danach  ver- 
besserte Schrift  noch  einmal  in  druckfertigem  Znstande  vorzu- 
legen. Für  diesen  Fall  beschloss  die  Gesellschaft  für  ihn  mit 
Bezug  auf  den  Umfang  der  Aufgabe  und  die  erneute  Bemühung 
den  Preis  von  700  Mark  auf  1000  Mark  zu  erhöhen. 

Als  Verfasser  ergab  sich  nach  Öffnung  des  Couverts 

Dr.  Oscar  Weise 

Gymnasiallehrer  in  Eisenberg  Sachsen- Altenburg) . 

Derselbe  machte  sich  auf  geschehene  Anfrage  anheischig,  der 
von  der  Gesellschaft  gestellten  Bedingung  zu  entsprechen .  Den 
unter  B  und  C  bezeichneten  Bewerbern  steht  es  frei,  sich  ihre 
Arbeiten  unter  Angabe  des  vollständigen  Mottos  der  betreffen- 
den Schrift  von  dem  Secretär  des  Jahres  1880  zurückgeben  zu 
lassen. 

Auf  die  für  18S0  ausgeschriebene  Aufgabe  der  mathema- 
tisch-naturwissenschaftlichen  Section  ist  eine  Bewerbungs- 
schrift  nicht  eingegangen. 


Für  die  Jahre  1881  bis  1884  sind  von  der  Gesellschaft 
folgende  Preisaufgaben  gestellt  worden : 

I.  Historisch -nationalökonomische  Section. 

1.  Für  das  Jahr  1881. 

Im  Andenken  an  die  Wünsche  und  Bestrebungen  ihres 
erlauchten  Stifters  und  in  Erinnerung  an  die  vortreffliche  Lö- 
sung, die  einst  die  Preisaufgabe  über  die  polnische  Geschicht- 
schreibimg des  Mittelalters  durch  Herrn  Professor  Heinrich 
von  Zeissberg  gefunden,  wünscht  die  Gesellschaft, 

Regesten  der  polnischen  Könige  von  der 
Krönung  Przemyslaws  II.  1295)  bis  zum 
Tode  König  Alexanders  (1506), 
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als  eine  unentbehrliche  Grundlage  für  die  Bearbeitung  der 
polnischen  Reichsgeschichte  dieses  Zeitraumes,  hervorzu- 
rufen ,  indem  sie  sich  die  Regesten  der  beiden  Sigismunde  für 
den  Fall  einer  glücklichen  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe 
als  Thema  für  eine ,  vielleicht  später  zu  stellende  vorbehält. 
Die  Art  der  Bearbeitung  der  Regesten  wird  sich  allerdings 
nach  der  Natur  des  Stoffes  richten  müssen.  Doch  verlangt  die 
Gesellschaft,  dass  die  Ansprüche  der  heutigen  Wissenschaft 
in  Beziehung  auf  die  einleitungsweise  Besprechung  der  Kanz- 
leiverhältnisse ,  auf  die  Angabe  des  Inhalts  der  einzelnen  Ur- 
kunden, auf  die  Heranziehung  der  Schriftsteller  u.  s.  w.  mu- 
tatis  mutandis  in  ähnlicher  Weise  erfüllt  werden,  wie  dies 
etwa  in  der  Bearbeitung  der  Regesten  Kaiser  Karls  IV.  durch 
Huber  geschehen  ist.  Erforderlich  ist  vor  Allem  die  Samm- 
lung und  Sichtung  des  gedruckten  Materials,  so  erwünscht 
der  Gesellschaft  die  Herbeiziehung  neuen  Stoffes  aus  Archiven 
auch  sein  würde.  Am  zweckmäßigsten  erscheint  der  Gesell- 
schaft der  Gebrauch  der  lateinischen  Sprache ;  doch  soll  auch 
der  der  deutschen  Sprache  nicht  ausgeschlossen  sein,  in 
welchem  Falle  die  Gesellschaft  ihr  Eigenthumsrecht  durch 
Vorbehalt  aller  Rechte  zu  schützen  suchen  würde.  Preis 
700  Mark. 


2.  Für  das  Jahr  1882. 

In  der  vergleichenden  Grammatik  der  indogermanischen 
Sprachen  treten  gegenwärtig  die  Untersuchungen  über  den 
Vocalismus  besonders  hervor  und  haben  bereits  wichtige  Re- 
sultate geliefert.  Dabei  sind  die  einzelnen  Familien  des  indo- 
germanischen Sprachstammes  nicht  gleichmäßig  herangezo- 
gen worden,  namentlich  vermisst  man  eine  systematische  Be- 
handlung der  litauischen  und  slawischen  Sprachen  in  dieser 
Beziehung ;  die  Gesellschaft  wünscht  daher  eine 

vergleichende  Darstellung  des  litaui- 
schen und  slawischen  Vocalismus, 
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und  erwartet  von  einer  solchen  Arbeit  zunächst,  dass  sie  das 
Verhältniss  des  litauischen  zum  slawischen  \  ocalismus,  das 
noch  in  vielen  Punkten  unklar  ist,  festzustellen  suche,  dann 
aber  auch  ,  dass  sie  den  litauisch-slawischen  Vocalisraus  in 
Beziehung  setze  zu  den  Theorien  und  Problemen,  die  in  den 
neueren  Arbeiten  über  den  indogermanischen  Vocalisrnns 
überhaupt  niedergelegt  sind.   Preis  700  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  188M. 

Hei  der  hohen  Bedeutung,  welche  iu  unserem  »Zeitalter 
der  großen  Städte«  diejenigen  Krankheiten  der  Volkswirt- 
schaft haben,  die  auf  einem  Hinauswachsen  der  Einwohner- 
zahl in  den  Großstädten  über  die  Mittel  zur  Befriedigung 
ihrer  Bedürfnisse,  insbesondere  ihres  Wohnungsbedürfnisses 
beruhen,  ist  die  Frage  von  Wichtigkeit,  ob  auch  im  Alter- 
thume  ähnliche  Erscheinungen  vorgekommen  sind,  und  welche 
Mittel  man  zu  ihrer  Heilung  damals  versucht  hat.  Namentlich 
für  Kom  geben  die  literarischen,  wie  die  gesetzgeberischen 
Quellen  ziemlich  ergiebigen  Aufschluss;  doch  fehlt  es  auch 
für  andere  Großstädte  nicht  an  Material.  Die  Gesellschaft 
wünscht  nun 

eine  möglichst  vollständige  Zusammen- 
stellung der  T  h  a  t  s  a  e  h  e  n  ,  welche  sich  auf 
die  Übervölkerung,  zumal  die  WohnungS- 
noth  der  antiken  Großstädte  beziehen. 

Dabei  würde  also  das  Mittelalter  auszuschließen  sein, 
und  z.  B.  Constantinopel  nur  für  die  Zeit  vor  Justinian  in 
Betracht  kommen.  Andererseits  wäre  eine  Berücksichtigung 
der  mit  der  Wohnungsfrage  so  eng  zusammenhängenden 
Fragen  der  Wasserversorgung  und  der  Unrathsabfuhr  durch- 
aus erwünscht.    Preis  700  Mark. 

4.  Für  das  Jahr  1S84. 

Die  Grenze  zwischen  dem  hochdeutschen  und  nieder- 
deutschen Sprachgebiete  zwischen  Rhein  und  Elbe  ist  in  den 
letzten  Jahren  Gegenstand  gründlicher  Untersuchungen  ge- 
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wesen  und  die  nach  Maßgabe  unserer  Quellen  zu  erzielenden 
Resultate  sind  in  der  Hauptsache  wohl  als  festgestellt  zu  be- 
trachten. Anders  steht  es  auf  dem  rechten  Elhufer  nach  Osten 
zu.  liier  ist  weder  der  gegenwärtige  Bestand  genau  und  sicher 
festgestellt,  noch  sind  die  geschichtlichen  Quellen  herbeige- 
zogen, um  den  früheren  Bestand,  so  weit  es  möglich  ist,  zu 
cons  tarieren.  Die  Gesellschaft  wünscht  «daher 

eine  Darstellung  d.er  geschichtlichen  K n t- 
wicklung  und  des  gegenwärtigen  Bestan- 
des  der  Grenze  zwischen  dem  hochdeut- 
schen und  dem  niederdeutschen  Sprach- 
gebiete östlich  der  Kl  he. 

Die  Heigabe  einer  Karte  wird  dringend  gewünscht.  Treis 
700  Mark. 

II.  Mathematisch -naturwissenschaftliche  Sectio«. 

I .  Fü  r  das  Ja  h  r  1  SS  1 

wird  die,  ursprünglich  für  1 877.  gestellte,  in  diesem  .fahr  aber 
nicht  beantwortete  Preisfrage  wiederholt. 

Der  nach  Kucke  benannte  und  von  diesem  Astronomen 
während  des  Zeitraumes  von  1 8 1 9 —  I  S  IS  sorgfältig  untersuchte 
Com  et  I,  ISIO.  hat  in  seiner  Bewegung  Anomalien  gezeigt, 
welche  zu  ihrer  Erklärung  auf  die  Hypothese  eines  wider- 
stehenden Mittels  geführt  haben.  Da  indessen  eine  genauere 
Untersuchung  der  Hahn  nur  über  einen  beschränkten  '1  heil 
des  Zeitraums  vorliegt,  über  welchen  die  Beobachtungen  seit 
17M>  sich  erstrecken,  und  die  von  Asten 'scheu  Untersuchun- 
gen, wenigstens  so  weit  dieselben  bekannt  geworden  sind,  noch 
SU  keinem  definitiven  Resultate  geführt  haben .  so  ist  eine 
vollständige  Neubearbeitung  der  Bahn  des  Enckeschen 
Cometen  um  so  mehr  wünschenswerth .  als  die  bisher  unter- 
suchten Bewegungen  anderer  periodischer  Cometen  keinen 
analogen  widerstehenden  Einfluss  verrathen  haben.  Die  Go^ 
Seilschaft  wünscht  eine  solche  vollständige  Neubearbeitung 
herbeizuführen,  und  stellt  desshalh  die  Aufgabe :  ••;  ■..-{ 
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die  Bewegung  des  Encke'schen  Cometen 
mit  Berücksichtigung  aller  störenden 
Kräfte,  welche  von  Einfluss  sein  können, 
vorläufig  wenigstens  innerhall)  des  seit 
dem  Jahre  1848  verflossenen  Zeitraums  zu 
untersuchen. 

Die  ergänzende  Bearbeitung  für  die  frühere  Zeit  behält 
sich  die  Gesellschaft  vor  eventuell  zum  Gegenstand  einer 
spätem  Preisbewerbung  zu  machen.  Preis  70(1  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1882. 

Für  manche  weniger  erforschte  Gebiete  der  Krystallogra- 
phie  hat  sich  das  Studium  der  durch  Einwirkung  von  Lösungs- 
und Corrosionsmitteln  auf  den  Krystallfiächen  erzeugten  sog. 
Ätzfiguren  in  hohem  Grade  ersprießlich  erwiesen.  Einer- 
seits ist  es  wünschenswerth,  die  zahlreichen,  in  dieser  Hin- 
sicht an  Mineralien  und  künstlichen  Kry stallen  gemachten, 
und  in  sehr  verschiedenen  Zeitschriften  seit  einer  langen 
Reihe  von  Jahren  mitgetheilten,  nur  lose  unter  einander  zu- 
sammenhängenden Untersuchungen  kritisch  zu  sammeln  und 
von  einem  bestimmten  wissenschaftlichen  Gesichtspunkt  aus 
zur  einheitlichen  Darstellung  zu  bringen,  insbesondere  aber 
auch  die  bisherigen  Ermittelungen  durch  weitere  neue  zu  ver- 
mehren und  zu  ergänzen,  wobei  noch  die  früher  weniger  erör- 
terten Fragen  Berücksichtigung  verdienen,  in  welcher  Weise 
die  Form  der  Ätzeindrücke  von  der  Natur  des  Ätzmittels 
und  von  der  Verschiedenartigkeit  der  Krystallfiächen  abhängig 
ist,  ferner,  wie  sich  die  Ätzeindrücke  bei  isomorphen  Sub- 
stanzen verhalten.  Andererseits  ist  es  aber  von  noch  höherer 
Bedeutung,  wenn  solche  ältere  und  selbständige  neue  Unter- 
suchungen dazu  verwerthet  werden,  durch  Entwicklung  neuer 
allgemein  gültiger  und  berechtigter  Sätze  unsere  Kenntnisse 
von  den  Cohäsions-  und  Structurverhältnissen  der  Krystalle 
zu  erweitern  und  die  Frage  zu  lösen,  ob  die  Ätzfiguren  die 
Form  der  den  Krystall  aufbauenden  Molecüle  wiedergeben. 
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Die  Gesellschaft  wünscht  daher 

eine  Zusammenstellung  unserer  bisherigen 
Kenntnisse  und  der  durch  selbständige 
Untersuchungen  nach  den  angegebenen 
Richtungen  hin  neugewonnenen  Erfah- 
rungen über  die  Atzfiguren  der  Krystalle, 
ferner  eine  daraus  sich  ergebende  Ablei- 
tung allgemeiner  Sätze,  welche  für  die 
Auffassung  der  Cohäsions-  und  Structur- 
verhältnisse,  so  wie  der  Molec ular be- 
schaff enheit  der  Krystalle  von  Wichtig- 
keit sind. 
Preis  700  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1883. 

Unser  Mitglied.  Herr  W.  Hankel,  hat  in  seiner  Abhand- 
lung »über  die  photo-  und  thermoelektrischen  Eigenschaften 
des  Flussspathes  im  20.  Ud.  der  Abh.  der  Königl.  Sachs. 
Ges.  d.  Wiss.,  12  Bd.  d.  Abh.  der  math.-phys.  Klasse) 
den  Nachweis  geführt,  dass  auf  farbigen  Flussspathkrystallen 
durch  die  Einwirkung  des  Lichtes  elektrische  Spannungen 
erregt  werden.  Diese  photoelektrische  Erregung  der  bezeich- 
neten Krystalle  ist  eine  Folge  der  Einwirkung  des  Lichtes  auf 
den  in  ihnen  enthaltenen  Farbstoff ;  die  hierdurch  eingeleiteten 
Vorgänge  werden  durch  die  Stmctur  der  Substanz  in  bestimm- 
ter Weise  beeinflusst,  so  dass  die  elektrischen  Vertheilungen 
in  strenger  Abhängigkeit  von  der  Gestalt  und  dem  Wachsthum 
der  Krystalle  erscheinen.  Dieselben  stehen  ferner  bei  dem 
Flussspath  in  engster  Beziehung  zu  den  durch  Temperatur- 
änderungen erzeugten  thermoelektrischen  Spannungen,  der- 
gestalt, dass  beim  Belichten  dieselben  Polaritäten,  wenn  auch 
in  größerer  oder  geringerer  Intensität,  auftreten,  wie  bei 
steigender  Temperatur.  Ob  bei  anderen  Krystallformen  und 
namentlich  bei  anderen  Farbstoffen  die  eben  erwähnte  Be- 
ziehung fortbesteht,  lässt  sich  im  Voraus  nicht  entscheiden. 
Für  eine  weitere  Verfolgung  der  elektrischen  Wirkungen  des 


Lichtes  werden  wahrscheinlich  nur  sehr  wenige  Mineralien 
außer  dem  Flnssspathe  tauglich  sein ;  dagegen  steht  zu  er- 
warten, dass  es  gelingen  werde,  auf  künstlich  dargestellten, 
mit  geeigneten  Farbstoffen  imprägnirten  Krystallen  die  photo- 
elektrischen Erscheinungen  hervorzurufen. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  als  Preisaufgabe  : 

Die  Nach  Weisung  und  nähere  Bestimmung 
der  durch  Einwirkung  des  Lichtes  auf 
künstlich  dargestellten  und  mit  geeig- 
neten Stoffen  gefärbten  Krystallen  hervor- 
gerufenen photoelektrischen  Spannungen, 
so  wie  ihrer  Beziehung  zu  den  durch  Tem- 
p  erat  n  rändern  ngen  erzeugten  therrao- 
elektrischen  Erregungen. 

Preis  700  Mark. 

4.  Für  das  Jahr  1S84. 

wiederholt  die  Gesellschaft  die  zunächst  für  18S0  ausgeschrie- 
bene, damals  aber  ohne  Bearbeitung  gebliebene  Aufgabe. 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der 
letzten  Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  säromt- 
licher  '1  liiere —  mit  Ausschluss  der  sog.  Protozoen  —  in  ähn- 
licher Weise  aus  Keimblättern  sich  aufbaut,  entsteht  die  Frage, 
ob  der  Antheil,  welchen  diese  Blätter  an  der  Entwickehmg 
der  einzelnen  Organe  und  Gewebe  nehmen,  überall  genau  der 
gleiche  ist  oder  nicht;  eine  Frage,  die  dann  naturgemäß  weiter 
zu  der  Untersuchung  fuhrt,  ob  dieser  Antheil  durch  die  spe- 
eifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder  durch  anderwei- 
tige Momente  bedingt  ist.  In  Anbetracht  der  großen  Bedeu- 
tung, welche  die  Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung 
der  thierischen  Organisation  hat.  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegrün- 
dete Kritik  der  Lehre  von  der  Homologie 
der  Keimblätter. 
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Da  die  zur  Bearbeitung  dieser  Aufgabe  Röthigen  Unter- 
suchungen einen  langem  Aufenthalt  an  der  See  nothwendig 
machen  dürften,  also  ungewöhnliche  Kosten  verursachen,  sieht 
sich  die  Gesellschaft  veranlasst,  den  dafür  ursprünglich  fest- 
gesetzten Preis  von  700  Mark  auf  1000  Mark  zu  erhöhen. 


Die  anonym  einzureichenden  Mewerbungsschriften  sind, 
wo  nicht  die  Gesellschaft  im  besonderen  Falle  ausdrücklich 
den  Gebrauch  einer  anderen  Sprache  gestattet,  in  deut- 
scher, lateinischer  oder  französischer  Sprache  zu 
verfassen,  müssen  deutlich  geschrieben  und  paginirt, 
ferner  mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten 
Couvert  begleitet  sein,  das  auf  der  Außenseite  das  Motto 
der  Arbeit  tragt,  inwendig  den  Namen  und  Wohnort  des 
Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  mit  dem 
30.  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  für  das 
Jahr  1SSI  Prof.  Dr.  W.  Sehe  ihn  er)  zu  richten.  Die  Re- 
sultate der  Prüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  durch 
die  Leipziger  Zeitung  im  März  oder  April  des  folgenden  Jah- 
•  res  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum 
der  Gesellschaft. 

• 

W.  Roscher,  Präses. 
6.  Curtius.   W.  Hankel.  A.  Leskien.  R.  Leuckart. 
W.  Scheibner.    G.  Voigt.   F.  Zarncke.    F.  Zirkel. 
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Jahrg.  1880.  Bd.  30.  Wien  1881. 

Astronomische,  magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der 
k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  im  J.  1880.  Jahrg.  41.  Hrsg.  von  C.  Horn- 
stein.   Prag  1881. 

Achtzehnter  Jahresbericht  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in 
Böhmen.  Für  das  Vereinsjahr  1879—80.  Prag  1880. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  18,  No.  I.  4.  Jahrg.  19,  No.  4-4.  Prag  4880.  84. 

Bibliothek  d.  mittelhochdeutschen  Litteratur  in  Böhmen.  Hrsg.  vom  Verein 
f.  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen.  Bd.  8.  Das  Leben  des  h. 
Hieronymus  in  der  Übersetzung  des  Bischofs  Johannes  VIII.  von  Ol- 
mütz,  hrsg.  v.  A.  Benedict.  Prag  1880. 

Mittheilungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  H.  29.  Graz  1881. 

Berichte  des  naturwiss.-medizin.  Vereines  in  Innsbruck.  Jahrg.  10  (1879). 

44  (4880  —  81).  Innsbruck  1880.  81. 
Zeitschrift  des  Ferdinandeums  für  Tirol  U.Vorarlberg.  8.  Folge.  H.  24.  25. 

Innsbruck  1880.  81. 
Viestnik  Hrvatskoga  arkeologi£kago  Druztva.  Godina  3,  Br.  1 — 4.  U  Za- 

grebu  1881. 

Das  k.  k.  Quecksilberwerk  zu  Idria  in  Krain.  Zur  Erinn.  an  d.  Feier  des 
HOOjähr.  ausschliesslich  staatlichen  Besitzes.  Hrsg.  von  der  k.  k. 
Bergdirektion  zu  Idria.  Wien  1881. 

Personalstand  u.  Ordnung  d.  öffentl. Vorlesungen  an  der  K.K.  Franz-Josefs- 
Universitfit  zu  Czernowitz  im  Winter-Sem.  4881/82. 

Acta  regiae  scient.  Universitatis  Claudiopolitanae  anni  1879—80,  Fase.  2. 
1880—81,  Fase.  1.  Kolozsvart  1880. 

A  Koloszväri  magvar  kir.  Tudom.-egvetem  Almanachja  4879  —  80.  röl. 
Kolozsvört  1880. 

A  Kolozsväri  magyar  kir.  Tudom.-egyetem  Tanrendje  az  1880 — 84  tane^v, 

feiere  2.  Kolozsvart  1880. 
ErdeMyi  Muzeum.  Az  Erd.  Muzeum  egylet  tört.  szakosztälyänak  közlönye. 

Szerkesti  Finäly  Henr.  VII.  evfolyam  (1881),  sz.  1—10.  Kolozs- 

värt  d.  J. 

Verhandlungen  des  Vereins  für  Natur- u.  Heilkunde  zu  Presburg.  N.  F. 
H.  3  (Jahrg.  1873—75).  4  (Jahrg.  1875—80).  Presburg  1880,  81. 

Abhandlungen  der  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  15 
(in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  LIV.  Bd.),  Abth.  3.  München  4  880. 

Abhandlungen  d.  mathemat.-physikal.  Cl.  der  k  bayer.  Akad.  d. Wissensch. 
Bd. 14  (in  d.  Reihe  d.  Denkschriften  d.  L.  Bd.),  Abth. 4.  München  1881. 

Abhandlungen  der  philosoph.-philolog.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wis- 
sensch. Bd.  15  (in  d.  Reihe  d.  Denkschriften  d.  LH.  Bd.),  Abth.  3. 
Bd.  16  (in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  LV.  Bd.),  Abth.  4.  München  4  881 

H  e  i  g  e  l ,  Karl  Theodor,  Die  Wittelsbacher  in  Schweden.  Festrede,  gehalten 
in  der  öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d. Wissensch,  zur  Feier 
ihres  4  22.  Stiftungstages  am  28.  März  1881.  München  4881. 

Christ,  Wilh.  v. ,  Gedächtnissrede  auf  Leonhard  v.  Spengel,  gehalten  in 
der  öffentl.  Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.Wissensch.  zur  Feier  ihres 
122.  Stiftungstages  am  28.  Mörz  1881.  München  1881. 
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Sitzungsberichte  der  mathem.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  4881,  H.  1—4.  München  1881. 

Sitzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wissensch,  zu  München.  Jahrg.  4  880,  H.4— 6.  1881,  Bd.1,  H.1— 3. 
Bd.  2.  H.  1.  2.  München  1880.  84. 

Zweiundzwanzigste  Plenarversammlung  der  histor.  Commission  bei  der  k. 
bayer.  Akad.  d. Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  1884. 

Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  der  k.  Sternwarte  bei 
München.  Jahrg.  1880.  München  4  884. 

Abhandlungen  der  König!.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Güttingen. 
Bd.  26,  aus  d.  J.  4880.  Göttingen  4880. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Uni versitat  aus  d.  J.  4  880.  Göttingen  4  880. 

Katalog  der  Bibliothek  der  Herzogl.  Technischen  Hochschule  Carolo-Wril- 
helmina  zu  Braunschweig.  Abth.  4.  Braunschweig  4  880. 

Zeitschrift  des  Vereins  für  Lübeckische  Geschichte  und  Alterthumskunde. 
Bd.  4,  H.  4.  2.  Lübeck  4884. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch,  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schönwälder.  Bd.  56,  H.  2. 
Bd.  57,  H.  4.  Görlitz  4  880.  84. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureau's.  Redig.  v.  V.  Bö h  m  e  r  t. 
Jahrg.  26  (4880),  H.  4  —  4.  Dresden  4880.  84. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  4  5,  H.  4.  Jahrg.  4  6, 
H.  4—3.   Leipzig  4  880.  84. 

Sitzungsberichte  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Jahrg.  V 
(1878)  —  VII  (4880).  Leipzig,  d.  J. 

Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 
Studienjahr,  bezieh.  Wintersemester  4  880/81,  enthalt.  d.Verzeichniss 
d.  Vorlesungen  f.  d.  Sommersem.  1881. —  Programm  f.  d.  Studien- 
jahr, bezieh.  Wintersemester  1881/82. 

Förstemann,  E.W. ,  Mittheilungen  aus  d.  Verwaltung  der  Königl.  öfifentl. 
Bibliothek  zu  Dresden  in  d.  J.  1876—80.  Dresden  1881. 

Jahresbericht  der  K.  Sächs.  Kunstgewerbeschule  u.  des  Kunstgewerbe- 
museums zu  Dresden.  Schuljahr  1880/81.  Dresden  1881. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur- u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 1879—80.  Berlin  1880.  Sitzungsper.  1880  -81.  Dresden  4884. 

Sitzungsberichte  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft  Isis  in  Dresden. 
Herausg.  v.  C.  Bley.  Jahrg.  4880,  Jan.  —  Dec.  Jahrg.  4884,  Jan. — 
Juni.  Dresden  4  884  . 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  4  880  —  Juli 
4  884  .  Meissen  4  884. 

Bericht  über  die  im  Jahr  4  880  den  Herzogl.  Sammlungen  des  Schlosses 
Friedenstein  zugegangenen  Geschenke.  Gotha  1881. 

Pertsch,  Wilh.,  Die  arabischen  Handschriften  der  Herzogl.  Bibliothek  zu 
Gotha.  Bd.  3,  H.  2.  Gotha  4881. 

Zuwachs  der  Grossherzogl.  Bibliothek  zu  Weimar  in  d.  Jahren  4  879  u.4880. 
Weimar  1884. 

Metronomische  Beiträge.  No.  3.  Thermometrische  Untersuchungen.  Hrsg. 
v.  W.  Förster,  Direktor  d.  Kaiserl.  Normal-Aichungs-Commission. 
Berlin  1884. 


Zeitschrift  f.  d.  gesammten  Naturwissenschaften,  redig.  von  C.  G.  Giebel. 
Dritte  Folge.  1880.  Bd.  5  (der  ganzen  Reihe  53.  Bd.).  Berlin  1880. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1876.  Dargestellt  von  der  physikal. 
Gesellsch.  in  Berlin.  Jahrg.  32,  Abth.  1.  2.  Berlin  1880.  81. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  XIII, 
No.  19.  Jahrg.  XIV,  No.  1  —  18.  Berlin  1881. 

Publicationen  des  Astrophysikalischen  Observatoriums  zu  Potsdam.  Bd.  i. 
Potsdam  1881. 

Achtundfünfzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vater- 
landische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  1880.  Breslau  1884. 

Nova  Acta  Academiae  Carolinae  Leopoldinae  Caesareae  German,  natura* 
curiosorum.  T.  41,  P.  1 .  2.  Malis  1879.  80. 

Leopoldina.  Amtliches  Organ  der  kais.-leopoldinisch-carolinisch-deutschen 
Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XVI,  No.  23.24.  Heft  XVII. 
No.  1—22.  Halle  1881. 

Abhandlungen  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Halle.  Bd.  XV,  H.  t. 
Halle  1880. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  1880,  Heft  7  — 12.  Jahrg.  1881,  Einleitungsheft  u.  Heft  1. 
Kiel  1880.  81. 

Schriften  der  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Danzig.  N.  F.  Bd.V,  B.4.I. 
Danzig  1881. 

Schriften  der  Universität  zu  Kiel  aus  d.  J.  1879  80.  Bd.  26.  Aus  d.  J.  1880/81. 
Bd.  27.  Kiel  1880.  81. 

29.  u.  30.  Jahresbericht  der  Naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Hannover 
für  d.  Jahre  1878  —  80.  Hannover  1880. 

Jahresbericht  des  physikal.  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  für  das  Rechnungs- 
jahr 1879—1880.  Frankfurt  a.  M.  1881. 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rheinlande.  H.  66 — 69. 
Bonn  1879.  80. 

Neunter  Jahresbericht  des  Westfälischen  Provinzial -Vereins  für  Wissen- 
schaft u.  Kunst,  f.  1880.  Münster  1881. 

Sitzungsberichte  der  physikal. -medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft  ti. 
(Nov.  1879  —  Aug.  1880).  Erlangen  1880.  . 

Abhandlungen  der  naturhistorischen  Gesellschaft  zu  Nürnberg.  Bd.  '. 
Jubiläumsschrift  zur  Feier  des  80jähr.  Bestandes.  Nürnberg;  1881. 

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Jahrg.  27,  No.  1—12.  Nürnberg  1880.  —  26.  Jahres- 
bericht des  Germanischen  Nationalmuseums. 

Verhandlungen  der  physikal.- mediciu.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  XV,  H.  1—4.  Würzburg  1881. 

Wtirttembergische  Vierteljahrshefte  für  Landesgeschichte.  Herausg.  von 
d.  Kgl.  Statist.-topogr.  Bureau.  Jahrg.  3,  H.  1 — 4.  Stuttg  1880. 

Zwanzigster  Bericht  der  Oberhessischen  Gesellschaft  für  Natur-  und  Heil- 
kunde. Giessen  1881. 

19.,  20.  u.  21.  Bericht  über  die  Thötigkeit  des  Offenbacher  Vereins  für 
Naturkunde  in  den  Vereinsjahren  v.  Mai  1877  —  April  1880.  Offen- 
bach a.M.  1880. 
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Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  in  Brieg 
d.  4 8.-4  5.  Sept.  4 880  (63.  Jahresversammlung) .  Jahresbericht  4  879/80. 
Lausanne  4  884. 

Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  Oct.  4  880:  Gompte  rendu 
des  travaux  presentös  a  la  63.  session  de  la  Society  Helvetique 
des  sciences  naturelles  reunie  ä  Brigue  les  4  3  —  4  5.  Sept.  4  880. 
Geneve  4  880. 

Neue  Denkschriften  der  allgemeinen  Schweiz.  Gesellschaft  f.  die  gesammten 
Naturwissenschaften.  Bd.  28,  Abth.  4.  Basel  4  884. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  4  880. 
(No.  979-4003)  ;  aus  d.  J.  4  884  ,  H.  4  (No.  4004—47).  Bern  4884  . 

Neunter  Jahresbericht  der  historisch-antiquarischen  Gesellschaft  von  Grau- 
bünden (Jahrg.  4879).  Zehnter  Jahresbericht  (Jahrg.  4880).  Churd.J. 

Jahresbericht  d.  nalurforschenden  GesellschaftGraubündens.  Jahrg.  23  u.24. 
Vereinsjahre  4  878/79  u.  4879/80.  Chur  4  881. 

Memoire*  de  la  Societe  de  physique  et  d'histoire  naturelle  de  Geneve. 
T.  XXVII,  P.  4.  Geneve  4  880. 

Vierteljahrsschrift  d.  Naturforschenden  Gesellschaft  in  Zürich.  Jahrg.  XXIV, 
H.  4—4.  XXV,  H.  4—4.  Zürich  4  879.  80. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Letterkunde. 
Deel  XIII.  Amsterdam  4  880.  —  Afdeel.  Natuurkunde.  Deel  XX. 
Amsterdam  4  880. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. II.  Reeks,  Deel  9.  Amsterdam  4  880. —  Afdeel.  Natuurkunde. 
II.  Reeks,  Deel  4  5.  Amsterdam  4  880.  —  Naam-  en  zaakregister  op 
de  Verslagen  en  Mededeelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen. 
Afdeel.  Natuurkunde,  I.  Reeks,  Deel  4—4  7.  Amsterdam  4  880. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 
1879.  Amsterdam  4  879. 

Processen -verbaal  van  de  gewone  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  4  879  — April  4  880. 

Esseiva,  Petr. ,  In  mulieres  emaneipatas  satira  praemio  aureo  ornata 
in  certamine  poetico  Hoeufftiano.  Sequitur  ad  Eugeniam  Augustam 
consolatio.  Amstelod.  4  880. 

Catalogus  der  Bibliotheek  van  het  Kon.  Zoologisch  Genootschap '  Natura 
artis  magistra'  te  Amsterdam.  Amsterdam  1881. 

Nedeiiandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  derNeder- 
landsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  II,  Deel  3,  St.  3.  Nijmegen  4  881 . 

Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  sectie- vergaderingen  van  het 
Provinc.  Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.,  ter  gelegen- 
heid  van  de  algem.  vergadering  gehouden  d.  24.  Juni  1879. 
Utrecht  1879. 

Registers  op  de  Aanteekeningen  van  het  verhandelde  in  de  vergaderingen 
der  sectitfn  van  het  Provinc.  Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en 
wet.  over  de  jaren  4  845  tot  en  met  1878.  Voorafgegaan  door  eene  op- 
gave  van  de  openingsreden  der  algem.  vergaderingen.  Utrecht  4  879. 

Naamlijst  der  leden  van  het  Provinc.  Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten 
en  wet.  op  4  5.  Apr.  4  880. 

Verslag  van  het  verhandelde  in  de  algem.  vergaderingen  van  het  Provinc. 
Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.,  gehouden  d.  24  Juni 
4879,  d.  29.  Juni  4880.  Utrecht  4879.  80. 


Questions  mises  au  concours  par  la  Societe  des  arts  et  des  sciences 
etablie  ä  Utrecht,  4  884  . 

Acquoy,  J.  G.  R. ,  Het  Klooster  te  Windesheim  en  zijn  invloed.  Uitg. 
door  het  Provinc.  Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet. 
Deel  3.  Utrecht  «880. 

Daniels,  C.  E.,  Het  leven  en  de  Verdiensten  van  Petrus  Camper. 
Prijsverhandeling  met  goud  bekroond  en  uitg.  door  het  Provinc. 
Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.  Utrecht  4  880. 

Valeton,  1.  M.  J.,  De  Polybii  fontibus  et  auctoritate  disputatio  critica. 
Edid.  Societas  artium  disciplinarumque  Rheno-Trajectina.  Traj. 
ad  Rh.  4  879. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche 
Hoogeschool.  Uitg.  door  F.  C.  Donders  en  Th.  W.  Engel- 
mann. 3.  Reeks.  VI,  Afl.  4.8.    Utrecht  4  884. 

Archives  neerlandaises  des  sciences  exactes  et  naturelles,  publiees  par 
la  Societe  Hollandaise  des  sciences  ä  Harlem.  T.  45,  Livr.  3-5. 
T.  4  6,  Livr.  4.  2.    Harlem  4  880.  84. 

Programme  de  la  Societe  Hollandaise  des  sciences,  ä  Harlem.  Annee  4  881. 

Archives  du  Musee  Teyler.  Ser.  11,  P.  4.  Harlem  4  884  . 

Verhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbarden  godsdienst, 
uitgeg.  door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.  N.  Ser.  Deel  9, 
Stuk  4.  2.  Haarlem  4  880. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  1864.  65.  66  —  80.  Leiden 
1864—80. 

Bijdragen  tot  de  geschiedenis  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden,  4  766  —  4  866.  Gedenkschrift  uitgeg.  ter  ge- 
legenheid  van  het  eerste  eeuw  feest.   Leiden  1867. 

Feestrede  bij  de  viering  van  het  eeuwgetijde  van  de  Maatschappij  der 
Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden,  den  20.  Juni  1867,  uitgespr. 
door  M.  deVries.  Leiden  4867. 

Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Ne- 
derlandsche Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen 
van  4864.65  —  80.  Leiden  4  864—80. 

Oudemans,  A.  C. ,  Taalkundig  Woordenboek  op  de  Werken  van 
P.  C.  Hooft,  ter  aanvulling  en  verbetering  van  het  Uitlegkundig 
Woordenboek  op  Hooft.  Van  wege  de  Maatseh.  d.  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  bewerkt.  Leiden  4  868. 

Heinric  van  Aken,  Die  Rose,  met  de  fragmenten  der  tweede  ver- 
taling  van  wege  de  Maatsch.  d.  Nederlandsche  Letterkunde  te  Leiden 
uitgeg.  door  Eelco  Ve r wi j s.  's  Gravenhage  4868. 

Seghelijn  van  Jerusalem.  Naar  het  Berlijnschc  handschrift  en  den  ouden 
druk  van  wege  de  Maatsch.  d.  Nederlandsche  Letterkunde  uitgeg. 
door  J.  Verdam.   Leiden  4878. 

Enqueste  ende  informatie  upt  stuck  van  der  reductie  ende  reformatie  van 
den  schiltaelen ,  voertijds  getaxeert  ende  gestelt  gewest  over  de 
landen  van  Hollant  ende  Vrieslant.  Gedaen  in  den  jaere  4  494. 
Uitgeg  van  wege  de  Maatsch.  d.  Nederlandsche  Letterkunde. 
Leiden  1876. 

Overblyfsels  van  geheugchenis,  der  bisonderste  voorvallen,  in  het  leven  van 
den  beere  Goenraet  Droste.  Derde  druk,  uitg.  van  wege  de  Maatsch. 
d.  Nederlandsche  Letterkunde.  Text  en  Aanteekeningen.  Leiden  1879. 
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Informacie  up  den  staet,  faculteyt  ende  gelegentheyl  van  de  Steden 
ende  dorpen  van  Hollnnt  ende  Vrieslant,  om  daernae  te  reguleren 
de  nyeuwe  schiltaele.  Gedaen  in  den  jaere  1514.  l'itgeg.  van  wego 
de  Maatsch.  de  Nederlandsche  Letterkunde.   Leiden  1866. 

Catalogus  der  Bibiiotheek  van  de  Maatsch.  d.  Nederlandsche  Letterkunde 
te  Leiden.  Gedeelte  1.  Handschriften.  3.  Nederlandsche  Tooneel. 
Leiden  4  877. 

Programme  de  la  Sociötö  Batave  de  philusophie  expärimentale  de  Rot- 
terdam. 4880. 

Publications  de  1' Institut  Royal  Grand -Ducal  de  Luxembourg.  Section 
des  sciences  naturelles.  T.  18.   Luxembourg  1884. 

Recueil  des  memoires  et  des  travaux  publiös  par  la  Sociötö  Botanique  du 
Grand-Duchö  de  Luxembourg.  No.  4  —  5.  4877  —  78.  Luxembourg 
1880. 

Annuaire  de  l'Acad£mie  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Bel- 
gique.  1879  (Annee  XLV).  1880  (Annee  XLVI).  1881  (Annee  XLVII). 
Bruxelles  4  879—81. 

Bulletins  de  TAcadömie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts  de 
Belgique.  Ann6e  47  (1878),  2.  S£r.  T.  46.  Annee  48  (4879),  2.  S6l>. 
T.  47.  48.  Annee  49  (1880),  2.  Se>.  T.  49.  50.  Bruxelles  4878—80. 

Memoires  de  PAcad6mie  R.  des  sciences,  des  lettres  et  des  beaux-arts 
de  Belgique.  T.  43.  P.  1.   Bruxelles  1880. 

Memoires  couronnäs  et  autres  Mcmoires  publ.  p.  l'Acadömie  R.  des  sciences, 
des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Gollection  in-8°.  T.  29. 
30.  32.  Bruxelles  1880.  81. 

Memoires  couronnes  et  Memoires  des  savants  Strange rs,  publ.  par  l'Acad.  R. 
des  sciences.  des  lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  T.  39,  P.  2. 
42.  43.  Bruxelles  1879.  80. 

Tables  des  M6moires  des  membres,  des  Memoires  couronnes  et  de  ceux 
des  savants  etrangers.  1816 — 57.  4  858—78.  Bruxelles  4  858.  1879. 

Annales  de  la  Sociäte  entomologique  de  Belgique.  T.  23.24.  Bruxelles  1880. 

Annales  de  l'Acad6mie  d'archeologie  de  Belgique.  T.  36  (III.  Serie,  T.  6). 
Anvers  1880. 

Academie  d'archeologie  de  Belgique.  Bulletin  (III.  S6rie  des  Annales), 
Seconde  Partie,  6—11.  Anvers  1880.  81. 

Bullettino  delP  Instituto  di  corrispondenza  archeologica  per  l'anno  1880, 
No.  12  (und  Elenco  de'  partieipanti  alla  (ine  delPanno  1880).  1881, 
No.  1—11.  Roma  1881. 

Atti  della  R.  Accademia  de' Lincei.  Anno  CCLXX1II  (1875—76).  Ser.  II, 
Vol.  5—7.  Roma  4880.  —  Anno  CCLXXV1I  (1879  —  80).  Serie  III. 
Memorie  della  classe  di  scienze  fisiche,  matem.  e  naturali,  Vol.  5 — 8. 
Roma  1880.  Memorie  della  classe  di  scienze  morali ,  storiche  e  filo— 
logiche,  Vol.  4.  5.  Roma  1880.  —  Anno  CCLXXVI1I  (1880  —  84). 
Ser.  III.  Memorie  della  classe  di  scienze  morali,  storiche  e  hlo- 
logiche,  Vol.  6.  Roma  4  884.  Transunti,  Vol.  5,  Fase.  4—4  4.  Vol.  6, 
Fase.  4.  2.  Roma  4  884. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XVI,  Disp.  1—7. 
Torino  4  880.  84. 

Memorie  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Ser.  II.  T.  XXXII. 
XXXIII.  Torino  4880.  81. 

Bollettino  meteorologico  ed  astronomico  doli'  Osservatorio  della  Reg.  Uni- 
versitä  di  Torino.  Anno  XV  (1880),  Parte  meteorologica.  Torino  1880. 
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Atti  della  Societä  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa.  Memorie, 

Vol.  V,  Fase.  1.  Pisa  4  884. 
Processi  verbali  della  Societa  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 

Adunanza  del  4  4.  Nov.  1880,  9.  Genn.,  4  3.  Marzo,  8.  Maggio  1881. 

Atti  del  H  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Ser.V,  T.  4,  Disp.40. 
T.  5.  T.  6.  T.  7,  Disp.  4  —  9.  Venezia  1877—81.  —  Appendice  ai  temi 
di  premio  proposti  nella  sol.  adunanza  15.  agosto  1881. 

Memorie  del  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti.  Vol.  XX, 
P.  2.  3.  XXI,  P.  1.  2.  Venezia  1878  —  84. 

Tararael Ii,  Torquato,  Monografia  stratigrafica  e  paleontologica  del  Lias 
nelle  provincie  Venete.  Premtata  dal  R.  Istituto  Veneto.  Venezia  1880 

Puhblicazioni  del  K.  Istituto  di  studi  superiori  pratici  e  di  perfeziona- 
mento  in  Firenze.  Sezione  di  tilosofia  e  lilologia.  Vol.  2,  Disp.  6 
(Gaix,  C.N.,  Le  origini  della  lingua  poetica  italiana).  Firenze  1880. 
—  Accademia  Orientale.  II  commenlo  di  Sabbatai  Doonolo 
sul  libro  della  creazione,  pubbl.  per  la  prima  volta  nel  testo  ebraico 
con  note  crit.  e  introduzione  da  David  C  aste  Iii.  Firenze  4  880.  — 
Sezione  di  medicina  e  chirurgia  e  scuola  di  farmacia.  Pacini, 
FII.|  Del  processo  morboso  del  Colera  asiatico.  Firenze  4880 
Grassi,  Ern. ,  II  primo  anno  della  Clinica  ostetrica  nella  Nuova 
Maternitä  di  Firenze.  Rendiconto.  Firenze  1880.  —  Sezione  di 
scienze  fisiche  e  naturali.  Pariatore  ,  Fil.,  Tavolc  per  una  «Anato- 
mia  delle  piante  aquatiche'.  Opera  rimasta  incompiuta.  Firenze 488*. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  1880. 
Vol.  171,  P.  2.3.  London  1880.  For* the  year  1881.  Vol.  472,  P.  I. 
London  4  884.  —  The  R.  Society.  30th  Nov.  4  880.  (London  4  881.) 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XXXI,  No.  206  —  11. 
XXXII,  No.  212.  13.  London  1881. 

Proceedings  of  the  R.  Institution  of  üreat  Britain.  Vol.  IX,  P.  8  (No.  72;. 
London  1880.  —  List  of  the  members,  London,  July  4  880. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  4  (1865/66)  —11 
(1879/80).  Vol.  12,  No.  166—71.  176.  177.    London  1865  —  81. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  ils  Transactions  and 

Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  1,  P.  i — 6.  London  1881. 
Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  45  (1879/80).  London  1880. 
Catalogue  of  Oriental  coins  in  the  British  Museum.  Vol.  6.  London  1881. 

Proceedings  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  III ,  P.  7.  8. 
IV,  P.  1.   Cambridge  1880.  81. 

Transactions  of  the  Cambridge  Philosophical  Society.  Vol.  XIII,  P 
Cambridge  1881. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  X,  No.  105  (Session 
1879  —  80).    Edinburgh  1880. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  XXIX,  P.  2.  For  the 
Session  1879/80.   Edinburgh  1880. 

Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of  Liverpool,  duriog 
the  Session  1878—79  (No.  33),  1879  —80  (No.  34).  London  and 
Liverpool  1880.  81. 

Memoirs  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of  Manchester.  III.  Ser., 
Vol.  6.  London  1879. 

Proceedings  of  the  Literary  and  Philosophical  Society  of  Manchester. 
Vol.  16  (Session  4876/7).  47  (4877/8).  48  (1878/9).  19  (1879/80). 
Manchester  1877—80. 
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Journal  of  the  R.  Geological  Society  of  Ireland.  Vol.  XV  (N.  Ser.  Vol.V), 
P.  3.  Vol.  XVI  (N.  Ser.  Vol.  VI),  P.  4.  London  1880.  81. 

Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  publ.  p.  le  Conseil  d' Instruction  de 
cet  etablisseroent.  Cah.  48.  T.  29.  Paris  1880. 

Bulletin  de  la  Sociale  mathematique  de  France.  T.  9,  No.  4—3.  Paris 
4880.  81. 

Comitö  international  des  poids  et  mesures.  Proces -verbaux  des  seances 
de  1880.  Paris  1881. 

Travaux  et  mömoires  du  Bureau  international  des  poids  et  mesures,  publ. 
sous  l'autorite  du  Comite  international.  T.  1.  Paris  1881. 

Annales  des  ponts  et  chaussöes.  Memoires  et  documents  relalifs  a  l'art 
des  constructions  et  au  Service  de  l'ingenieur,  lois,  decrets,  ar- 
rel6s  etc.  VI.  Serie,  T.  1  (4  881),  Janvier.  Paris. 

Memoires  de  la  Societö  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
II.  Serie.  T.  4,  Cah.  2.   Paris  4884. 

Mrmoires  de  la  Society  nationale  des  sciences  naturelles  de  Cherbourg. 
T.  22  (III.  S6r. ,  T.  2).  Paris  et  Cherbourg  4879. 

Annales  de  la  Societe  Linneenne  de  Lyon.  Nouv.  Serie.  T.  26  (4  879). 
27  (1880).    Paris,  Lyon,  d.  J. 

Mömoires  de  l'Academie  des  sciences,  belies- lettres  et  arts  de  Lyon. 
Classe  des  lettres,  Vol.  19.  Classe  des  sciences,  Vol.  24.  Paris, 
Lyon  4  879/80. 

Academie  des  sciences  et  lettres  de  Montpellier.  Memoires  de  la  section 
des  sciences.  T.  X,  Fase.  4  (Annöe  4880).  Montpellier  4884. 

Discursos  de  reeepeion  y  de  contestacion  leidos  ante  la  R.  Academia  de 
ciencias  morales  y  politicas.  4  860 — 75.  T.  I.   Madrid  4  875. 

Discursos  leidos  ante  la  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas  en 
la  reeepeion  publica  de  P.  F.  Monlau,  4  870.  M.  A.  Martinez,  1874. 
L.Gisbert,  1872.  Vic.  de  la  Fuente,  1875.  J.G.  Barzanallana,  1875. 
CA.  Martinez,  1875.  Conde  de  Casa -Valencia ,  4877.  M.  Salvä, 
1880.   Conde  de  Toreno ,  1881.   C.  M.  Perier,  1881.  Madrid,  d.  J. 

Mo  lins,  Marques  de,  Discurso  leido  en  la  sesion  publica  celebrada  para 
solemn.  ei  segundo  centenario  de  Pedro  Calderon.  Madrid  1881. 

Memorias  de  la  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  T.  III. 
Madrid  1875.  —  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas. 
Ano  de  1877.  1881.   Madrid,  d.  J. 

Memorias  premiadas  por  la  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas: 
Ba  rza  nal  lana  ,  J.G.,  La  liga  aduanera  Iberica  (Concurso  de  1861). 
2aedicion.  Ba  rza  nal  la  na ,  J.  G.,  La  poblacion  de  Espana  (Con- 
curso de  1871).  Paredes,  Vic.  S.  de,  La  defensa  del  derecho  de 
propriedad  (1872).  Menendez  de  la  Pola,  J.,  Breve  refutacion 
de  los  falsos  prineipios  econömicos  de  la  lnternacional  (1872). 
Armengol  yCornet,  Algunas  verdades  a  la  clase  obrera  (1872). 
ühagon  yGuardamino,  F.  de,  Sobre  la  influencia  que  la  acu- 
mulacion  ö  division  excesiva  de  la  propriedad  territorial  ejercen 
en  la  agricultura  en  Espana  (1873).  Carrasco,  Dofia  C.  A.  de 
Garcia,  Las  colonias  penales  de  la  Australia  y  la  pena  de  depor- 
tacion  (1875).  Armengol  y  Cornet,  P. ,  4A  las  islas  Marianas 
ö  al  golfo  de  Guinea?  (1875).  Lastres  y  Juiz,  F.,  La  coloni- 
zacion  penitenciaria  de  las  Marianas  y  Fernando  Pöo  (4875).  Orti 
y  Lara,  J.  M.,  La  ciencia  y  la  divina  revelacion  (1878).  Paz, 
A.  de,  Luz  en  la  tierra,  demostracion  de  que  entre  la  religion 
catölica  y  ciencia  no  pueden  existir  contlictos  (1878).  Rubiö 
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y  Ors,  J.,  Los  supuestos  conti  ictos  entrc  la  religion  y  la  ciencia 
(1878).  Arenal,  Concepcion ,  La  instruccion  del  pueblo  (1878). 
Castro  y  Rossi,  A.  de,  Discurso  acerca  de  las  costumbres 
piiblicas  y  privadas  de  los  Espanoles  en  el  siglu  XVII,  fundado  en 
el  estudio  de  las  coniedias  de  Calderon  (1881).  Soler  y  A rquös,  C, 
Los  Espanoles  segun  Calderon  (1881).   Madrid  1872—81. 

R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Resümcn  de  sus  actas  y 
discursos  leidos  en  la  junta  publica  29.  Junio  1 871  ;  31.  Die.  1876. 
Madrid,  d.  J.  —  Programa  para  los  coneursos  ordinarios  de  1882 
y  1883. 

Vega  de  Armijo,  Marques  de  la ,  La  huelga  en  los  ferro -earriles  de 
los  Estados-Unidos  de  la  America  del  Norte  en  1877.  Madrid  1879. 

Anales  del  Instituto  y  Observatorio  de  marina  de  San  Fernando,  puhl. 
por  C.  Pujazon.  Seccion  II.  Observaciones  meteorolögieas.  Afio 
1877.  78.  80.  San  Fernando  1878—81. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forbandlinger  og 
dets  Medlemmers  Arbejder  i  aaret  1880,  No.  2.  3,  1881,  No.  1.  2. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturvid.  og  mathernat. 
Afd.  5.  R»kke.  Bd.  XII,  No.  6.  Kjebenhavn  1880.  6.  Ra;kke.  Bd.  I, 
No.  1—4.   Kjebenhavn  1881. 

Kongl.  Svenska  Vetenskaps- Akademiens  Handlingar.  Nv  Följd.  Bd.  XIV, 
H.  2,  XV.  XVI.  XVII.  u.  Atlas  zu  XV,  H.  6  (Agardh,  J.  G., 
Florideernes  Morphologi).  Stockholm  1876—79. 

Bihang  tili  Kongl.  Svenska  Vetenskaps- Akademiens  Handlingar.  Bd.  IV, 
H.  1.  2.  V,  H.  1.  2.   Stockholm  1877—80. 

Öfversigt  af  Kongl.  Vetenskaps- Akademiens  Förhandlingar.  Arg&ngen  34 
(1877)  — 37  (1880).   Stockholm  1877—81. 

Lefnadsteckningar  öfver  Kongl.  Svenska  Vetenskaps- Akademiens  efter 
är  1854  aflidna  Ledamöter  Bd.  II,  H.  1.  Stockholm  1878.  — 
Kongl.  Svenska  Vetenskaps -Akademien.  Maj  1878.  Maj  1879. 
Maj  1880.  Maj  1881. 

Sanlesson,  Carl,  Minnesteckning  öfver  Christopher  Carlander.  Fö re- 
dragen pä  Kongl.  Vetenskaps -Akademiens  hOgtidsdag  d.  4.  April 
1877.  Ma  linsten,  P.  H. ,  Minnesteckning  ölver  Pehr  af  Bjerken. 
Föredragen  d.  31.  Mars  1878.  Areschoug,  J.  E. ,  Minnesteck- 
ning öfver  Carl  Jacob  Sundevall.  Föredr.  d.  31.  Mars  1879.  Hilde- 
brand, BrorEmil,  Minnesteckning  öfver  Jonas  Hallenberg.  Föredr. 
d.  31.  Mars  1880.  Malmsten,  I».  H. ,  Minnesord  öfver  Carl 
v.  Linnö,  vid  K.  Vetenskaps- Akad.  sammankomst  d.  10.  Jan.  1878. 
Stockholm  1877—80. 

Meteorologiska  Jakttagelser  i  Sverige,  utg.  af  Kongl.  Svenska  Vetenskaps- 
Akademien.  Bd.  17  (II.  Ser.  Bd.  3 )  —  19.  1875  —  77.  Stockholm 
1878  —  81. 

Fries,  Elias,  Icones  selectae  Hymenomycetum  nondura  delineatorum, 
sub  auspieiis  Reg.  Acad.  scientiarum  Holmiensis  editae.  Vol.  II, 
Fase.  1  —  6.   Upsal.  1877. 

Astronomiska  Jakttagelser  och  Undersökningar  anstalda  pä  Stockholms  Ob- 
servatorium. Utg.  af  H.  Gyldcn.  Bd.  I,  Häftet  2.  Stockholm  1880. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  föranstaltende  af  Entpmologiska  Föreningen 
i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spängberg.  Arglng  I,  H.  3.4.  II, 
H.  1.2.   Stockholm  1880.  81. 

Bulletin  m6t6orologique  mensuel  de  l'Observatoire  de  1' Universite  d'  Upsal. 
Vol.  XII  (1880).  Upsal  1880.81. 
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Det  Kongeligc  Norske  Frederiks  Universitets  Aarsberetning  for  aaret 
4  878.  79.   Christiania  1879.  80. 

Beretning  om  Bodsftengslets  virksomhed  i  aaret  1878.  79.  Christiania 
1879.  80. 

Forhandlinger  i  Videnskabs- Selskabet  i  Christiania.  Aar  1879.  Christiania 
1880. 

Nyt  Magazin  for  Naturvidenskaberne.  Udg.  ved  Th.  Kjerulf,  D.  C.  Da- 
nielssen  etc.  Bind  24  (II.  R.,  Bind  4),  H.  4.  25,  H.  1—4.  26,  H.  1. 
Christiania  1878  —  80. 

Norske  Rigsregistranter,  tildeeis  i  uddrag.  Bind  VII ,  H.  2  (1637  —  40). 
Udg.  ved  O.G.  Lundh.   Christiania  4880. 

Schübeier,  F.  C,  Vajxtlivet  i  Norge,  med  saßrligt  hensyn  til  plante- 
geographien.  Udg.  som  Festskrift  til  Kjebenhavns  Universitets 
400  aars  jubileum.   Christiania  1879. 

Daae,  Ludv. .  Kong  Christiern  den  Förstes  Norske  Historie  1448  —  58. 
Festskrift  til  Universitet  i  Kjobenhavn  ved  dets  firehundred  aarsfest. 
Christiania  1879. 

Lie,  Sophus,  Classification  der  Flächen  nach  d.  Transformationsgruppe 
ihrer  geodätischen  Curven.  üniv.-Progr.  f.  d.  1.  Semester  1879. 
Kristiania  1879. 

Sars,  G.  O.,  Carcinologiske  Bidrag  til  Norges  Fauna.  1.  Monographi  over 
de  ved  Norges  kyster  forekommende  Mysider.  Hefte  3.  Univ.-Progr. 
for  I.  halvaar  1880.  Christiania  1879. 

Guldberg,  C.  M.,  et  H.  Mohn,  Etudes  sur  les  mouvemcnts  de  l'atmo- 
sphere.  2.  Partie.  Progr.  de  l'Univ.  pour  le  II.  sem.  1880.  Christiania 
1880. 

Siebke,  H.,  Enumeratio  insectorum  Norvegicorum.  Fase.  V,  cataloguni 
Hymenopterorum  contin.,  auetore  H.  Siebke  defuneto  edid.  J.Sparre 
Schneider.  P.  1.  Prograinmatis  nomine  edid.  Univ.  Reg.  Fredericiana. 
Christiania  1880. 

Den  Norske  Nordhavs- Expedition  1876 — 78.  Chemi :  I.  Om  lüften  i  s»- 
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Carl  Neumann,  lieber  zwei  von  G.  Cantor  und  P.  du  ßois- 
Reymond  über  die  trigonometrischen  Reihen  aufgestellte  Satze,  und 
deren  Uebertragung  auf  solche  Reihen ,  die  nach  Kugel/ünctionen 
fortschreiten  *) . 

Der  Cantor'sche  Satz  (1870.  Boreh.  Journal,  Bd.  7?,  S.  142) 
lautet:  »Wenn  eine  Function  f[x)  einer  reellen  Variablen  er  durch 
eine  für  jeden  Werth  von  x  convergente  trigonometrische  Reihe  ge- 
geben ist,  so  giebt  es  keine  andere  Reihe  von  derselben  Form  (aber 
mit  andern  eonstanten  Coefficienten  ,  welche  ebenfalls  für  jeden 
Werth  von  x  convergirt,  und  die  ntimliche  Function  f[x)  darstellt.« 

Andererseits  lautet  der  Du  Bois-Reymond 'sehe  Satz  ^1875. 
Abhandl.  der  K.  Bayersch.  Ak.  d.  Wiss.  II.  Cl.,  XII.  Bd.,  I.  Abth., 
S.  121  resp.  5):  »Wenn  eine  trigonometrische  Entwicklung  von  der 
Form : 

sc 

fix)  =  J£iap  cospx  -h  bp  sin  px) 
o 

gegeben  ist,  so  giebt  es  keine  zweite  derselben  Form,  aber  mit 
andern  Coefficienten  ap  ,  bp ,  welche  in  dem  Intervall  (— •  n  . . . . 
-t-  7t)  die  nämliche  Function  fix)  darstellte.« 

Und  weiter :  »Die  Coefficienten  der  Entwicklung  lassen  sich 
durch  die  Summe  der  Reihe  ausdrücken  wie  folgt : 

—  71 

n 

ap  =  ^Jda-fio:)  cos/?«  , 

-TT 

-+■  1t 

bp  =  LJda.fia)  smpa  , 

—  n 

jedesmal,  wenn  diese  Ausdrücke  einen  Sinn  haben.« 


*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  gegeben  in  der  Sitzung  am  31.  Januar 
188«. 

Math.-phys.  Classe.  1881.  1 
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2  Carl  Neu mann. 

Es  ist  hier  meine  Absicht,  auf  eine  andere  Methode  auf- 
merksam zu  machen,  mittelst  deren  man  diese  Sätze  oder 
wenigstens  einen  Theil  derselben  zu  reproduciren  im  Stande 
ist,  und  welche  den  Vortheil  gewahrt,  dass  man  mittelst  der- 
selben auch  die  analogen  Sätze  für  die  Kugelflüche,  d.  i.  für 
die  nach  Kugelfunctionen  fortschreitenden  Reihen  festzustellen 
vermag. 

Da  es  sich,  wie  eben  gesagt,  nur  um  die  Darlegung  meiner 
neuen  Methode  handelt,  so  beschränke  ich  mich  der  Einfachheit 
willen  auf  den  bequemsten  Fall,  nämlich  auf  den,  dass  die  zu 
betrachtende  Function  längs  der  Kreisperipherie  überall  stetio 
ist;  und  will  dabei  nur  bemerken,  dass  ich  eben  so  gut  mittelst 
dieser  Methode  auch  den  Fall  hätte  behandeln  können,  dass  die 
Function  läugs  der  Kreisperipherie  nicht  stetig  sondern  nur  «fc- 
theilungsweise  stetig  ist ;  nur  w  Urden  alsdann  die  Betrachtungen 
ein  wenig  complicirter  geworden  sein. 


§<• 

Aufstellung  einer  Potentialfunction  der  Kreisfläche, 
welche  am  Rande  derselben  Torgeschriebene  Werthe 

besitzt. 

Es  sei  da  das  Element  einer  gegebenen  Kreisperipherie *), 
ferner  v  die  auf  da  errichtete  innere  Normale,  endlich  E  die 
Entfernung  des  Elementes  da  von  einem  beliebig  gegebenen 
Puncte  x.  Alsdann  kann  das  über  die  ganze  Peripherie  er- 
streckte Integral : 

(«J  wx=ßy{\ozl,)da 

auch  so  geschrieben  werden : 

,Q  ,  p—  \  bE  .  /»cos*  , 

(2)  wx=  J—^da^J-^da, 

wo  #  den  Winkel  vorstellt,  unter  welchem  die  Linie  E{da*>-+x) 
gegen  v  geneigt  ist.   Nun  ist  aber  ~^da  gleich  dem  Winkel 

*)  In  nachstehender  Figur  ist  das  Element  da  mit  aß  bezeichnet. 
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! 


Fig. 


axfi  (wo  a  und  ß  die  beiden  Endpunkte  des  Elementes  da 
vorstellen) ,  also  gleich  der  scheinbaren  Grösse  des  Elementes  da 
für  einen  in  x  befindlichen  Beobachter,  vorausgesetzt,  dass  der 
Punct  x  innerhalb  resp.  auf  der  Peripherie  liegt*).  Acceptirt 
man  also  diese  Voraussetzung ,  und  bezeichnet  man  zugleich 
jene  scheinbare  Grösse  mit  [da)x,  so  wird: 


(3.)      wx  =       (log ^)  •  de  -  da  -  J :</a)x  . 


Wir  werden  im  Folgenden  sowohl  dieses  Integral,  als  auch  das 
etwas  allgemeinere 


(*•)     Wx  =      (log  i)  •  fdo  = j  Z£fdo  =  ff(da)x 


näher  zu  untersuchen  haben.  Dabei  soll  /'eine  längs  der  Kreis- 
peripherie willkürlich  gegebene  Function  vorstellen. 

Eine  sehr  merkwürdige  Eisenschaft  dieser  Functionen  ivr 
und  Wx  besteht  darin,  dass  jede  derselben  längs  der  gegebenen 
Peripherie  constant  ist.  Lässt  man  nämlich  in  der  vorstehenden 
Figur  den  Punct  x  nach  der  Peripherie  rücken,  so  wird  das  von 


*!  Sollte  nämlich  x  ausserhalb  der  Peripherie  liegen,  so  könnte  cos* 
unter  Umständen  negativ  werden.  Dann  aber  würde  die  scheinbare  Grösse 
des  Elementes  da  für  einen  in  x  befindlichen  Beobachter  nicht  durch 


sondern  durch 


dargestellt  sein. 
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Carl  Nbounn, 


den  Puncten  r ,  a  und  y  (dem  Mittelpunkt  der  Peripherie)  ge- 
bildete Dreieck  ein  gleichschenkliges.  Und  aus  diesem  Dreieck 
ergiebt  sich  alsdann  sofort  die  Relation:  E  =  2«  cos#,  wo  R 
den  Radius  der  Peripherie  vorstellt.  Durch  Substitution  dieses 
Werthes  von  £  nehmen  aber  die  Formeln  [3.),  (4.) 

/cos»  . 

Tl7         /»cos*  „  , 

folgende  Gestalt  an : 

o    »  /d<T  (vorausgesetzt,  dass 

l*'  3>  w*  ™  n~±Rn  —  71  >        x  auf  der  gegebenen 


Kreisperipherie 


IM  Wx  =  7t *|—  =  TT .4  ,  liegt;, 

wo  -4  das  arithmetische  Mittel  derjenigen  Werthe  vorstellt, 
welche  die  Function  f  längs  der  ganzen  Peripherie  besitzt. 
W.  z.  z.  w. 

Ausserdem  sind,  wie  aus  (3.),  (4.)  ersichtlich,  irx  und  Wx 
Potentialfunctionen  der  betrachteten  Kreisflache.  Oder  genauer 
ausgedrückt:  Bezeichnet  man  eine  dieser  beiden  Functionen 
mit  F,  und  die  Coordinaten  des  Punctes  x  mit  (x ,  y),  so  wer- 
,        „    dF    ÖF    ö2F  ,  ,  /ö2F      d2F\  ä 

den   F'  55'  dy>  o^2"'  etC'  UDd  (o*"«  +  oV/  =  °  Se,D 

für  jedweden  Punct  (a?,  t/),  der  innerhalb  der  Kreisfläche  liegt **). 

In  wie  weit  diese  Eigenschaften  auch  noch  staltfinden  bei 
den  Jianc/punclen  der  Fläche,  bleibt  vorläufig  zweifelhaft.  Doch 
werden  wir  bald  sehen,  dass  die  Function  F  (d.  f.  wx  oder  Wx) 
beim  Uebergange  vom  Innern  der  Flüche  zu  ihrem  Rande  sich 
unstetig  ändert . 


•]  Das  in  (1.),  (2.),  (3.),  (%.)  enthaltene  log—  drückt  sich  nämlich 

o 

durch  die  Coordinaten  [x,  y)  des  Punktes  x  und  durch  die  Coordinaten 
(o,  6)  des  Elementes  d<r  folgendermassen  aus: 

log^=-*log[(a>-a)2 +(j,-6}a]; 

d2  d2 

und  genügt  also  der  Differentialgleichung  ^  +  ^  =  0 .   Hieraus  aber 

folgt,  mittelst  der  Formeln  (3.),  (4),  dass  tox  und  Wx  ebenfalls  dieser  Dif- 
ferentialgleichung Genüge  leisten. 
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In  der  That  folgt  aus  (3.)  sofort,  dass  wx  =  2/r  oder  =  n 
ist ,  je  nachdem  der  Punct  x  innerhalb  der  Kreisflache  oder  an 
ihrem  Rande  liegt*).  Diese  Function  wx  hat  somit  im  Innern 
der  Flüche  einen  constanten  Werth  2/r  ,  der  jedoch  beim  Ueber« 
gange  zum  Rande  plötzlich  sinkt  von  2/r  auf  n .  Wir  können 
diese  Verhältnisse,  falls  wir  die  innern  Puncte  mit  i,  und  die 
firrw/puncte  mit  s  bezeichnen,  durch  die  Formeln  andeuten : 

(5.)  Wi  =  *n  ' 

Wt  =  7t  . 

Construirt  man  also  eine  in  den  Puncten  /  und  s  resp.  den 
Formeln 

(6.)  "  ' 

\ys  mm  Wg  -h  7t 

entsprechende  Function  ipxi  so  wird  diese  letztere  für  die  ganze 
gegebene  Kreisfläche ,  ihren  Rand  mit  eingeschlossen,  constant, 
immlich  ==  In  sein. 

Einigermassen  analoge  Verhältnisse  sind  zu  erwarten  bei 
der  allgemeinern  Function  (4.): 

(7.)  Wm-ffMm- 

In  derThat  wird  es.  ebenso  wie  bei  ic  das  ip  eingeführt  wurde, 
ebenso  auch  hier  zweckmässig  sein,  eine  neue  Function  ^ein- 
zuführen mittelst  der  Formeln : 

/o  \  /  *i  =  ™i  i  i 

1    j  W,**  Wf  +  7tft  . 

Und  zwar  wird  sich  zeigen,  dass  diese  nette  Function  Wx  auf  der 
ganzen  Kreisfläche,  ihren  Rand  mit  eingeschlossen,  überall  stetig 
ist,  vorausgesetzt,  dass  f  stetig  ist  längs  des  Randes. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  markiren  wir  irgendwo  am 
Rande  der  Kreisfläche  einen  festen  Punct  c,  bezeichnen  den  in  c 
vorhandenen  Werth  fc  der  Kürze  willen  mit  C,  und  subtrahiren 
von  der  Formel  (7.)  die  mit  C  multiplicirte  Formel  (3.): 

(9.)  CwT  =*  Cf[da)x  , 


*)  Es  ist  nämlich  nach  3.)  tvr  =  f  do)x\  und  hieraus  folgt,  mittelst 
der  geometrischen  Bedeutung  von  da  ,,  unmittelbar,  dass  wx  =  in  ist, 
sobald  der  Punct  x  innerhalb  der  Kreisfläche  liegt.  Befindet  sich  andrer- 
seits der  Punct  x  am  Rande  dieser  Fläche,  so  wird  nach  (8.a):   w9  —  Tt. 
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wodurch  sich  ergiebl: 

(in.)  Wx-Cwx-fif-C)[,to)c. 

Sondern  wir  nun,  mittelst  eines  kleinen  um  c  als  Mittel- 
punct  beschriebenen  Ilülfskreises  //,  sammtliche  Elemente  do 
in  solche  Elemente  da',  die  innerhalb  //,  und  in  solche  Ele- 
mente da",  die  ausserhalb  H  liegen,  so  können  wir  die  For- 
mel (10.)  auch  so  schreiben: 

(44.)    Wx  -  Cwx  =/  r- C)  <to'  ,  +/(f- C)  [<io").v  . 

 >.  '  „  

üx  Vx 

Da  wir  unter  x  immer  nur  solche  Puncte  verstehen,  die  inner- 
halb oder  am  Rande  der  gegebenen  Kreisfläche  liegen,  so  sind 
die  {da)x,  {do')x,  [da")x,  ihrer  geometrischen  Bedeutung  zu- 
folge, sämmtlich  positiv.  Auch  ist  das  über  den  ganzen  Rand 
jener  Fläche  erstreckte  Integral  f[da)Xi  zufolge  (3.);  (5.).  stets 

^  um  so  mehr  also  auch  J  \da')x <  2>r  .  Denn  dieses 
letztere  Integral  soll  sich  selbstverständlich  nur  über  die  Ele- 
mente da' ,  also  nur  über  diejenigen  der  Elemente  da  er- 
strecken, welche  innerhalb  des  kleinen  Hülfskreises  H  liegen. 
Beachtet  man  diese  Bemerkungen,  und  bezeichnet  man  ausser- 
dem den  absolut  grössten  Werth  der  Function  (f  —  C)  innerhalb 
des  Kreises  H  mit  M,  so  ergiebt  sich  aus  (1 1 .): 

(12.)     abst7x  £  f[abs[f-  C)}  {da')x  <;  Mf[da')x<M-  2/r  . 

Wir  wollen  nun  voraussetzen,  die  längs  des  Kreisrandes  gegebene 
Function  f  sei  daselbst  überall  stetig.  Gleiches  gilt  alsdann 
offenbar  auch  von  der  Function 

(43.)  f-C  =  fs-C  =  fs-fc. 

Auch  wird  diese  letztere  Function  =  0  werden,  sobald  man 
den  variablen  Randpunct  s  nach  c  rücken  lässt.  Folglich  w  ird 
man  das  in  (12.)  enthaltene  i/,  d.  i.  den  absolut  grössten  Werth 
der  Function  (f —  C)  innerhalb  des  Hülfskreises  H ,  durch  Ver- 
kleinerung dieses  Hülfskreises  beliebig  klein  machen  können. 
Und  dies  überträgt  sich,  vermöge  jener  Formel  (12.),  auf  das 
absUx.  Bezeichnet  also«  einen  ad  libitum  gegebenen  Klein- 
heitsgrad, so  kann  man  das  ahsUx  durch  gehörige  Verkleine- 
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rung  des  um  den  festen  Punct  c  beschriebenen  Hülfskreises  H 
z.  B.  kleiner  als  \  e  machen. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  beschreiben  wir  um  c  einen 
zweiten  noch  kleinern  Hülfskreis  h ,  und  lassen  denselben  so- 
weit zusammenschrumpfen,  dass  für  alle  von  ihm  umschlossenen 
Puncte  x  die  Schwankung  der  Function  Vx  ebenfalls  kleiner  als 
jenes  \e  wird*].  Solches  ausgeführt,  sind  alsdann  offenbar  die 
Schwankungen  der  Function  \UX+  Vx)  für  alle  innerhalb  h  be- 
findlichen Puncte  x  kleiner  als  e .  Gleiches  gilt  daher  auch 
von  der  mit  (Ux+Vx)  identischen  Function  [Wx  —  Cwx)t 
vergl.  (H.). 

Wir  wollen  sofort  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  mimlich 
um  den  festen  Punct  c  einen  neuen  noch  kleineren  Hülfskreis  h° 
beschreiben ,  und  denselben  so  klein  uns  denken ,  dass  die 
stetige  und  in  c  verschwindende)  Function  7t\f—C)  ihrem  ab- 
soluten Betrage  nach  innerhalb  /<°  überall  kleiner  als  jenes  e  ist. 

Alsdann  weiden  also,  um  die  Hauptsache  zusammenzu- 
fassen, innerhalb  des  um  c  beschriebenen  Hiilfskreises  h*  einer- 
seits die  Schwankungen  der  Function 

[U.)  Ax  =  Wx-Cwx, 

und  andererseits  die  absoluten  Werthe  der  Function 

(«.)  i,.«(£-C) 

überall  kleiner  als  e  sein,  wo  e  den  zu  Anfang  ad  libitum  ge- 
wühlten Kleinheitsgrad  vorstellt.  Dabei  ist,  was  die  Formel  (U.) 
betrifft,  wohl  im  Auge  zu  behalten,  dass  x  als  Collectivbezeich- 
nung  dient  für  alle  Puncte  der  gegebenen  Kreisflüche,  ihren  Rand 
mit  eingeschlossen,  also  als  Colleclivbezeichnung  für  sämmtliche 
Puncte  i,  8. 

Dies  conslatirt,  wollen  wir  nun  statt  der  Functionen  W,  w 
die  ihnen  adjungirten  Functionen  V,  \fj  in  den  Vordergrund 
treten  lassen.   Nach  (6.)  und  (8.)  ist: 


*  Dass  solches  ausführbar  ist,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Denn  das 
in  (11.)  mit  Vx  bezeichnete  Integral  erstreckt  sich  nur  über  die  Elemente 
da",  d.  i.  nur  über  denjenigen  Theil  der  gegebenen  Peripherie,  welcher 
ausserhalb  des  Hülfskreises  H  liegt.  Folglich  ist  dieses  Vx  für  die  innerhalb 
H  liegenden  Puncte  x  durchweg  stetig. 
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{Vi  =  W<  •  /  </',  =  ">< 


und  folglich : 

l  V,  -  (tyÄ  =  (H's  -  Cu>J  -h        -  C)  , 

also  mit  Rücksicht  auf  die  in  (44.),  (15.)  eingeführten  Bezeich- 
nungen : 

oder,  weil  [vergl.  (6.)]  auf  der  ganzen  Kreisfläche,  ihren 
Rand  mit  eingeschlossen,  constant,  nämlich  =  Szr  ist: 

Aus  diesen  Formeln  (46.)  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Er- 
gebnisse (44.),  (45.),  dass  die  Schwankungen  der  Function  *PX 
innerhalb  des  um  den  festen  Punct  c  beschriebenen  Hülfs- 
kreises Ä0  tiberall  kleiner  als  3«  sind. 

Auf  die  Gefahr  hin,  zu  weitläufig  zu  werden,  will  ich  das 
eben  Gesagte  noch  ein  wenig  weiter  erläutern:  Sind  i,  t\ 
irgend  zwei  Puncte  innerhalb  der  gegebenen  Kreisfläche,  und 
s,  s4  irgend  zwei  Puncte  an  ihrem  Rande,  so  sind  die  Schwan- 
kungen der  Function       (4  6.)  theils  von  der  Form: 

(«.)  Vt  -  f.-  =  Ak  -Ak, 

theils  von  der  Form : 

(ß.)  f,  -  Vs  =  A{  -  [A,  +  l,)  . 

theils  endlich  von  der  Form : 

W  V,-Vh^(At  +  ^-(A,t  +  lti). 

So  lange  aber  i,  (t  und  s,  si  innerhalb  des  Kreises  Ä°  bleiben, 
ist  jeder  dieser  Ausdrücke  (er.),  iß.),  (y.),  zufolge  der  Sätze 
(4  4.),  (45.),  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  3«*). 
W.  z.  z.  w. 

Innerhalb  des  um  den  Randpunct  c  beschriebenen  Hülfs- 
kreises h°  sind  also  die  Schwankungen  der  Function  *PX  kleiner 


*)  Nämlich  der  absolute  Werth  von  («.)  kleiner  als  6,  der  von  (.*. > 
kleiner  als  2c,  und  der  von  (y.)  kleiner  als  Se. 


Digitized  by  Google 


Ueber  die  trigonometrischen  Reihen.  9 

als  3t,  wo  das  €  einen  zu  Anfang  ad  libitum  gewühlten  Klein- 
heitsgrad  vorstellt.  Mit  andern  W  orten :  Die  Function  *PX  ist  in 
jenem  Puncte  c  stetig.  Und  solches  gilt  offenbar  für  jeden  beliebi- 
gen Randpunct;  denn  c  war  ja  zu  Anfang  auf  dem  Rande  der 
gegebenen  Kreisfläche  ganz  beliebig  gewählt.  Dass  andererseits 
die  Function  *PX  auch  stetig  ist  für  jeden  innern  Punct  t,  be- 
darf keiner  Erläuterung,  folgt  nämlich  unmittelbar  aus  der  für 
Wr  gegebenen  Definition  (8.).  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem 
Resultat: 

Bezeichnet  f  eine  längs  des  Randes  der  gegebenen  Kreisfläche 
willkürlich  gegebene ,  jedoch  daselbst  überall  stetige  Function, 
setzt  man  ferner : 

und  construirt  man  endlich  die  den  Formeln : 

( ift.  =  \y.  } 

entsprechende  Function  *¥T ,  so  wird  diese  letztere  auf  der  ganzen 
Kreisfläche,  Ihren  Rand  mit  eingeschlossen,  überall  ste- 
tig sein. 

Da  nun  die  Ws  [vergl.  (4.a)]  constant,  nämlich  «  ;rA 
sind,  so  kann  man  die  Formeln  (18.)  auch  so 

%  =  %  f 
oder  (was  dasselbe  ist)  auch  so  schreiben : 


< 


1 « f  -  A  =  —Wf  —  A  , 

n     *  n  1 


oder  endlich,  falls  man  eile  Function  -  fF  —  ^  =  Ü  setzt, 
auch  so: 


(49.) 

(20.; 


Diese  neue  Function  ß  =  —  ¥  —  A  wird  offenbar  (ebenso  wie 

V  selber)  auf  der  Kreisfläche,  ihren  Rand  mit  eingeschlossen, 
überall  stetig  sein.   Ferner  wird  sie  nach  (19.),  ebenso  wie  Wt 
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eine  Potentialfunclion  der  Kreisfläche  sein;  und  endlich  wird 
sie  nach  20.)  am  Rande  der  Flache  identisch  mit  /  sein.  Wir 
gelangen  somit  zu  folgendem  Salz: 

Man  kann  stets  eine  Potentialfunction  der  gegebenen  Kreis- 
fläche angeben,  welche  am  Hände  derselben  willkürlich  vorge- 
schriebene Werthe  f  besitzt,  falls  nur  diese  letztern  stetig  mit- 
einander zusammenhängen.  In  der  That  wird  eine  solche  Poten- 
tialfunction durch 


dargestellt  sein,  wo  H',  durch  das  Integral  (4.  ,  und  die  Con- 
stante  A  durch  die  Formel  (4.a;  definirt  sind.  Substituirt  man 
diese  Werthe  von  W,  und  A  ,  so  folgt : 

(**•)  ß< -iTs]/*'- 

wo  E  den  Abstand  des  Punctes  i  vom  Elemente  da ,  ferner  v  die 
auf  da  errichtete  innere  Normale,  endlich  R  den  Radius  der 
Kreis  fläche  vorstellt. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  diese  Function  ßt-  (10.)  die  einzige 
Potentialfunclion  der  Kreisfläche  ist,  welche  am  Rande  derselben 
die  vorgeschriebenen  Werthe  f  besitzt,  oder  ob  vielleicht  ausser 
dieser  noch  andere  existiren,  die  ebenfalls  jener  Anforderung 
entsprechen.  Diese  Frage  soll  im  folgenden  Paragraph  beant- 
wortet werden. 


§«• 

Es  wird  gezeigt,  dass  ausser  der  gefundenen  Potential- 
function  keine  andere  existiren  kann,  welche  am  Bande 
die  vorgeschriebenen  Werthe  besitzt. 

Es  bezeichne  F  =  F(flC,  y)  irgend  eine  (völlig  unbekannte) 
Potentialfunction  der  gegebenen  Kreisfläche;  oder  genauer  aus- 
gedrückt, es  bezeichne  F=  F[x,y)  eine  Function,  die  folgende 
Eigenschaften  hat: 

I.  Die  Werthe  von  F  sind  auf  der  ganzen  Kreisfläche,  ihren 
Rand  mit  einbegriffen,  überall  stetig; 

II.  Für  jedweden  Punct  (x,  y) ,  der  innerhalb  der  Kreis- 
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ö  F     d  F 

fläche  (also  nicht  hart  an  ihrem  Rande)  liegt  ,  sind  ^ , 

^ ,  etc.  stetig,  und        -h  ^  a/eicA  Null. 

Um  diese  Function  F  zu  untersuchen,  bedienen  wir  uns 
der  bekannten  Green' sehen  Formeln.  Doch  können  wir  diese 
Formeln,  da  die  Voraussetzungen  II.  nur  auf  innere  Puncte  sich 
beziehen,  nicht  unmittelbar  auf  die  gegebene  Kreisfläche  an- 
wenden, wohl  aber  auf  jeden  innerhalb  derselben  construirten 
Kreis  o;  vergl.  die  Figur.  Wir  erhalten  alsdann: 

(..)  - 

(8.) 


0  = 


die  Integrationen  erstreckt  über  alle  Elemente  da  der  Peri- 
pherie o.  Dabei  bezeichnet  v  die  auf  da  errichtete  innere  Nor- 
male, ferner  Fi  den  Werth  von  F  in  einem  innerhalb  der  Peri- 
pherie a  gelegenen  Puncte  t,  endlich  E  die  Entfernung  dieses 
Punctes  i  vom  Elemente  da . 


Fig.  2. 

Nimmt  man  insbesondere  für^f  den  Mittelpunct  m  der  Peri- 
pherie o,  und  bezeichnet  den  Radius  derselben  mit  q,  so  wird 

und  £Ht)--&(,0«7)-7.; 

so  dass  also  die  Formel  (2.)  übergeht  in: 
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Hieraus  aber  folgt,  weil  q  constant  ist.  mit  Rücksicht  auf  (4.): 

ftdff 

und  diese  Formel  sagt  aus,  r/ass  der  Werft  von  F  im  Puncte  m 
identisch  ist  mit  dem  arithmetischen  Mittel  derjenigen  Werthe, 
welche  F  besitzt  längs  der  um  m  als  Mittelpunct  beschriebenen 
Peripherie  a.   Oder  kürzer:    Jene  Formel  (4.)  sagt  aus, 

(5.)        dass  Fm  das  arithmetische  Mittel  der  Fa  vorslelll. 

Dabei  ist,  wie  kaum  noch  der  Erwähnung  bedarf,  unter  den  Fa 
die  Gesammtheit  derjenigen  Werthe  zu  verstehen,  welche  F 
längs  der  Peripherie  a  besitzt.  —  Nun  sind  offenbar  nur  zwei 
Falle  denkbar:  Entweder  die  F„  sind  constant,  d.  i.  alle  von 
einerlei  Grösse.  Alsdann  wird  ihr  arithmetisches  Mittel,  d.  i.  Ffn 
eben  dieselbe  Grösse  besitzen,  also  mit  den  Fa  identisch  sein. 
Oder  aber  die  Fn  sind  nicht  alle  von  einerlei  Grösse.  Alsdann 
wird  ihr  arithmetisches  Mittel,  d.  i.  Fm  zwischen  den  F„  eine 
mittlere  Rangstufe  einnehmen,  indem  es  einige  derselben  an 
Grösse  Übertrifft,  anderen  nachsteht.  Wir  sehen  somit,  dass  Fm 
weder  im  einen  noch  im  anderen  Fall  alle  Fa  an  Grösse  über- 
trifft, und  können  also,  weil  diese  beiden  Fälle  die  einzig  denk- 
baren sind,  geradezu  sagen: 

(6.)        Es  ist  unmöglich,  dass  das  Fm  die  sämmtlichen  Fa  an 
Grösse  übertrifft. 

Dieser  einfache  Satz  (6.)  führt  zu  wichtigen  Folgerungen.  Um 
näher  darauf  einzugehen,  bezeichnen  wir  (genau  wie  im  vorher- 
gehenden Paragraph)  alle  Puncte  der  ganzen  gegebenen  Kreis- 
fläche, ihren  Rand  mit  eingeschlossen,  mit  x,  so  dass  also  z.  B. 
der  Punct  m  ein  Individuum  aus  dem  System  der  sc,  und  ebenso 
Fm  ein  Individuum  aus  dem  System  der  Fx  repräsentirt.  Dies 
festgesetzt,  ergiebt  sich  sofort, 

(7.)       dass  dasFm  unmöglich  alle  übrigen  Px  an  Grösse  über- 
treffen kann. 

Denn  wäre  solches  der  Fall,  so  müsste  es  z.B.  auch  alle  an 
Grösse  übertreffen,  was  dem  Satze  (6.)  widerspricht. 

Nun  kann  aber  der  Punct  m  auf  der  gegebenen  Kreisfläche 
beliebig  gewählt  werden;  nur  muss  er  innerhalb  derselben  lie- 
gen, d.i.  vom  Rande  derselben  durch  irgend  welchen  Abstand 
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getrennt  sein.  Denn  wie  klein  dieser  Abstand  auch  sein  mag, 
stets  wird  sich  alsdann  um  m  als  Mittelpunct  eine  kleine  Kreis- 
peripherie o  beschreiben  lassen,  die  ebenfalls  vollständig  inner- 
halb der  gegebenen  Kreisfläche  liegt.  Demgemäss  ist  der 
Satz  (7.)  folgendermassen  auszusprechen: 

(8.)  Markirt  man  irgendwo  innerhalb  der  gegebenen  Kreis- 
flache einen  Punct  m,  so  wird  der  daselbst  vorhandene 
Werth  Fm  unmöglich  grösser  sein  können  als  alle  Übri- 
gen Px  • 

Existirt  also  überhaupt  unter  den  Werthen  Fx  einer,  der  alle 
übrigen  an  Grösse  übertrifft  (und  das  wird  immer  der  Fall  sein, 
wenn  nicht  etwa  F  auf  der  ganzen  Kreisfläche  constant  ist),  so 
muss  dieser  grösste  Werth  nothwendig  am  Hände  liegen.  Wir 
gelangen  somit  zu  folgendem  Satz : 

Setzt  man  voraus,  die  [den  Anforderungen  I.  II.  (Seite  10) 
entsprechende]  Function  F  sei  auf  der  gegebenen  Kreisfläche  nicht 
überall  constanty  so  wird  ihr  grösster  Werth  nothwendig  am 
Rande  der  Flüche  gelegen  sein.  Und  ebenso  wird  sich  offen- 
bar zeigen  lassen ,  dass  bei  der  gemachten  Voraussetzung  ihr 
kleinster  Werth  ebenfalls  am  Bande  liegen  muss. 

Hieraus  aber  folgt  unmittelbar  der  weitere  Satz:  Ist  die 
[den  Anforderungen  1.  II.  (Seite  10)  entsprechende]  Function  F 
längs  des  Randes  der  gegebenen  Kreisfläche  constant,  so  wird 
sie  denselben  constanten  Werth  auch  besitzen  in  allen  innern 
Puncten  der  Fläche. 

Sind  nun  F{  und  F%  irgend  zwei  den  Anforderungen  I.  II. 
(Seite  10)  entsprechende  Functionen,  und  besitzen  beide  genau 
dieselben  Randwerthe,  so  wird  offenbar  ihre  Differenz  [Ft  —  F%) 
eine  Function  sein,  die  ebenfalls  jenen  Anforderungen  ent- 
spricht, und  ausserdem  längs  des  Randes  constant,  nämlich  =  0 
ist.  Zufolge  des  letzten  Satzes  wird  daher  diese  Function 
(F,  —  F4)  auch  im  Innern  der  Kreisfläche  überall  =»  0  sein. 
Also  der  Satz  : 

Sind  längs  des  Randes  der  Kreisfläche  irgend  welche  stetig 
mit  einander  zusammenhängende  Werthe  f  vorgeschrieben,  so 
kann  immer  nur  eine  den  Anforderungen  I.  II.  (Seite  10)  ent- 
sprechende und  am  Rande  mit  jenen  f  übereinstimmende  Function  F 
existiren.  Und  diese  eine  wird,  können  wir  hinzufügen,  in  jedem 
beliebigen  innerhalb  der  Kreisfläche  liegenden  Puncte  %  einen  Werth 
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haben,  der  dargestellt  ist  durch  folgendes  über  den  Kreisrand  hin- 
erstreckte  Integral  [vergl.  {%%.)  Seite  10]: 

Dabei  bezeichnet  E  den  Abstund  des  Handelementes  da  vom  Pitncte  r, 
ferner  v  die  auf  da  errichtete  innere  Normale,  endlich  R  den 
Radius  des  Kreises. 

Wir  bezeichnen  nun  die  Polarcoordinaten  des  Punctes  i  und 
des  Elementes  da  respective  mit  fr,  fp  und  (Ä,  0),  und  setzen 
dem  entsprechend: 

(a.)      da  =  RdO  ,       f  =  ffO))    und    F,  =  F(r,  ff)  . 
Alsdann  ist  bekanntlich: 

■r. 

log  1  =  log  -i-  +  ^  V  (1.)"  cosn  (y  -  <D)  , 

W  »v(,0«-f)  =  -r«(l0^)  - 

und  aus  (er.),  (y.)  folgt  sofort: 

35 

=  [l  +  2^         cosn  (y  -  <Z>)  j  rf©  . 
Mitleist  la.)  und  (<5.j  aber  geht  unsere  Formel  (5.)  Uber  in: 

[«•)     f  (r.  9»)  =  £ /[<  +  2  J'  (  ■ )"  cosn  fop  -  ©)]/•  «>,  rf©  . 

n 

Die  hier  unter  dem  Integralzeichen  stehende  Reihe  ist  für  den 
Fall  r<fl  absolut  convergent ;  so  dass  wir  also  in  diesem  Fall 
ohne  Bedenken  gliedweise  integriren  dürfen.  Und  hierdurch 
erhalten  wir: 

30 

(7.)    F(r,  tp)  ««,  +  8^  (tt)"  fc  r057^  +  »«  s?nw^)  » 

für  r<  fi  . 

wo  die  21,  ©  die  Werlhe  haben: 
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In 

(«0  \n 

33n  =  ^ ß(0)  s\nn®  •  dd>  . 
e 

Somit  kann  also  der  vorhergehende  Satz  auch  so  ausgesprochen 
werden : 

Es  sei  eine  Kreisfläche  gegeben  vom  Radius  R ;  und  demgemäss 
mögen  die  Randpuncte  dieser  Flüche  mit  {R,  O),  und  die  innern 
Puncte  derselben  mit  (r,  (p)  bezeichnet  sein,  wo  r<R. 

Sind  nun  längs  des  Randes  der  Kreisfläche  irgend  welche  stetig 
zusammenhängenden  Werth e  f{&)  vorgeschrieben,  so  wird  immer 
nur  eine  den  Anforderungen  I.  II.  (S.  10)  entsprechende  und  am 
Rande  mit  jenen  f  0)  ubereinstimmende  Function  F'r,  rp)  existi- 
ren.  Diese  eine  aber  wird  in  allen  Puncten  [r,  rp) ,  deren  r  < 
ist,  dargestellt  sein  durch  die  Formel  (7),  deren  Coefpcienten  21,  33 
die  in  (8)  angegebenen  Werthe  haben. 


§3. 

Ableitung  zweier  von  Cantor  und  Du  Bois-Reymond 

aufgestellten  Sätze. 

Auf  einer  Kreisperipherie  vom  Radius  jR  bezeichnen  wir 
die  Polarcoordinaten  eines  beliebigen  Punctes  mit  {R,  0),  und 
rechnen  den  Winkel  0  von  0  bis  2zr.  Es  sei  nun  f{0)  eine 
beliebig  gegebene,  jedoch  auf  der  Kreisperipherie  überall  stetige 
Function,  und  es  sei  (durch  irgend  welche  Mittel,  vielleicht 
auch  durch  Zufall)  gelungen,  diese  Function  durch  eine  nach 
den  Cosinus  und  den  Sinus  der  Vielfachen  von  0  fortschreitende 
Reihe: 

oe 

(1.)     f=f{&)  =  a9  +  Z]£(ancosnO  +  ßn8\nn0) 

i 

darzustellen.  Oder  genauer  ausgedrückt:  Esseigelungen,  die 
in  dieser  Formel  enthaltenen  Constanten  a,  ß  der  Art  zu  bestim- 
men, dass  die  Formel  convergent  und  gültig  ist  für  jedweden 
Punct  der  Kreisperipherie. 
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Solches  vorausgesetzt,  legen  wir  uns  die  Frage  vor,  ob 
ausser  diesen  bestimmten  speciellen  Constanten  er,  ß  vielleicht 
noch  irgend  welche  andern  Constanten  er,  (i  existiren  könnten, 
welche  dasselbe  leisten,  d.  i.  für  welche  die  Entwicklung  (J.) 
ebenfalls  convergent  und  gültig  sein  würde  in  jedwedem  Puncte 
der  Peripherie.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  zunächst  folgende 
auxiliare  Function: 


indem  wir  unter  (r,  (p)  irgend  welchen  Punct  innerhalb  der 
Peripherie  verstehen.  Dass  diese  Reihe  (2.)  für  r<jR  con- 
vergent, und  zwar  absolut  convergent  ist,  bedarf  keiner  Er- 
läuterung. 

Ein  Blick  auf  die  Formeln  (1.),  (2.)  erweckt  bereits  die 
Vermuthung,  es  werde  sich  nachweisen  lassen,  dass  die  Func- 
tion F  eine  Potent ialfunction  der  betrachteten  Kreisflache,  und 
am  Rande  dieser  Fläche  identisch  mit  der  gegebenen  Function  f 
sei.  Nachdem  ich,  zur  Führung  dieses  Nachweises,  mancherlei 
beschwerliche  und  weitläufige  Wege  verfolgt  hatte,  bin  ich 
schliesslich  zu  einer  Methode  gelangt,  die,  wenn  sie  vielleicht 
auch  auf  den  ersten  Blick  etwas  künstlich  erscheinen  mag, 
doch  in  Bezug  auf  Kürze  und  Einfachheit  nichts  zu  wünschen 
übrig  lässt. 

Innerhalb  der  gegebenen  mit  dem  Radius  R  beschriebenen 
Kreisperipherie  construire  ich  eine  zweite,  mit  jener  concentrische 
Peripherie,  mit  irgend  welchem  Radius  ß'<Ä;  bezeichne  ir- 
gend ein  Element  dieser  zweiten  Peripherie  mit  da',  die  auf  da' 
errichtete  innere  Normale  mit  i>',  endlich  die  Coordinaten  dieses 
Elementes  do'  mit  (R\  0')\  so  dass  also  da'  m  R'dQ'  wird. 
Markirt  man  nun  innerhalb  dieser  zweiten  Peripherie  einen  be- 
liebigen Punct  (r,  (p)  und  bezeichnet  den  Abstand  dieses  Punctes 
von  do'  mit  2?,  so  gilt  [wie  früher  in  (ß.)  Seite  14  gefunden 
wurde]  die  Formel : 


r. 


OD 
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Fig.  3. 

Multiplicirt  man  diese  Formel  mit  der  aus  (2.)  entspringenden: 

(*.)    jL  F(R',©')  = 

70 

=  n  [«•  +  2     (*')" "»  cos" *' +  <*» »««» ® ')] . 

und  integrirt  sodann  über  alle  Elemente  c/o~',  d.  i.  Uber 
(/>'  =  0  .  .  .  2/r,  so  ergiebt  sich  die  Formel: 

=  a9  +  %J?        [an  cosnqp  ■+■  ft,  sinwy)  , 

deren  rechte  Seite  offenbar  identisch  ist  mit  (2.),  d.  i.  mit 
F{)%  tf)  .    Man  erhalt  also: 

16.)    P(r,  <p)  =  hJ\*T?  (l08"f)  "  5*]  f  " 

Die  Integration,  durch  welche  ich  hier  von  den  Formeln  (3.), 
(4.)  zu  (5.)  resp.  (6)  gelangt  bin,  ist  eine  völlig  legitime.  Denn 
jene  unendlichen  Reihen  in  (3.)  und  (4.)  sind,  zufolge  der  hier 
gemachten  Voraussetzung  r  <  ß'<  /*,  absolut  convergent. 

Bezeichnet  man  nun  aber  die  rechtwinkligen  Coordinaten 

Math.-ptays.  Classe.  1881.  2 
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des  Punctes  (r.  tp  mit  [xf  y),  und  beachtet  man,  dass  diese 
Coordinaten  fr,  <f  oder  x,  y)  auf  der  rechten  Seite  der  For- 
mel 6.)  nur  insofern  vorkommen,  als  sie  in 

log-i-  =  -|log  [H  +  Ii'*-  Srß'cos  </>  -  ©')]  , 

=  -  4 log  [(sc  -  A'cos0')'  -l-  (//  -  «'sind)')*] 

enthalten  sind,  so  ergiebt  sich  aus  (6.  augenblicklich,  dass 
erstens  die  Function  F  =  F(r,  r/  nach  a?,  d  ilf er  ent  Urbar  ist, 
dass  zweitens 

I7-)      F'  ^>     (?'  elc-elc- 

fftetfg  sind,  und  dass  endlich  drittens 

ist.  Und  zwar  ergiebt  sich  aus  unserer  Betrachtung,  dass  diese 
Eigenschaften  7.  ,  (8.)  stattfinden  für  jedweden  Punct  (r,  (f>\ 
oder  x ,  y) ,  der  innerhalb  der  gegebenen  Kreisfläche  liegt,  d.  i. 
dessen  r  <  H  ist.  Denn  wie  klein  bei  einem  solchen  Puncte  der 
Unterschied  zwischen  r  und  R  auch  sein  mag,  stets  wird  sich 
eine  Grösse  R'  angeben  lassen,  die  der  Bedingung  r</T<fi 
entspricht.  Dann  aber  liegt  der  Punct  innerhalb  eines  mit  dem 
Radius  R'  beschriebenen  Hülfskreises  und  subordinirt  sich  also 
den  vorhin  angestellten  Betrachtungen. 

Um  endlich  zu  zeigen .  dass  F  am  Rande  der  ueeebenen 
Kreisfläche  identisch  mit  f  wird,  markiren  wir  zwei  auf  dem- 
selben Radius  gelegene  Puncte  [R ,  CD)  und  (r,  <ß),  wo  r<fl 
sein  soll  ".    Für  diese  Puncte  besitzen  alsdann  f(\ .)  und  F  2. 
die  Werthe: 


M 


(9.)     f  =  f[(D)  =  «„  +  2  V  (C(n  CÜS„  (n  +  ,in  sin„ q,  , 

i 

(10.)    F  =  F(r,  <P}  =  cr0  -h  2  JVT        for„  cosn<D  +  fln  sin» 

r<Ä; 

wofür  wir  zur  augenblicklichen  Abkürzung  schreiben  wollen: 


*)  Der  Punct  {R,  &)  liegt  am  liande  der  gegebenen  Kreisfläche.  Denn 
es  sollte  ja  R  der  Radius  dieser  Fläche  sein. 
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U 

(18.)    F=^V»'„.       «o    e  =  ;(  <l  ist. 

0 

Die  eingeführten  Y  haben  dann  also  folgende  Bedeutungen : 

Yt  =  cr0       und       Yn  =  2  {ctn  cosnü)     iin  sin  «CD 

und  sind  also  constant,  so  lange  wir  bei  ein  und  demselben  Azi- 
muth  0  bleiben. 

An  der  Voraussetzung  r<Ä,  d.  i.  (?  <  1  .  werden  wir 
durchweg  festhalten,  und  den  lim0  =  1  F  zu  untersuchen  haben. 
Bezeichnen  wir  die  Restglieder  der  unendlichen  Reihen  ;H.), 
(12.)  mit  /*„,  Fn,  indem  wir  setzen  : 

(13.)        fn  =      +  i  "+"     +  i      ^»  +  3  ■+■•••> 

(«•)     f,  =  e»  iT„+,e  +  r.+lf«  +  >„+jeJ  +  ...), 

so  ergiebl  sich  einerseits  aus  (II.),  (Ii.  : 
(15.)         f-F  = 

=    (i  -e,+  >',  (i  -  <?s.  +  y,  <  -  e3 ;  +  •  •  ■  • , 
=  H  -  e;  [r,  +  rt  n+a  +  r,  i  +  e  +  ev  +...], 

und  andererseits  aus  (13.),  (44.): 
(16.)  «Y.-JT.- 

=  <?"[».,*, (<  - e  +  >;♦,(<  - e*  +  >»+, .»  - e3,  +  •■•], 
=  q"  (<  - e  [ >«+,  +  >'.,+1 1  +  ei  +  +  • 

Die  Formel  (13.)  können  wir  folgendcrmassen  schreiben: 

(17.)   f-F«  (i-*)x 
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Die  Summe  der  hier  unterstrichenen  Glieder  ist  aber  [den 
vorstehenden  Factor  (1  —  q  mit  eingerechnet]  identisch  mit 
Q"fn  —  Fni  wie  aus  (16.)  ersichtlich;  und  convergirt  also,  ebenso 
wie  die  Restglieder  fn  und  Fn,  mit  wachsendem  n  gegen  0. 
Folglich  können  wir  die  Formel  -17.)  ordnen  nach  den  aufein- 
ander folgenden  Verticalreihen,  und  erhalten  hierdurch: 

(18.)    f-F=  [i-tilf.  +  fa+W+W +...}, 
wo  die  fn  die  in  (13.)  angegebene  Bedeutung  haben,  also  end- 
lich sind,  und  mit  wachsendem  n  gegen  0  convergiren*).  Be- 
zeichnen wir  den  absolut  grössten  Werth  all'  dieser  unendlich 
vielen  Grössen  f0,  fx)  f%i  ...  mit  M,  so  ist  offenbar  : 

a,,s  [ft  +  l\9  +  A     •  •  •  +  fn  - ,  <?n ' l]  < 
Ferner  ergiebt  sich  : 

wo  r/w  einen  unbekannten  Mittelwerth  der  Grössen  fn.  fn+lt 
fn  +  i>  /n  +  3?  vorstellt,  also  (ebenso  wie  fn)  mit  wachsen- 
dem n  gegen  0  convergirt.  Mit  Rücksicht  auf  diese  beiden 
letzten  Formeln  folgt  aus  (18.): 

19.)  abs  (f  -  F)  <  U  [\  -  q«)  +  (abs  gn)  q»  , 

also,  weil  q  der  Bedingung  0  <  q  <  1  entsprechen  soll : 

(20.)  abs  y-  F)  <  M  [\  -  qn)  +  (abs  gn)  . 

Folglich  kann  man  das  abs  (f  —  F)  durch  Vergrösserung  von  q 
[d.  i.  durch  Anwachsenlassen  von  q  gegen  I]  unter  einen  be- 
liebigen Kleinheitsgrad  €  hinabdrücken ;  in  der  Weise ,  dass 
man  zunächst  das  zweite  Glied  (abs  gn)  durch  Vergrösserung 
von  n  kleiner  als  {e,  sodann  aber  das  erste  Glied  3/(1  —  q") 
durch  Anwachsenlassen  von  q  gegen  1  ebenfalls  kleiner  als  \e 
macht.  Auch  bemerkt  man,  dass  das  zweite  Glied  ungeMndert 
bleiben,  das  erste  aber  noch  weiter  sich  verkleinern  würde, 
sobald  man  nach  Ausführung  der  genannten  Operationen  das  q 


*)  Dies  ergiebt  sich  sofort  aus  der  über  die  Reihe  (H.)  oder  (1.)  ge- 
machten Voraussetzung.  Denn  in  {].)  war  ausdrücklich  angenommen  wor- 
den, dass  diese  Reihe  conrergent  sei. 
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noch  weiter  gegen  1  anwachsen  lassen  wollte.  Kurz,  die  For- 
mel (20.)  zeigt  in  deutlicher  Weise,  dass 

(21.)  IWg-Af-F)  =0 

ist.  Hierfür  aber  kann  man.  weil  f  von  q  unabhängig  ist,  ein- 
facher schreiben : 

(22.)  Iim0=l  F  =  /  .      W.  z.  z.  w. 

Dieses  Ergebniss  (22.)  mit  den  früheren  Ergebnissen  (7.), 
(8.)  zusammenfassend,  können  wir  also  sagen,  die  von  uns  ein- 
geführte uuxiliare  Function  F  geniige  auf  der  gegebenen  Kreis- 
fläche den  Bedingungen  I.  II.  (Seite  10),  und  sei  am  Rande  dieser 
Fläche  identisch  mit  der  gegebenen  Function  f. 

Hieraus  aber  folgt  mittelst  des  Satzes  Seite  15  sofort,  dass 
diese  Function  F  in  jedwedem  innerhalb  der  Kreisfläche  ge- 
legenen Puncle  (r,  <Z>)  darstellbar  ist  durch  die  Reihe: 

(83.)    F(r,  0)  «  «,  +  8 £        (H„  cos»</>  +  Sö„  sin»©)  , 

r  <  Ii  , 

wo  die  Constanten  31,  $3  die  Werthe  besitzen : 


(M'=  ~ff(0)  cosn  0  •  dd) 


(24.; 


'In 


<> 

Für  r<Ä  muss  also  diese  Reihe  23.)  gleichwertig  sein  mit 
derjenigen  Reihe  (10.),  durch  welche  F  ursprünglich  definirt 
worden  ist.  Und  hieraus  folgt  nach  bekannten  Sätzen  Uber  die 
Potenzreihen  sofort,  dass  die  Constanlen  a,  ß  identisch  sein 
müssen  mit  den  Conslanten  21,  33. 

Ks  müssen  also  jene  Constanten  et ,  (i ,  um  welche  sich  un- 
sere ganze  Untersuchung  dreht,  noth wendiger  Weise  die  Werthe 
21.  $3  (24.),  d.  i.  Werthe  besitzen,  die  durch  die  individuelle 
Beschaffenheit  der  gegebenen  Function  f{0)  in  bestimmter  und 
eindeutiger  Weise  vorgeschrieben  sind.  Wir  gelangen  also  mit 
Hinblick  auf  die  Formel  (1.) 
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f  \0)  =  «o  +  ^2'  (an  cos«  0  +  ßn  sin /i 0>) 

i 

zu  folgendem  Resultat : 

Hechnet  man  das  Azimuth  0  eines  Punctes  der  Kreisperi- 
pherie zwischen  den  Grenzen  0  und  %>v,  und  nimmt  man  an, 
eine  auf  dieser  Peripherie  stetige ,  sonst  aber  willkürlich  ge- 
gebene Function  f '(CD)  sei  entwickelbar  in  eine  Reihe  : 

(25.)      f(0)  =  «0  -f-  2       [an  cosnCfl  -h  ßn  sin/t©)  , 

welche  für  jedweden  Punct  der  Peripherie  convergent  und  gültig 
ist,  so  müssen  die  in  dieser  Entwicklung  enthaltenen  Constanten 
et ,  ß  notwendiger  Weise  die  Werthe  haben  : 

In 

an  =  l^jH®)  cos  n0.  d(l>  , 

(26.) 

ßn  =  &frw  • 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben :  Ist  eine  auf  der  Kreis- 
peripherie stetige  Function  f[0)  in  eine  nach  den  Cosinus  und 
Sinus  der  Vielfachen  von  0  fortschreitende  Reihe  entwickelbar, 
und  ist  diese  Entwickelung  für  jedweden  Punct  der  Peripherie 
convergent  und  gültig,  so  werden  die  in  derselben  enthaltenen  con- 
stanten  Coefficienten  durch  die  individuelle  Beschaffenheit  der 
Function  f{0)  vollständig  und  eindeutig  bestimmt  sein. 

Dass  man  ganz  ähnliche  Betrachtungen  im  Raum  (bei  der 
Kugel)  anzustellen  im  Stande  ist,  und  in  solcher  Weise  zu  ana- 
logen Sätzen  über  die  nach  Kugel funetionen  fortschreitenden  Reihen 
gefuhrt  wird,  —  unterlegt  keinem  Zweifel. 

Leipzig,  den  7.  Januar  1881 . 


Nachschrift. 

Die  beiden  ersten  Paragraphen  des  vorliegenden  Aufsatzes 
beschäftigen  sich  mit  Untersuchungen,  die  ich  bereits  früher, 
und  zwar  in  viel  allgemeinerer  Gestalt,  veröffentlicht  habe.  In 
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der  That  repräsenliren  die  Betrachtungen  des  §.  1  nur  einen 
ganz  speciellen  Fall  meiner  Methode  des  arithmetischen  Mittels*). 
Und  andererseits  subordiniren  sich  die  Betrachtungen  des  §.  2 
meinen  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Theorie  des  Po- 
tentials**). 

Indessen  schien  es  mir  der  Mühe  werth,  die  besonders  ein- 
fache Gestalt  ,  welche  diese  allgemeinen  Untersuchungen  bei 
ihrer  Anwendung  auf  den  speciellen  Fall  des  Kreises  gewinnen, 
in  anschaulicher  Weise  hervortreten  zu  lassen.  Und  dieser  Be- 
mühung sind  jene  beiden  ersten  Paragraphen  gewidmet. 

Uebrigens  sind  die  in  jenen  beiden  Paragraphen  behandel- 
ten Gegenstande  dieselben,  mit  denen  auch  Schwarz***)  und 
Prymf  sich  beschäftigt  haben;  wobei  im  Vorbeigehen  bemerkt 
sein  mag,  dass  der  Schwarz'sche  Aufsatz  einige  Bemerkungen 
Über  meine  Schriften  enthält,  die  entweder  irrthümlich  sind, 
oder  doch  wenigstens  leicht  zu  irrthümlichen  Auffassungen  Ver- 
anlassung geben  können  ff). 


*)  Xf.umasn  1870  :  Zur  Theorie  des  Logarithmischen  und  Newton' sehen 
Potentials;  in  diesen  Berichten  vom  21.  April  1870,  und  vom  3 1 .  October 
1870.  Ein  Theil  dieser  Untersuchungen,  und  zwar  derjenige,  welcher  die 
Methode  des  arithmetischen  Mittels  darlegt,  ist  von  Neuem  abgedruckt  wor- 
den in  den  Mathematischen  Annalen,  Bd.  11,  Seite  558.  In  ausführlicher 
Gestalt  sind  indessen  alle  diese  Untersuchungen  erst  spater  publicirt  wor- 
den, in  dem  (im  Teubner'schen  Verlag  erschienenen  Werk:  Ueber  das 
Logarithmische  und  Netvton sehe  Potential  Leipzig,  1877 ;.  Ein  kurzer  Auszug 
dieses  Werkes  findet  sich  in  den  Mathematischen  Annalen,  Bd.  13,  Seite  255. 

**)  Neumann  1870  :  Revision  einiger  allgemeinen  Sätze  aus  der  Theorie 
des  Logarithmischen  und  Newton'schen  Potentials;  in  den  Math.  Annalen, 
Bd.  3,  Seite  325 — 354  und  Seite  424 — 434.  Auch  diese  Untersuchungen  sind 
zum  Theil  von  Neuem  aufgenommen  in  dem  in  der  vorgehenden  Note  ge- 
nannten bei  Teubner  erschienenen  Werk. 

***)  Schwarz  (1870 >    Ueber  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
zoll (V« 

gleichung  g-^  +  ^  =  0  für  die  Flüche  eines  Kreises  ;  im  XV.  Jahrgang 

der  Vierteljahrsschrift  der  Naturforsehenden  Gesellschaft  in  Zürich.  In  er- 
weiterter Gestalt  wurde  dieser  Aufsatz  später  1871  von  neuem  publicirt 
im  Borchardtschen  Journal,  Bd.  74,  Seite  218. 

d2w  ö2u 

f)  Prvm  (J871):   Zur  Integration  der  Differentialgleichung  ^  v.2  +  ^ 

0;  im  Borchardt' sehen  Journal,  Bd.  73,  Seite  340. 
ff)  Man  findet  solche  Bemerkungen  in  dem  genannten  Aufsatz  Borch. 
Journal.  Bd.  74  z.B.  auf  Seite  220  und  240.    Wollte  irgend  ein  Autor  den 
Satz  drucken  lassen  :    Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedum  alle 
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Carl  Neu  mann, 


Die  genannten  beiden  Autoren,  Schwarz  und  Prym,  haben 
in  ihren  Aufsätzen  auf  mehrere  meiner  Schriften  Bezug  ge- 
nommen; aber  merkwürdiger  Weise  haben  sie  dabei  meinen 
Aufsatz  Über  die  Methode  des  arithmetischeil  Mittels,  der  hier 
vorzugsweise  in  Betracht  zu  ziehen  gewesen  wiire,  so  gut  wie 
unbeachtet  gelassen.  Doch  würde  es  Unrecht  sein,  denselben 
hieraus  einen  Vorwurf  zu  machen.  Denn  meine  Methode  des 
arithmetischen  Mittels  war  zu  jener  Zeit,  als  Prym  und  Schwarz 
ihre  Aufsätze  im  Borchardt'schen  Journal  drucken  Hessen,  aller- 
dings schon  publicirt,  aber  nur  in  ihren  Hauptumrissen,  fast 
mit  blosser  Angabe  der  sich  ergebenden  Resultate ,  und  mit 
Uebergehung  vieler  zur  festen  Begründung  erforderlicher  Be- 
trachtungen. Erst  viel  später  habe  ich  Zeit  gefunden,  jene 
Untersuchungen  in  ausführlicher  Weise  darzulegen,  in  dem 
schon  citirten  Werk  über  das  Logarithmische  und  New  ton' sehe 
Potential  (Teubner  1877). 


Kanten  von  gleicher  Lange  sind,  so  ist  das  Parallelepipedum  ein  Würfel ;  so 
würde  es  für  den  Recensenten  doch  wohl  wenig  angemessen  sein  zu  be- 
merken, jener  Autor  »fordere»  die  Gleichheit  aller  Kanten,  und  habe  also 
die  für  den  Satz  notwendigen  Bedingungen  nicht  auf  das  geringste  Maas* 
reducirt.  —  Gewiss,  habe  ich  in  meinen  Schriften  sehr  häufig  Sätze  aus- 
gesprochen, ohne  in  ihnen  die  Bedingungen  auf  das  geringste  Maass  zu  re- 
duciren.  Aber  ich  habe  in  solchen  Fällen  eine  derartige  Reduction  auch 
niemals  beabsichtigt  gehabt,  —  geschweige  denn  behauptet,  dass  in  den 
betreffenden  Sätzen  eine  derartige  Reduction  von  mir  bewerkstelligt  sei. 
Wenn  Schwor*  oder  irgend  ein  anderer  Mathematiker  eine  solche  (in  vielen 
Fällen  recht  schwierige)  Reduction  der  Bedingungen  auf  ihr  geringstes  Maass 
ausführt,  oder  auch  nur  Schritte  thut ,  um  einer  solchen  sich  zu  nähern, 
so  halte  ich  das  sicherlich  für  sehr  verdienstlich.  Aber  man  darf  mir  doch 
keinen  Vorwurf  daraus  machen ,  dass  bei  meinen  Untersuchungen  noch 
Fragen  offen  bleiben,  mit  denen  Andere  sich  beschäftigen  können. 

Nun  kann  ich  mir  allerdings  kaum  denken,  dass  Herr  Schwarz  wirk- 
lich beabsichtigt  habe,  an  meinen  Untersuchungen,  die  ihm  doch  bei  seinen 
eignen  Arbeiten  vielfach  zu  Statten  gekommen  sind,  irgend  welche  Aus- 
stellungen zu  machen.  Aber  die  Form,  in  welche  derselbe  seine  Bemer- 
kungen einkleidet,  ist  jedenfalls  eine  wenig  passende.  Denn  sie  muss  die- 
jenigen Leser,  welche  mit  meinen  Schriften  unbekannt  sind,  unwillkürlich 
zu  durchaus  unrichtigen  Vorstellungen  bringen,  z.  B.  zu  der  Vorstellung, 
ich  hätte  behauptet,  in  gewissen  Sätzen  die  erforderlichen  Bedingungen  auf 
ihr  geringstes  Maass  reducirt  zu  haben,  und  diese  Behauptung  solle  durch 
seine  des  Herrn  Schwarz)  Bemerkungen  rectificirt  werden.  Dass  meiner- 
seits derartige  Behauptungen  gar  nicht  gemacht  sind,  ist  bereits  erörtert 
worden.; 
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Im  Ganzen  genommen  dürften  meine  Methoden  gegenüber 
denen  von  Schwarz  und  Prynt  den  Vorzug  verdienen;  und 
zwar  namentlich  deswegen,  weil  sie  bedeutend  allgemeiner 
sind,  indem  sie  nicht  nur  auf  den  Kreis,  sondern  auf  eine  sehr 
grosse  Anzahl  von  Curven  in  der  Ebene  und  von  Flüchen  im 
Räume  anwendbar  sind,  und  indem  sie  nicht  nur  die  innerhalb 
dieser  Curven  oder  Flüchen,  sondern  ebenso  auch  die  ausser- 
halb derselben  liegenden  Gebiete  betreffen. 

Schliesslich  habe  ich ,  was  den  dritten  Paragraphen  des 
vorliegenden  Aufsatzes  betrifft,  meinem  Collegen  Scheibner  für 
seine  gütige  Unterstützung  (bei  der  Führung  des  Beweises, 
dass  lim^  =  ,/•'  =  /'  ist  meinen  aufrichtigen  Dank  auszu- 
sprechen. 
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W.  Knop.    Beitrüge  zur  Kenntnis*  der  Eiwetsskörper  *). 

Im  Anschluss  an  meine  letzten  Mittheilungen  Sitzung  vom 
27.  Januar  1879)  über  die  Produete,  welche  die  Eiweisskörpei 
hei  der  Behandlung  mit  der  Lösung  von  Brom  in  Chlorwasser- 
stoff- oder  Bromwasserstotlsäure  liefern,  gebe  ich  noch  folgende 
Notiz  über  eine  besondere  Reihe  derselben. 

Untersucht  hatte  ich  bis  dahin  eine  Anzahl  gebromter  Sub- 
stanzen, welche  bei  gewöhnlicher  Temperatur  sich  bilden,  wenn 
man  Eiweisskörper  mit  jener  Lösung  im  Ueberschuss  übergiesst 
und  einige  Zeit  darin  liegen  liisst,  sowie  diejenigen,  welche 
durch  völliges  Auflösen  der  letzteren  in  der  mit  Brom  versetz- 
ten Bromwasserstoffsäure  bei  höheren  Temperaturen  von  80° 
bis  90°  und  nachherigem  Zusatz  von  Alkohol  entstehen. 

Der  Zusatz  von  Alkohol  hatte  den  Zweck ,  die  Flüssigkeit 
farblos  zu  erhalten  und  den  grössten  Theil  der  angewandten 
Bromwasserstoffsäure  durch  Destillation  als  Bromäthvl  wieder 
beseitigen  zu  können ,  machte  es  aber  zugleich  unmöglich  zu 
bestimmen,  ob  unter  den  Producten  auch  flüchtige  Körper  ent- 
halten sind. 

Nach  der  Auflösung  der  Eiweisssubstanzen  in  der  Mischung 
von  Brom  und  Bromwasserstoflsäure  und  Entfernung  des  über- 
sehüssigen  Broms  durch  Erhitzen  der  Lösung  auf  dem  Wasser- 
bade lässt  sich  in  derselben  stets  ein  Gewisses  Quantum  von 
Ammoniak  durch  Platinchlorid  nachweisen.  Ob  verwandte  Am- 
moniakbasen dabei  mit  auftreten ,  ist  noch  nicht  untersucht 
worden.  Dieses  Ammoniak  ist  eine  Ursache  mit,  dass  die  saure 
Lösung  nach  dem  Absältigen  mit  Kalk,  Baryt  oder  irgend  einer 
anderen  Base  gebräunt  wird,  namentlich  beim  Concentriren 
derselben  durch  Abdampfen ,  denn  alle  Alkalien  zersetzen  die 

*)  Vorgetragen  und  zum  Druck  gegeben  in  der  Sitzung  am  B\.  Januar 
1881. 


Digitized  by  Google 


W.  Knop,  Zur  Kenntniss  der  Eiweisskörper.  27 


darin  enthaltenen  hoch  bromirten  Körper  in  gleicher  Weise. 
Auch  wenn  man  ohne  Anwendung  von  Alkohol  die  saure  Lösung 
mit  platinirtem  Zink  oder  Blei  oder  einem  Zinkeisenelement  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  wieder  entbromt  hat,  bleibt  diese 
Bräunung  durch  eine  verhältnissmassig  geringe  Menge  zersetz- 
ter Substanz  ein  wesentliches  Hinderniss,  die  Salze  der  erzeug- 
ten bromirten  Säuren  rein  zu  erhalten. 

Diese  andere  Reihe  von  bromirten  Eiweisskörpern,  welche 
ohne  Alkoholzusatz  entstehen,  ist  noch  nicht  untersucht,  und  es 
muss  noch  ermittelt  werden,  ob  die  einzelnen  Glieder  derselben 
mit  den  früher  bei  Anwendung  von  Alkohol  erhaltenen  identisch 
sind  oder  nicht. 

Ich  habe  nun  kürzlich  gefunden ,  dass  diese  bis  jetzt  noch 
fraglichen  Producte  durch  eine  leichte  Behandlung  mit  schwefli- 
ger Säure  rein  erhallen  werden  können,  und  habe  deshalb  die 
Untersuchung  derselben  wieder  aufgenommen,  besonders  in  der 
Absicht  festzustellen,  ob  bei  der  Behandlung  der  Eiweisskörper 
mit  Brom  auch  flüchtige  Körper  gebildet  werden. 
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A.  Mayer.  Ueber  die  kürzesten  und  weitesten  Abstände 
eines  gegebenen  Punktes  von  einer  gegebenen  Oberfläche  und  die 
dritte  Variation  in  den  Problemen  des  gewöhnlichen  Maximums 
und  Minimums*). 

Es  giebt  im  ganzen  Gebiete  des  gewöhnlichen  Maximums 
und  Minimums  wohl  kaum  ein  anderes  Beispiel,  in  welchem  die 
verschiedenen  Falle,  die  Uberhaupt  beim  Maximum  und  Mini- 
mum einer  Function  von  mehreren  Variabein  auftreten  können, 
sich  in  so  schöner  Weise  geometrisch  deuten  lassen,  wie  bei  der 
Aufgabe:  die  grössten  und  kleinsten  Abstünde  eines  gegebenen 
Punktes  von  einer  gegebenen  Oberfläche  zu  finden.  Natürlich 
muss  man  sich,  solange  nicht  eine  bestimmte,  specielle  Ober- 
fläche vorliegt,  damit  begntlgen,  den  gegebenen  Punkt  auf  einer 
festen  Normalen  der  Fläche  variiren  zu  lassen,  wodurch  singu- 
lare Punkte  der  Oberfläche  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen 
werden  und  die  Frage  sich  auf  die  folgende  reducirt :  Bei  wel- 
cher Lage  des  gegebenen  Punktes  auf  der  betrachteten  Normalen 
ist  sein  Abstand  vom  Normalen  fusspunkte  ein  Maximum  oder 
Minimum  seiner  Entfernung  von  einem  beliebigen  Punkte  der 
Oberfläche? 

In  dieser  notwendigen  Beschränkung  ist  die  Aufgabe  von 
Serret  in  seinem  Galcul  differentiel  :2.  Auflage,  p.  226)  als  Bei- 
spiel zur  Theorie  des  absoluten  Max.  und  Min.,  und  auf  sehr 
elegante  Art  als  Problem  des  relativen  Max.  und  Min.  von 
Weierstrass  in  seinen  Vorlesungen  Uber  Variationsrechnung  be- 
handelt worden.  Soviel  ich  weiss,  ist  man  jedoch  bisher  immer 
nur  bei  den  Resultaten  stehen  geblieben ,  die  sich  aus  der 
zweiten  Variation  ziehen  lassen,  und  hat  die  Fälle,  in  denen 
dieselbe  die  Existenz  des  Max.  oder  Min.  allein  noch  nicht  zu 
entscheiden  vermag,  nicht  weiter  untersucht.  Man  kann  aber 

*)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  4  4.  No\. 
1881. 
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das  Problem  allgemein  bis  an  die  vierte  Variation  heranführen, 
oder,  nur  anders  ausgedrückt,  dasselbe  soweit  erledigen,  als 
dies  ohne  Specialisirung  der  gegebenen  Oberfläche  Uberhaupt 
möglich  ist,  und  auch  hier  wieder  gestatten  die  Kriterien  des 
Max.  und  Min.  eine  einfache  und  schöne  geometrische  Deutung. 
Diese  Bemerkung  war  die  erste  Veranlassung  zu  dem  folgenden 
Aufsatze,  der  sich  allmälig  erweiterte,  indem  es  sich  heraus- 
stellte, dass  ein  wesentlicher  Theil  der  angewandten  Betrach- 
tungen überhaupt  für  jede  Aufgabe  des  gewöhnlichen  Max.  und 
Min.  Geltung  behält,  in  welcher  die  dritte  Variation  mit  ins 
Spiel  kommt. 

Jene  Weiterführung  des  Normalenproblems  konnte  nicht 
wohl  ohne  eine  vorgängige  Untersuchung  der  beiden  ersten 
Variationen  auseinandergesetzt  werden.  Daher  wurde  es  nöthig, 
auch  die  bereits  bekannten  Resultate  von  Neuem  abzuleiten. 
Cm  dabei  unter  Wahrung  der  Symmetrie  doch  die  einfachere 
und  kürzere  Theorie  des  absoluten  Max.  und  Min.  benutzen  zu 
können,  lege  ich,  abweichend  von  Serret,  wie  von  Weierstrass, 
diejenige  analytische  Ausdrucksweise  der  gegebenen  Oberfläche 
zu  Grunde,  welche  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Oberflächenpunktes  als  Functionen  zweier  unabhängiger 
Parameter  darstellt. 

Ersetzt  man  die  Oberfläche  durch  eine  Curve,  so  rcducirt 
sich  die  Aufgabe  auf  ein  Problem  des  Max.  und  Min.  der  Func- 
tionen von  einer  Variabein  und  bietet  daher  keine  Schwierig- 
keit mehr  dar*).  Aber  auch  in  diesem  einfacheren  Falle  ist  das 
Problem  noch  nicht  vollständig  zu  Ende  geführt  worden.  Ich 
gebe  daher  im  ersten  Paragraphen  ohne  Beweis  die  Resultate 
an,  welche  sich  bei  den  beiden  Aufgaben  ergeben,  in  der  Ebene, 
resp.  im  Räume  die  kürzesten  und  weitesten  Abstände  eines  ge- 
ilebenen Punktes  von  einer  gegebenen  Curve  zu  finden.  Das 
Xormalenproblem  einer  Oberfläche  wird  erst  in  §  3  gelöst ;  um 
den  Gedankengang  nicht  wiederholt  durch  Nebenbetrachtungen 
unterbrechen  zu  müssen,  lasse  ich  in  §  2  der  eigentlichen  Lösung 
eine  Untersuchung  der  mehrfachen  Normalen  einer  Oberfläche 
vorangehen.  §  4  zeigt  dann,  wie  dieselben  algebraischen  Sätze, 
welche  zur  vollständigen  Lösung  des  Normalen problems  führten, 
sich  genau  ebenso  in  der  ganzen  Theorie  des  gewöhnlichen  Max. 


*)  Vgl.  Senet  a.  a.  0.  p.  p.  205  u.  208. 
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und  Min.  wiederfinden.  Aber  diese  Theorie  selbst  ist  an  eine 
stillschweigende  Voraussetzung  gebunden,  die  bisher  wohl  noch 
nicht  hinreichend  scharf  hervorgehoben  worden  ist*).  Der 
letzte  Paragraph  beschäftigt  sich  daher  noch  mit  den  Ausnahme- 
fällen oder  mit  derjenigen  eigenthümlichen  Classe  von  Max. 
und  Min.,  bei  denen  die  zweite  Variation  selbst  dann,  wenn  sie 
sich  bei  sonst  festem  Vorzeichen  noch  zum  Verschwinden  brin- 
gen lUsst,  in  der  Regel  doch  allein  schon  ausreicht,  um  die 
Frage  des  Max.  und  Min.  zu  entscheiden. 

§  i. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  in  der  Ebene  die  Maxima  und 
Minima  der  Entfernung  eines  gegebenen  Punktes  von  einem 
beliebigen  Punkte  einer  gegebenen  Curve  zu  ermitteln,  führt  zu 
folgendem  Satze : 

Der  Abstand  A  Peines  gegebenen  Punktesvl  der 
Cur  vennormalen  von  ihrem  Fusspunkte  P  ist  ein 
Min.  oder  Max.  der  Entfernung  des  Punktest  von 
der  Curve,  jenachdem  die  Punkte  A  und  P  auf 
derselben  oder  auf  verschiedenen  Seiten  des 
Krümm ungsmittelpunktes  Ä'der  Curve  im  Punkte  P 
liegen.  Fällt  dagegen^  mit  Ä' zusammen,  s  o  i  s  t  yl  P 
nur  dann  ein  Max.  oder  Min.  der  Entfernung,  wenn 
im  Punkte  P  eine  Berührung  von  der  dritten  (oder 
von  einer  höheren  ungeraden)  Ordnung  zwischen  Rrüm- 
mungskreis  und  Curve  stattfindet,  oder,  was 
dasselbe  besagt,  wenn  A'ein  Rückkehrpunkt  der 
Evolute  ist. 

Dieselbe  Aufgabe,  ausgedehnt  auf  den  Raum,  ergiebt  fol- 
gendes Resultat: 

Construirt  man  in  einem  beliebigen  Punkte  P 
der  gegebenen  Curve  die  Normalenebene  und 
nimmt  auf  ihr  wi  1 1  k  ü  r  I  i  ch_  e  inen  Punkt  A  an,  so 
ist  dieVerbindungsl  i  n  i  e  yl  P  e  i  n  M  i  n.  oder  ein  Max. 
der  Entfernung  des  Punktes  A  von  der  Curve,  je- 
nachdem die  Punkte  A  und  P  auf  derselben  oder 

*  Ich  betrachte  selbst  verständlich  nur  solche  Max.  und  Min.,  in  deren 
Umgebung  die  betreffende  Function  soweit  als  erforderlich  nach  der  be- 
grenzten Taylor  sehen  Reihe  entwickelbar  ist. 


Normalen  einer  Oberflache.  31 

auf  verschiedener  Seite  der  Krümmungsaxe  der 
Curve  im  Punkte  P  liegen.  Auf  der  ganzen  Krüm- 
mungsaxe selbst  dagegen  giebt  es  nur  einen  ein- 
zigen Punkt  Ay  für  welchen  AP  ein  Max.  oder  Min. 
der  Entfernung  sein  kann  (und  im  Allgemeinen  zugleich 
auch  ist),  und  dieser  Punkt  ist  der  Mittelpunkt  der 
Schmiegungskugel  des  Punktes  P. 

Des  Folgenden  wegen  hebe  ich  hervor,  dass  die  Bedingung, 
unter  der  allein  ylP  ein  Max.  oder  ein  Min.  der  Entfernung  sein 
kann  in  den  Füllen,  wo  der  Punkt  A  (im  ersten  Satze)  mit  dem 
Krümmungsmiltelpunkte  zusammenfällt,  oder  (im  zweiten  Satze) 
auf  der  Krümmungsaxe  liegt,  für  beide  Aufgaben  sich  zuerst  in 
der  gemeinsamen  Form  ergiebt :  Es  muss  Jl  Pdaun  eine  drei- 
fache Normale  der  Curve  sein. 


§2. 

Mehrfache  Normalen  einer  Oberfläche. 

Bezogen  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  sei  eine  Ober- 
fläche gegeben  durch  die  drei  Gleichungen: 

I)  x  =  x{u,  v),  y  =  y(w,  v),   z  =  z  [u,  r), 

t 

und  es  mögen  zur  Abkürzung  für  jede  Function  von  u  und  v 
die  partiellen  Differentialquotienten  nach  u  und  v  durch  An- 
hängung der  Indices  \  und  2  bezeichnet  werden. 

Betrachtet  man  dann  f,  K  als  laufende,  von  u  und  v  un- 
abhängige Coordinaten  und  setzt : 

2</>  =  [x  -  g)a  -h  [y  —  »?;2  -+-  (•  -  Lt1, 

so  sind : 

21       (<Pt  m  {x  -  g)xl  +  {y  —  tf  yx  -+-  (%  -  l) s,  wm  0, 
1^2  =  [«  -  S)a>a  +  (,y  -  i?)^  -t-  3  -  ;,i 32  =  0, 

oder 

a    ß  y 


3) 


»1 

0P2 


gesetzt 


=  J 


die  Gleichungen  der  Normale  der  Oberfläche  4}  im  Punkte  ?/. 
t>  oder  P. 


Digitized  by  Google 


32 


A.  Mayer, 


Ersetzt  man  u,  V  successive  durch: 

u  4-  h  u\    v  4-  h  v' 

A-2 


und  u  4-  ku' 


+       +  - 1 >",  wo  /i  und  Ä  sehr  kleine 

Zahlen  bezeichnen,  deren  höhere  Potenzen  von  der  zweiten, 
resp.  dritten  an  zu  vernachlässigen  sind,  so  gehen  die  Gleichun- 
gen 2)  über  in  die  Gleichungen  der  Normalen  zweier  unendlich 
naher  Punkte  der  Oberfläche: 


f  </>,  4-  //  (tt'pn  4-  v'(f  i2  =  0, 

\  (f  2  4-  //  urf  2\  4-  v  (f22)  =  0  »  unc* 


6 


p,  4-  /»  m>u  4-  r'f/,2j  -+-     (t/>„  4-  l/>ta  4-  u'*r/>m 
4-  iuv(hn  4-  r'V/>l22)  =  0, 

<jP2  4-  /•  (tt>2i  +  U>22)  4-  »  [Uff2i  4-  l>>22  4-  W'^U 
4-  2  W'  t>'  </?2i2  +  V'*  ^222)  =  °- 

Damit  also  der  Punkt  rn  C  den  beiden  aufeinanderfolgenden 
Normalen  2  und  5)  gemein,  oder  ein  HauptkrUmmungs- 
centrum  des  Punktes  u,  v  der  Oberfläche  sei,  müssen  zugleich 
mit  2)  die  beiden  Gleichungen : 

/  u'<Pii  4-  V(pn  =  0, 
\  Ittpn  4-  V'ff  22  =  0 
bestehen  können,  muss  folglich 


«) 


<p2\ 


^12 

'/>22 


=  0 


sein. 


Nun  ist  nach  2) 

ipn  =  (oj—  £ 'jc?n  4-  (y— /; :  J/n  4-  [3 - 'C, zn 4- j\ 24-y,24-V2, 
9) «!  f/?|2s(j:— ?.^,24-(y— ij)^124-  3  —  J)3i2  4-aL-,.r2  4-.»/1y2  4-3132r 

^22  =  ^— 1)^22+  ^-^22+  ' 3  — &  3224-iT2'2+y2*i+-2-- 

Setzt  man  also : 

^i2  +  #i2  +  *ia  =  * 
^1  *2  +  //1  .Vi  -+"  =1  -2  = 

•'•22  ■+■  yr  +  =22  = 

ü//u 

x2     y2  z2 
so  wird  durch  die  Substitutionen  \) 


10) 
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14 )  q>n  -  p(l  i )  -h  E,    <pvl  =  fi  1 +       yM  =  fi 1 22)  -h  G, 
und  die  Bedingung  8)  geht  Uber  in  die  quadratische  Gleichung 
für  /t : 

•12) 


ti[\\)  +  E,    p(l8)  +  F|.  0 


deren  Wurzeln  stets  reell  sind. 

Jede  der  beiden  Wurzeln  /t  dieser  Gleichung  liefert  daher, 
wenn  man  sie  in  4)  einführt,  die  Coordinaten  f,  y,  £  eines  der 
beiden  Hauptkrümmungscentren  des  Punktes  P  =  w,  t? 
der  gegebenen  Oberflache,  deren  Verbindungslinien  mit  dem 
Punkte  P  zwei  fache  Normalen  der  Oberfläche  sind,  oder  man 
erhält,  ausgedrückt  in  den  beiden  unabhängigen  Variabein  u 
und  die  Gleichungen  der  beiden  Mäntel  der  Gen  traf  lache 
der  gegebenen  Oberfläche,  wenn  man  in  den  Gleichungen  4) 
der  Reihe  nach  (.t  durch  die  eine  und  die  andere  Wurzel  der 
Gleichung  12)  ersetzt*). 

Soll  weiter  der  Punkt  J,  17,  £  den  drei  aufeinanderfolgen- 
den Normalen  2),  5),  6)  gemeinschaftlich  angehören,  so  müssen 
zugleich  mit  2)  und  7)  noch  die  beiden  Gleichungen  gelten : 

u"cpn  +  v"(Pn  •+*  "'4<jPin  •+*  2wVgpll2  ■+•  vfi(pm  =  0  , 

Hierzu  ist,  vorausgesetzt,  dass  nicht  gerade  (/>n,  y12,  y22  sämmt- 
lich  Null  sind  oder  der  Punkt  P—u^v  ein  Nabelpunkt  der 
Oberfläche  ist,  nach  8)  nothwendig  und  hinreichend,  dass  mit 
den  Gleichungen  2)  und  7)  zugleich  auch  die  Gleichung : 


13) 

stattfinde**). 


U'-  qp2ll  +  2  U'  v'  9?212  +  l1'2  <?222         <JP|2  <JP22 


*}  Aus  4]  folgt: 

(*  ~  */2  +  (V  -  V)2  +  (3  -  C}2 


=  fi*  [EG  -  F'2). 

Nennt  man  also  ta'  und  (u"  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  M)  und  R' 
und  Ä"  die  beiden  Hauptkrümmungsradien  der  Oberflache  1)  im  Punkte 

u,  v,  so  hat  man:     

R'  =  ft'YEG  -  F2,    W"  =  p"  y  E  G  -  F2. 
**)  Für  einen  Nabelpunkt  u,  v  müssten  die  beiden  quadratischen 
Gleichungen : 

M'2<JPllt  +  2tt't''qFn2  +  t''2^122  =  0 
"'2<3P2U  +  2  U  V'(p2i2  +  *  '2<3P222  =  0 

eine  gemeinschaftliche  Wurzel  u' :  v'  besitzen. 

Math.-pliys.  Classe.  lssl.  3 
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Setzt  man  der  ersten  Gleichung  7)  zu  Folge : 
tl'  =  l(fy2,    V'  =  -  ltpn  . 
so  wird  die  Gleichung  13; 

<jpm  <p  12-  —  2  qpt  12  qr 12  Vli_+_5Fi22  Vi  r      <fj±  V12 

9>211  <3Fl22  —  2<jp2t2<JPi2<jPU  +  <SP222<JPu2  "      <Tl2  <?>22 

Wegen  r/122  =  (pn  (fl2  lässt  sich  dies  so  schreiben: 

«JP211  ff  12  —  ~  ff  l\l<f\l  +  ?  222?  II  <f\'2         ?  22  ? 

oder  nach  Wegschaffung  der  Nenner  in  s\  nimetrischer  Form : 

1o  (r/>m       —  3f/"112f/,2)  (922  </>12; 

=  (</>222<Al  —  3^22j  ^2l)(7"H  +  7^21  • 

Damit  also  im  obigeo  Sinne  und  abgesehen  von  den  Nabel- 
punkten)  der  Punkt  £,  ij,  u  der  Schnittpunkt  sei  von  drei  auf- 
einanderfolgenden Normalen  der  gegebenen  Oberfläche,  ist 
nolhwendig  und  hinreichend,  dass  |,  r;,  £,  i/,  r  den  vier  Glei- 
chungen 2),  8),  15)  gleichzeitig  genügen.  Eliminirt  man  daher 
£,  17,  'C  aus  diesen  vier  Gleichungen,  so  bestimmt  die  erhaltene 
Relation  zwischen  u  und  v  eine  solche  Cur ve  auf  der 
Oberfläche  1).  längs  derer  sich  die  Normale  eines 
jeden  Oberflächenpunktes  mit  den  Normalen  je 
zweier  unendlich  naherPunkte  der  Ob  er  fläche  in 
einem  Punkte  schneidet,  auf  welcher  zugleich  aber  auch 
die  Nabelpunkte  der  Oberfläche  liegen,  denen,  wenigstens  in 
der  betrachteten  Art,  diese  Eigenschaft  im  Allgemeinen  nicht 
zukommt.  Oder,  wenn  man  u  und  V  aus  den  Gleichungen  2), 
8)  und  15  eliminirt,  so  stellen  die  beiden  resultirenden  Glei- 
chungen zwischen  §,  t],  £  die  j  en  i  ge  Cu  r  v  e  auf  der  Cen- 
trafläche  dar,  von  der  in  jedem  Punkte  (mit  Aus- 
nahme der  Krümmungscentren  der  Nabelpunkte;  eine  drei- 
fache Normale  an  die  gegebene  Oberfläche  geht*  . 


*  Selbstverständlich  können  diese  beiden  correspondirenden  Curven 
der  gegebenen  Oberflüche  und  ihrer  Centraflüehe  gleichzeitig  jede  auch  in 
mehrere  getrennte  Curven  zerfallen,  resp.  unter  Umstünden  sich  in  einzelne 
Punkte  zusammenziehen. 
Setzt  man  ferner: 


&kik  Vhlk  *hik 
'i       V\  s\ 

r,        y.2  t% 


=  hih, 


Normalen  einer  Oberfläche 


35 


Die  Gleichungen  2)  und  8)  stellen  zusammen,  wenn  man 
sich  durch  dieselben  f ,  rj,  £  als  Functionen  von  u  und  v  definirt 
denkt,  die  Centrafläche  der  Oberflache  1)  dar.  Fragt  man  sich 
nun,  ob  es  auf  der  Centrafläche  solche  Punkte  u,  v  giebt.  für 
welche  die  drei  Determinanten  der  Tangentenebene 

i/l  ?2  —  */2?l  t     ?i  h  —  ^2^1  >    bl  *]2  —  §2  *i\ 

gleichzeitig  verschwinden,  so  erhält  man  für  diese  Punkte  wie- 
der nur  die  eine  Bedingung  44).  Jene  durch  2),  8)  und  15) 
definirte  Curve  der  Centrafläche  ist  also  Rückk ehrcu  rve 
der  Centrafläche. 

Man  kann  aber  die  Bedingung  für  eine  dreifache  Normale 
noch  anders  ausdrücken.  Die  Gleichungen  7)  nämlich  liefern 

<£n  _  <jP2t  . 

Daher  kann  man  auch  sagen  —  und  diese  Fassung  ist  für  das 
folgende  Maximums-  und  Minimums-Problem  von  Wichtigkeit  — 
16)  Damit  die  Verbindungslinie  des  Punktes 
| ,  i]y  l  mildem  Punkte  P  =  u,  v  der  gegel>enen  Ober- 
fläche eine  dreifache  Normale  der  letzteren  sei, 
ist,  vorausgesetzt,  dassP  nicht  gerade  einNabel- 


so  wird  nach  9),  10}  und  4): 

3  bE 

l   6£  ÖF 

Hierdurch  und  durch  die  Substitutionen  11;  verwandelt  sich  15)  in  eine 
kuhische  Gleichung  für  ju.  Die  Resultante  dieser  und  der  quadratischen 
Gleichung  1 2;  ist  daher  die  Gleichung  jener  Curve  auf  der  gegebenen  Flache, 
längs  derer  sich  jede  Oberflachennormale  mit  zwei  benachbarten  Normalen 
in  einem  Punkte  schneidet.  Hat  man  den  Parametern  u,  v  irgend  zwei 
solche  Werthe  beigelegt,  welche  diese  Gleichung  erfüllen,  und  hierauf  die 
gemeinsame  Wurzel  fi  der  beiden  Gleichungen  zweiten  und  dritten  Grades 
bestimmt,  so  liefert  die  Substitution  dieser  Werthe  von  u,  v  und  tu  in  die 
Gleichungen  4)  die  Coordinaten  £,  rit  f  desjenigen  Krümmungscentrums  Ä" 
des  Punktes  P  =  u,  v  der  Oberfläche  1  ,  für  welchen  KP  eine  dreifache 
Normale  ist. 

3» 
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p u  n k  t ,  n o t h  vv e n d i g  und  hinreichend,  dass  die 
Gleichung 

(pin  u'z  -+-  S^i^m'V  -+-  Ztpmu'v'2  -h  (fmv'z  =  0 
eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  2)  und  7)  sei. 

§3. 

Kürzeste  und  weiteste  Abstände  eines  gegebenen  Punktes 
von  der  gegebenen  Oberfläche  1). 

Die  Aufgabe  verlangt,  wenn  A  =  o,  b,  c  der  gegebene 
Punkt  ist,  u  und  v  so  zu  bestimmen,  dass  der  Ausdruck 

%fmfp-a)*+b-b)*  +  [z-c)*, 

in  welchem  sc,  y,  z  die  gegebenen  Functionen  ^bezeichnen,  ein 
Max.  oder  Min.  werde. 

Sie  wird  gelöst  durch  die  beiden  Gleichungen: 


17) 


( /',  =  [x  —  a)xx  +  'y  —  b)yv  -h  [z  -  c)zx  =  0, 


\  f2  =  [x  —  a)x2  ■+-(*/  —  b)y2  -h  (z  —  c)  z2  =  0. 

Wenn  man  daher  im  Punkte  P  mm  u,  v  der  Oberfläche  die  Nor- 
male errichtet  und  auf  ihr  willkürlich  den  Punkt  A  =  a,  6,  c 

annimmt,  so  ist  die  Verbindungslinie  ÄP  stets  eine  Lösung  des 
Problems  und  zwischen  w,  v  und  a,  6,  c  bestehen  die  Relationen: 

von  denen  eine  A  bestimmt. 

Für  diese  Lösung  wird  nach  H) 

19)  /Jt-l(H)+JP,    /i2  =  A(12)4-F,    /i2  =  /,22)+(;. 


Soll  daher  ylP  ein  wirkliches  Max.  oder  Min.  der  Entfernun 
des  Punktes  A  von  der  Oberfläche  sein ,  so  darf  die  zwei! 
Variation  der  Function  fi 

&f=[X{\\)  -h  E}du*  -4-  2[A(I«)  -h  F]<J«dv  -4-  [/.(22)  ■+- 

keines  Zeichenwechsels  fähig  sein.  Hierzu  ist  bekanntlich  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  die  quadratische  Gleichung: 


-U]  \         +  F-  Qf1 ,    A(22)  -4-  G  —  (>/ 


=  0 

keine  Wurzeln  £  von  verschiedenem  Vorzeichen  besitze,  wo- 


uiy i uz trU  uy  vjlivj 


gle 
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bei  für  a,  ß,  y  die  Coefhcienten  jeder  beliebigen  reellen  Func- 
tion zweiten  Grades 

\p  =  adu2  -+-  Zßdudv  ydv2 

gesetzt  werden  können,  die  stoti  nnnfrw  ^'eibt.    Sind  die 

i  ist  AP  sicher 
erschwindende 
)nen  von  f  zu- 

•en  zu  können, 

§  §"  f  S?  8  S-       |  §  n  |  B>  Gleichung 
9  |  g  P  1 1  n  S  »  8  |  I  gJurcu  die  An- 

S  Z  §  J  a  g  ?    g    PfJ  ?ü  alsdann  die 

^  B  «  %  r  1 1 V«.   S1 1 S  S  Das  Quadrat 

ß      §  a  '  «    o      H  M  «  f"  Gär2 

*  ^r-  *  g  -  °    g       *  EL     Function.  Wir 
~     *  55  3  <t>  3    -   s-       5  o 


'S"  N  I  o  |  ^    "       B  g  .  ^)  '2  die  Gleichung 

1  5  ff  •*  1 1  J    *)  +  • 

g      g  g  j3  Ä  *  ein  Min.  der  Ent- 

1     I        -  fischen  Ä"  und  Ä"  liegt, 
«5      5  ^foch  ein  Max. 
*  §  >jr  der    beiden  Hauptkrüm- 
3.    »n^  m  Unendlichen  liegt,   so  ist 
^in  fofn.  der  Entfernung,  wenn  ,4  und 
iben    Seite   des   anderen  Hauptkrüm- 
oOüt  mrums   liegen,    in  jedem   anderen  Falle 
12)  und  o!  weder  Min.  noch  Max. 

iidlich,  wenn  A  mit  Ä"  oder  K"  zusammenfallt,  so  kann 
221  -  - 

'    age,  ob  4P  ein  Max.  oder  Min.  der  Entfernung  sei,  nur 

Nach  (Untersuchung  der  höheren  Variationen  von  /*  entschieden 

ÖJ  b.  en,  indem  dann  die  zweite  Variation  sich  nimmer  zum  Ver- 
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schwinden  bringen  lässt  und  sogar  identisch  verschwindet, 
wenn  P  ein  Nahelpunkt  der  Flüche  war. 

Am  Einfachsten  gestaltet  sich  die  Untersuchung  im  letzteren 
Falle.  Es  ist  dann : 

(Ai='>— «)tfn+#-&)y,i+(*— c)S|j+a?,aH-yi2+ÄiJ»0, 
2«W,2=(£E— «)Xg2+(y— b)yl2+  c):s,2+av'2+!/i//2+-i-2=0^ 

\fT2  =  {CC—  (l)l-22  +  y  —  %22  +  3  — c)322+iT22-4-J/22-h  322=0  ; 

die  zweite  Variation: 

verschwindet  identisch  und  Max.  oder  Min.  kann  also  nur  dann 
stattfinden,  wenn  zugleich  auch  die  dritte  Variation 

identisch  Null  wird,  d.  h.  gleichzeitig 

26)        An  =  0 ,  Au  =  o ,  A«  =  o ,  Am  =  o 

ist.  Die  Gleichungen  17),  25),  26)  sind  aber  nichts  anderes  als 
die  Bedingungen  dafür,  dass  im  Punkte  Peine  Berührung  3.  0. 
stattfinde  zwischen  der  gegebenen  Oberflache  und  der  Kugel : 

2/"=  (aß  —  o)2  +  [ij  —  6)2+  (z  —  c,2  =  const. 

Ist  also  P  ein  Nabelpunkt  der  Oberfläche  und 
K  sein  K rü m m un gsce nt ru tu ,  so  kann  Ä'P  nur  dann 
ein  Max.  oder  Min.  der  Entfernung  des  Punktes  A' 
von  der  Oberfläche  sein,  wenn  (wie  bei  den  Rotations- 
flächen 2.  0.)  im  Punkte  P  eine  Berührung  3.  0.  statt- 
findet zwischen  der  Oberfläche  und  der  osculiren- 
den  Kugel*). 

Einen  Nabelpunkt  von  dieser  Beschaffenheit  will  ich  des 
kürzeren  Ausdrucks  wegen  einen  ausgezeichneten  Nabel- 
punkt nennen. 

Ist  weiter  A  =  a,  6,  c  ein  Hauptkrümmungscentrum  des 
Punktes  P  =  ?/,  v  der  gegebenen  Oberfläche,  aber  dieser  kein 
Nabelpunkt,  so  hat  die  Gleichung  21)  nur  eine  Wurzel  q  =  0 
und  die  zweite  Variation  ö2f  lässt  sich  daher  zwar  nicht  zu  einer 
Zeichenänderung,  wohl  aber  noch  zum  Verschwinden  bringen. 
Soll  also  AP  ein  Max.  oder  Min.  sein,  so  muss  jedenfalls  d3/*  für 
alle  Werthe  von  du  und  dv  verschwinden,  welche  62f  =  0 
machen. 


Wieder  ist  dann  KP  eine  dreifache  Normale. 
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Diese  Wertlie  haben  aber  jetzt  ein  eindeutig  bestimmtes 
Verhältniss  und  ebensolche  Werthe  ergeben  sich  aus  den  beiden 
linearen  Gleichungen: 

2T  l  fndu  +  fadv  =  0, 

1  l/ii^w  +f22dv  =  0, 

die  stets  d2f=  0  liefern  und  wegen  /ii/22  —  /122  =  u  sich  auf 
eine  einzige  Gleichung  reduciren.  Die  obige  Bedingung  ist  da- 
her identisch  mit  der:  die  Gleichung 

fUi  du*     $fmdu*dv  -h  Zfmdudv*  +  fmdv*  =  0 

muss  eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  27)  sein. 

Das  aber  wieder  ist,  da  die  Gleichungen  47)  bei  unseren 
Annahmen  eo  ipso  erfüllt  sind,  nach  16)  die  Bedingung  dafür, 
dass  ÄP  eine  dreifache  Normale  der  Oberflüche  sei.  Also  erhält 
man  für  einen  Punkt  P  der  Oberfläche,  der  kein  Nabelpunkt  ist, 
den  Satz: 

Kin  llauptkrümmungsradius  AP  der  Oberfläche 
kann  nur  dann  ein  Max.  oder  Min.  der  Entfernung 
des  zugehörigen  Hauptkrümmungsmittelpunktes  A' 
von  der  Oberfläche  sein,  wenn  AP  eine  dreifache 
Normale  der  Oberfläche  ist,  oder  also  A'  der  Rück- 
kehrcurve  der  Centrafläche  angehört. 

Damit  soll  natürlich  noch  nicht  gesagt  sein,  dass  AP  dann 
stets  ein  Max.  oder  Min.  der  Entfernung  ist.  Vielmehr  ist  hierzu 
überdies  nöthig,  dass  durch  den  Werth  des  Verhältnisses  du :  ö  r, 
welcher  sich  aus  27)  ergiebt,  die  vierte  Variation  von  f  (falls 
sie  nicht  ebenfalls  verschwindet)  dasselbe  Vorzeichen  erhalte, 
welches  die  nicht  verschwindende  Wurzel  q  der  Gleichung  21) 
besitzt.  Das  aber  hängt  von  der  besonderen  Gestalt  der  ge- 
gebenen Oberfläche  ab  und  entzieht  sich  ebenso  wie  die  ent- 
sprechende Frage  für  den  vorhergehenden  Salz  der  allgemeinen 
Untersuchung*] . 


♦]  Beim  Ellipsoid: 

x-     y-  z- 

5?  +  !,  +  ^=^  •>»>•• 

z.B.  ist  die  Bedingung  des  letzten  Satzes  erfüllt  für  alle  Hauptkrümmungs- 
centren  A',  die  in  einer  der  drei  Goordinatenebenen  liegen  und  nicht  der 
Evolute  des  betreffenden  Ellipsoidhauptschnittes^  angehören.  Aber  nur, 
wenn  K  in  der  x y-  oder  »/s-Ebene  liegt,  ist  KP  ein  Min.  oder  Max.  der 
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Allgemeine  Untersuchung  der  dritten  Variation  in  den 
Problemen  des  gewöhnlichen  Maximums  und  Minimums. 

Die  algebraischen  Satze,  durch  die  es  im  Vorhergehenden 
gelang,  das  Normalenproblem  soweit  zu  führen,  als  es  sich 
überhaupt  ohne  Specialisirung  der  gegebenen  Oberfläche  führen 
lässt,  sind  nicht  bloss  diesem  speciellen  Probleme  eigentüm- 
lich, sondern  gelten  für  die  ganze  Theorie  des  gewöhnlichen 
Max.  und  Min.  und  gestatten  auch  hier  jedes  Problem,  in  wel- 
chem die  zweite  Variation  allein  noch  nicht  ausreicht,  die  Exi- 
stenz des  Max.  und  Min.  mit  Sicherheit  nachzuweisen,  bis  auf 
die  vierte  und  die  höheren  Variationen  zu  erledigen.  Für  das 
allgemeine  Problem  des  absoluten  Max.  und  Min. 

/  r\  >  J,2»  '  '  *  xn)  =  Max.,  Min. 
—  und  man  braucht  hier  nur  dieses  zu  betrachten,  da  sich  ja 
jedes  Problem  des  relativen  Max.  und  Min.  wenigstens  in  Ge- 
danken immer  auf  eine  Aufgabe  des  absoluten  Max.  und  Min. 
zurückführen  lässt  —  kann  man  diesen  Sätzen  die  folgende 
Fassung  geben,  in  der  analog  wie  früher  fh,  fhi1  fhik  zur  Abkür- 
zung für 

bf       J^/L  &f 
b  .vh  7     o\rA  b  Xi  '     d  Xfr  b  Xi  b  xk 

geschrieben  worden  ist : 

I.  Wenn  für  ein  System  reeller  Auflösungen 
der  n  G  l  e  i  c  h  u  n  g  e n 

1)  /;=o,  /,  =  o.  /;,  =  <) 

die  zweite  Variation  der  Function  /': 

N 

2)  W^JZ^'h&St 


Entfernung.  Zugleich  sind,  übereinstimmend  mit  dem  vorletzten  Satze,  die 
Hauplkrümmungsradien  der  Nabelpunkte  weder  Max.  noch  Min. 
Für  das  abgeplattete  oder  das  gestreckte  Rotationsellipsoid 
x1  +  y2  z2 

— +  ~2  =       «  >  C    oder    <  c  , 

dagegen  ist  KP  nur  dann  ein  Min.  oder  Max.,  wenn  der  Krümmungsmittel- 
punkt Ä  in  der  .»  //-Ebene  liegt,  und  die  Krümmungsradien  der  beiden 
Nabelpunkte  sind  Max.  oder  Minima. 
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bei  sonst  festem  Zeichen  noch  zum  Verschwinden 
gebracht  werden  kann,  so  gehören  diese  Auflösun- 
gen immer  einem  mindestens  zweifachen  Wurzel- 
system der  Gleichungen  I]  an  und  zugleich  werden 
stets  die  allgemeinsten  Werthe  der  Variationen  gt1 
£21  *  •  '  §m  welche  d2f  =  0  machen,  durch  die  n  linea- 
ren Gleichungen  geliefert: 

1 

II.  Wenn  ein  System  reeller  Au flösunueu  der 
Gleichungen  1),  für  welches  ö2f  bei  sonst  festem 
Zeichen  noch  zum  Verschwinden  gebracht  werden 
kann,  ein  wirkliches  Maximum  oder  Minimum  der 
Function  f  erzeugen  soll,  so  muss  dasselbe  einem 
unbeschränkt  dreifachen  Wurzelsystem  dieser 
Gleichungen  angehören.  Umgekehrt  verschwindet 
für  ein  solches  Lösungssystem  die  dritte  Variation 
der  Function  f  immer  gleichzeitig  mit  der  zweiten. 

Hierbei  verstehe  ich  allgemein  unter  einem  m-fachen 
Wurzel  System  der  Gleichungen  1)  ein  Werthsystem  von  der 
Form : 

2,  •  •  «,n, 

welches  den  Gleichungen  \)  genügt,  wie  klein  man  auch  t  an- 
nehmen mag,  sobald  man  nur  die  höheren  Potenzen  dieser  Zahl 
von  der  mteD  an  vernachlässigt,  und  nenne  im  Besonderen  (für 
m  >  2)  das  Wurzelsvstem  unbeschränkt  m-fach,  wenn 
es  aus  jedem  (w — 1)-fachen  Wurzelsystem  mit  denselben 
Gliedern  nullter  Ordnung  in  Bezug  auf  e  durch  Hinzufügung 
passender  Glieder  (m  —  1;ter  Ordnung  erhalten  werden  kann. 

Der  priicise  Sinn  dieser  Definitionen,  die  vielleicht  noch 
schärfer  gefasst  werden  sollten ,  wird  aus  der  Ableitung  der 
Bedingungen  für  ein  2-  und  3-faches  Wurzelsystem  sogleich 
k4ar  werden. 

Vertauscht  man  jedes 

x{  mit  xi  -h  eft-f-ll/ 
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und  vernachlässigt  die  höheren  Potenzen  von  e  von  der  dritten 
an,  so  geht  fh  Uber  in: 

Damit  also  ein  System  Auflösungen  ./•, ,  •  •  •  xn  der  Gleichungen 
1  einem  zweifachen  Wurzelsystem  dieser  Gleichungen  an- 
gehöre, ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  man  für  dasselbe 
den  n  Gleichungen  3)  genügen  könne  durch  Werthe  der  g,  die 
nicht  sämmtlich  Null  sind,  d.  h.  die  Lösungen  müssen  zugleich 
die  Bedingung 

4)  2±Ai/i2 . .  ./;,„  =  <) 

erfüllen. 

Einem  dreifachen  Wurzelsvstem  ferner  gehören  die 
Lösungen  an,  sobald  nach  Substitution  derselben  mit  den  n 
Gleichungen  3)  zugleich  auch  die  n  Gleichungen 

N  " 

h  =  1 ,  2 ,  .  .  .  n , 

bestehen  können  für  Werthe  von  Jt ,  •  •  •  £w ,  die  nicht  sämmt- 
lich Null  sind.  Soll  aber  insbesondere  das  Wurzelsystem  un- 
beschrankt dreifach  sein,  so  muss  überdies  den  Gleichun- 
gen 5)  genügt  werden  können  für  alle  beliebigen  Werthe  der  f, 
welche  die  Gleichungen  3)  befriedigen. 

Was  nun  die  obigen  Satze  selbst  betrifft,  so  beruht  der 
Beweis  des  ersten  wesentlich  auf  den  bekannten  Eigenschaften 
der  Transformation  der  ganzen  homogenen  Functionen  zweiten 
Grades,  während  der  zweite  direct  aus  dem  ersten  folgt. 

Soll  ein  System  reeller  Auflösungen  Xly  •  •  •  xn  der  Glei- 
chungen 1)  ein  wirkliches  Max.  oder  Min.  der  Function  f  her- 
vorrufen, so  darf  nach  Substitution  dieser  Lösungen  die  zw  eile 
Variation  von  f  keines  Zeichen  wechseis  fähig  sein,  und  wenn 
sie  noch  verschwinden  kann,  so  muss  immer  zugleich  auch  die 
dritte  Variation 

 n  

verschwinden. 
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Mit  Hülfe  der  Wurzeln  ?j  ?n  (^er  Gleichung  /iten 
Grades : 

/ii  —  /i2>  *  '  *  /in 

fu  i  —  q>  •  •  -/i 


sn 


=  0, 


Ami    fnti  '  '  '  fnn~  Q 
die  nur  reelle  Wurzeln  besitzt,  kann  man  nun  bekanntlich  62f 
stets  auf  die  Form  bringen  : 

wo  ql9  /;2,  •  •  •  rin  reelle,  lineare,  von  einander  unabhängige 
Functionen  der  f  sind. 

Soll  daher  d2/'  bei  sonst  festem  Zeichen  noch  verschwinden 
können,  so  müssen  nothwendig  eine  oder  mehrere  Wurzeln  der 
Gleichung  6)  =  0  sein  und  die  übrigen  alle  dasselbe  Zeichen 
haben.  Die  Bedingung  J{0)  =  0  ist  aber  identisch  mit  4):  die 
zu  Grunde  gelegten  Lösungen  der  Gleichungen  1)  müssen  also 
einem  mindestens  zweifachen  Wurzelsystem  dieser  Gleichungen 
angehören. 

Ist  weiter  etwa 

Q\  =  Q2  =  '  '  '  =  Qm  =  0  , 
während  die  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  6)  sämmtlich 
positiv,  oder  sämmtlich  negativ  sind,  so  sind  die  allgemeinsten 
Substitutionen,  welche  ö2f  =  0  machen,  die  folgenden  : 

1  =  0 ,    >7n>+2  =  0 ,  •  •  •  */n  =  0  , 

d.  h.  die  allgemeinste  Art,  ö2f  zu  Verschwinden  zu  bringen,  ist 
dann  die,  dass  man  zwischen  den  n  Variationen  £, ,  •  •  •  §n 
passende  n  —  m  von  einander  unabhängige  lineare  Gleichungen 
herstellt. 

Es  ist  aber  dann  zugleich  q  =  0  eine  gemeinsame  Wurzel 
der  m  Gleichungen : 

J[q)  =  0 ,    J'q  =  0  ,  •  •    Jq  =  0. 

Nach  einem  bekannten  Satze  reduciren  sich  in  Folge  dessen  die 
n  linearen  Gleichungen  3),  die  stets  die  Gleichung  d2f  =  0  nach 
sich  ziehen ,  ebenfalls  auf  nur  n  —  m  unabhängige  Gleichun- 
gen. Sie  liefern  daher  selbst  die  allgemeinsten  Werthe  der  £, 
welche  bei  den  gemachten  Voraussetzungen  d2f  zum  Verschwin- 
den bringen. 

Hiermit  ist  Satz  I.  bewiesen. 
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Aus  ihm  folgt  sofort :  Wenn  ein  System  reeller  Auflösungen 
der  Gleichungen  1),  für  welches  d2f  bei  sonst  festem  Zeichen 
noch  verschwinden  kann,  ein  wirkliches  Max.  oder  Min.  der 
Function  /'hervorrufen  soll,  so  muss  nothwendig  nach  Substitu- 
tion desselben  die  dritte  Variation  von  f: 

n 

7)  2>Z'2'fH*fö&  =  0 

l 

werden  für  alle  Werthe  der  j,  welche  den  Gleichungen  3)  ge- 
nügen. 

Nach  5)  ist  nun  : 

i  i       i   j  

Ist  daher  die  Gleichung  7  eine  blosse  Folge  der  Gleichungen  3), 
so  hat  man  für  alle  Werthe  der  £,  welche  den  Gleichungen  3^ 
genügen : 

i 

Wenn  sich  also  die  n  Gleichungen  3)  auf  nur  m  unabhängige 
Gleichungen  reduciren .  so  dass  etwa  die  allgemeinsten  Sub- 
stitutionen, welche  sie  erfüllen,  von  der  Form  sind . 

und  zugleich  irgend  eine  der  Determinanten  : 
10)        2  ±  faJßt  •  •  •  füm  =  -  ±/i«,  ftß  '  -  -  fmoi 
in  der  a,  ß,  •  •  •  o  m  verschiedene  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n 
bedeuten,  nicht  Null  ist,  so  bestehen  bei  unserer  Annahme  für 
alle  Werthe  der  f ,  welche  den  Gleichungen  3  genügen,  zwischen 
Jfj ,  J/2,  ■  •  •  Mn  die  n  —  ///  identischen  Relationen: 
»i 

li^'Mi  +  J/;  =0.   iarn  +  l,"-», 

i 

und  es  werden  folglich  für  alle  diese  Werthe  die  n  Gleichungen 
5)  erfüllt,  sobald  man  für  if'tt,  •  •  •  ^'^  ihre  W  erthe  aus 
den  m  Gleichungen 

Kj  =  0  ,    M2  »  0 ,  •  •  ■  Mm  =  0 
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einsetzt,  Gleichungen,  die  nach  5)  und  \0)  eben  in  Bezug  auf 
S'ßt  '  '  *  f<j  von  einander  unabhängig  sind;  d.  h.  aber 
nach  dem  Früheren :  das  betrachtete  Lösungssystem  xu  •  •  •  xn 
gehört  einem  unbeschrankt  dreifachen  Wurzelsystem  der  Glei- 
chungen 1)  an. 

Umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist,  so  kann  man  für  alle 
Werthe  von       |j,  •  •  •  fw,  welche  den  Gleichungen  3)  ge- 
nügen, die  |'  so  bestimmen,  dass  die  Gleichungen  5)  identisch 
erfüllt  werden,  und  nach  8)  wird  daher  auch  die  Bedingung  7 
durch  alle  diese  Werthe  der  §  befriedigt. 
Damit  ist  auch  Satz  II.  bewiesen. 

In  beiden  Sätzen  tritt  die  Analogie  mit  der  Theorie  der 
Max.  und  Min.  der  Functionen  von  einer  Variabein  klar  zu  Tage. 
Entsprechende  Sätze  werden  wohl  auch  für  die  höheren  Varia- 
tionen gelten;  um  sie  aber  dort  entdecken,  resp.  streng  be- 
weisen zu  können,  müsste  man  vermuthlich  über  das  Problem 
der  Transformation  der  ganzen  homogenen  Functionen  2/)teu 
Grades  im  Falle    >  I  erst  mehr  wissen  als  bisher*). 

§5. 

Ausnahmen. 

Es  darf  indessen  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  die  obigen 
Sätze,  ebenso  wie  die  ganze  gewohnte  Theorie  des  gewöhn- 
lichen Max.  und  Min.  n  u  r  für  solche  System  e  von  Auf- 
lösungen der  Gleichungen  1)  gelten,  die  keine  der 
?i  Unbekannten  x{ ,  •  •  •  xn  u  n  b  e  s  t  i  in  m  t  lassen. 

In  den  besonderen  Fällen  nämlich,  wo  es  möglich  ist,  den 
n  Gleichungen  1)  dadurch  zu  genügen,  dass  man  für  einen  Theil 
der  Unbekannten  passende  Functionen  der  übrigen  setzt,  kann 
man  für  ein  solches  Lösungssystem  die  zweite  Variation  ö2f 
immer  zum  Verschwinden  bringen  und  trotzdem  kann  sie,  auch 
wenn  sie  eines  Zeichenwechsels  nicht  fähig  ist .  doch  allein 
schon  die  Frage  nach  dem  Max.  oder  Min.  endgiltig  entscheiden. 
In  solchen  Fällen,  für  welche  das  Beispiel  einer  Oberfläche,  die 
keine  vereinzelten  höchsten  oder  tiefsten  Punkte,  sondern  ganze 

*i  Ein  Analogem  zum  Satze  I.  findet  sieh  bekanntlich  auch  in  den 
Kriterien  des  Max.  und  Min.  der  einfachen  Integrale  wieder.  Vgl.  Crelle 
J.  17  die  Jacobfsche  Abhandlung  »Zur  Theorie  der  Variationsrechnung«, 
oder  auch  Crelle  J.  69,  8,  261. 
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höchste  oder  tiefste  Linien  besitzt*),  die  beste  Illustration  dar- 
bietet, ist  also  eine  Untersuchung  der  höheren  Variationen  ganz 
überflüssig,  ja  sogar  geradezu  unzulässig. 

Die  Eigentümlichkeiten ,  welche  diese  Classe  von  Max. 
nnd  Min.  aufweist,  rühren  daher,  dass,  wenn  sich  die  n  Glei- 
chungen \ )  erfüllen  lassen  durch  m  <  n  Substitutionen  etwa  von 
der  Form : 

I  I)        T{  =  (pi  (awi ,  •  *  *  ?  &n)i    1  —  *f  *i  "  *  '  m> 
diese  Substitutionen  zugleich  auch  stets  der  Function  f  einen 
constanten,  d.  h.  von  £Cm+i,  •  •  •  xn  unabhängigen  Werth  er- 
theilen,  so  dass  also,  wenn  man : 

<Pi  [X*  ,  •  •  •  *»)  =  ffi ,    Vi  [<x?m  + 1  •  •  •  aß»')  =  q>{ 
setzt,  stets: 

*2)  f(<P\%  9>mi  &m  +  \i  "'  Xn)  =  f{(p\,  •••  <pm,  a?'m  +  li  &n) 
ist**).  Wollte  man  daher  streng  an  der  ursprünglichen  Defini- 
tion des  Max.  und  Min.  festhalten,  wonach  der  Werth  der  Func- 
tion /*  an  der  Stelle  [x\  •  ■  «  xn)  grösser  oder  kleiner  sein  muss, 
als  an  allen  Nachbarstellen  (x/  •  •  •  xn')t  wenn  die  Function 
am  ersten  Orte  ein  Max.  oder  Min.  erreichen  soll,  so  müsste 


•]  Vgl.  Spitzer,  Grunert's  Archiv  Bd.  XXII. 
**)  In  der  That,  bezeichnet  man  die  Substitution  der  Werthe  11)  durch 
Einschliessung  in  runde  Klammern,  so  hat  man  in  Folge  der  Voraussetzung, 
dass  jedes  fh)  =  0  ist,  auch  für  A  m  m  +  1 ,  •  •  •  n 

Aus  den  Identitäten  fh)  =  0  folgt  zugleich  durch  Differentation  nach  .r^: 

(All  +j?<MrfXm: 

Für  das  Losungssystem  HJ  wird  daher  die  zweite  Variation  von  f  : 

i        i        \  *  / 

und  lasst  sich  somit  immer  zum  Verschwinden  bringen  durch  die  m  Sub- 
stitutionen : 

m  + 1 
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man  sagen,  dass  ein  solches  Lösungssystem  der  Gleichungen  1) 
niemals  ein  wirkliches  Max.  oder  Min.  der  Function  f  hervor- 
bringen könne.  Dann  aber  würde  man  unter  anderen  von  vorn- 
herein alle  diejenigen  Aufgaben  des  Max.  und  Min.  ausschliessen, 
bei  denen  es,  wie  z.  B.  bei  der  analytischen  Behandlung  des 
Problems  des  n-Ecks  von  grösster  Flache  bei  gegebenem  Um- 
fange in  rechtwinkligen  Coordinaten,  a  priori  klar  ist,  dass  die 
Gleichungen,  welche  das  Problem  lösen,  unmöglich  alle  Varia- 
bein der  Function  bestimmen  können.  Man  muss  also,  will  man 
anders  auf  solche  Max.  und  Min.  nicht  ganz  verzichten,  die  ur- 
sprüngliche Definition  des  Max.  und  Min.  für  die  in  Rede  stehen- 
den Ausnahmefalle  erweitern  und  darf  im  Besondern  bei  den 
gemachten  Annahmen  für  ein  Max.  oder  Min.  der  Function  f  an 
der  Stelle  (q>{  •  •  •  wmxm+t  •  •  •  x„)  nur  verlangen,  dass  die 
Differenz 

—  f{(pi  ,  •  •  •  tpm  Xm+lt  .  •  •  Xn) 

bei  hinreichend  kleinem  e  für  alle  nicht  gleichzeitig  verschwin- 
denden Werthe  der  Variationen  £, ,  •  •  •  |w  ein  festes  Vorzeichen 
bewahre. 

Nach  1 2)  aber  ist  diese  Differenz 

=  f{q>\  (p'm  ■+■  «fm,  xm+h  •  •  •  x  n) 

—  f(<ft'i  '  '  '  9>'mi  x'm  +  ii  '  '  '  x'ti) 

und  die  erhaltene  Bedingung  somit  keine  andere  als  diejenige, 
welche  erfüllt  sein  muss,  wenn  die  Werthe 

xt  =  <Pi[x'm  +  u  •  •  •  x'H),    /=  1,  2,  •  •  •  m, 

die  Function  f{x{^  •  •  •  xm,  x'M  +  \,  •  •  •  x'n),  die  neben  den 
Variabein  xi}  •  •  •  xm  noch  die  unbestimmten  Parameter 
ac'M+i,  •  •  •  x'n  enthält,  im  alten  Sinne  zu  einem  Max.  oder 
Min.  machen  sollen. 

In  dem  betrachteten  Falle  reducirt  sich  also  das  Problem 
/'  =  Max.,  Min.  s.  z.  s.  von  n  auf  m  Variable.  Die  willkürlich 
gebliebenen  Variabein  spielen  die  Rolle  von  unbestimmten  Con- 
stanten und  die  Sache  verhält  sich  ganz  so,  als  ob  es  sich  nur 
darum  handelte,  xl,  -  •  •  xm  als  Functionen  der  Constanten 
JWh  ' '  •  xn  so  zu  bestimmen,  dass  f  ein  Max.  oder  Min.  wird. 

Tritt  in  der  letzteren  Aufgabe  für  alle  reellen  Werthe  der 
Constanten  .rm  +  i,  •  •  •  xH  an  der  Stelle  xA  =  q>x ,  •  •  •  xm 

Matb.-phys.  Classe.  18S1.  4 
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=  <fm  ein  wirkliches  Max.  oder  Min.  der  Function  f  ein,  so  ist 
dieses  Max.  oder  Min.  auch  für  alle  reellen  Werthe  der  Varia- 
bein +  •  ■  •  x„  ein  Max.  oder  Min.  in  dem  ursprünglichen 
Problem.  Findet  dagegen  in  der  zweiten  Aufgabe  das  Max.  oder 
Min.  nur  so  lange  statt,  als  die  Constanten  xm  +  i,  •  •  •  x„ 
zwischen  gewissen  Grenzen  bleiben,  so  ist  auch  das  Max.  oder 
Min.  im  ursprünglichen  Problem  hinsichtlich  der  Variabein 
^m  +  ij  •  •  •  oc„  an  dieselben  Grenzen  gebunden. 

Das  Vorkommen  des  eben  erklärten  Ausnahmefalles  be- 
schränkt sich  wohlbemerkt  nicht  bloss  auf  solche  Probleme  des 
Max.  und  Min.,  bei  denen  man  wie  bei  der  Aufgabe  des  n-Ecks 
von  grösster  Flache  bei  gegebenem  Umfange  von  vornherein  auf 
sein  Eintreffen  rechnen  kann.  Häufig  erscheint  er  auch  als  ein 
besonderer  Glücksfall  erst  in  Folge  der  Substitutionen,  durch 
die  man  gerade  eine  vorgelegte  Aufgabe  des  relativen  Max.  und 
Min.  auf  ein  absolutes  Problem  zurückgeführt  hat.  In  dieser 
Weise  kann  er  im  Besondern  auch  in  dem  Normalenproblem 
einer  Oberflache  eine  Rolle  spielen,  zumal  dann,  wenn  die 
Oberfläche  gewisse  Singularitäten  besitzt. 

Giebt  man  z.  B.  der  Frage  nach  den  kürzesten  und  weite- 
sten Abständen  eines  gegebenen  Punktes  A  =  a,  6,  c  von  der 
Centrafläche  des  Rotationsparaboloides : 

Y2  +  J'2  =  2/)Z  ;>>0; 

die  absolute  Form : 

2/*=  [x  —  ö;2  -h  {y  —  6)2  4-  (a  —  c)'1  =  Max.,  Min., 

cos  r    t<3sinr    3  «2 

x=z  ^2—,    y  =  -f--  j~p- 

so  wird  den  beiden  Gleichungen  fx  =  0 ,  =  0 ,  welche  die 
Aufgabe  lösen,  gleichzeitig  genügt  durch  u  =  0.  Die  Verbin- 
dungslinie des  Punktes  A  mit  dem  Punkte  x  =  0,  y  =  0,  z  =  p. 
d.  h.  mit  dem  Krümmungscentrum  des  Nabelpunktes  des  Para- 
boloids,  ist  also  eine  Lösung  und  zwar  wird  für  dieselbe : 

„         6(a  cos  v  +  b  sin  v) 
/in  =   £2  ' 

Sie  ist  also  ein  Min.  der  Entfernung,  oder  ein  Max.,  oder  keins 
von  beiden,  je  nachdem  c<p,  oder  > />,  oder  =p  ist*]. 

"j  Dieselbe  Losung  erscheint  in  derselben  Aufgabe,  wenn  man  nur  in 
dieser  die  Substutionen: 
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Entsprechendes  gilt  auch  von  den  Centraflüchen  des  Rota- 
tionsellipsoides  und  des  zweischaligen  Rotationshyperboloides, 
wie  denn  überhaupt  für  die  Centrafläche  einer  jeden  Oberfläche, 
die  einen  ausgezeichneten  Nabelpunkt  besitzt,  die  Verbindungs- 
linie des  KrUmmungscentrums  dieses  Nabelpunktes  mit  einem 
gegebenen  Punkte  im  Allgemeinen  immer  ein  Max.  oder  Min. 
der  Entfernung  des  gegebenen  Punktes  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Centrafläche  ist.  — 

(A'i+  V2  X  \2+   )  2jy 

X  -  ?/2  ,        V=  -r,   • 

»;ä*  +  r2j 

z  =  p  +  — —  - 

2p 

an  Stelle  der  oben  benutzten  anwendet,  als  ein  gewöhnliches,  reguläres 
Min.  oder  Max.,  bei  der  Substitution 

2  —  P  +  $  P   ^  +  y-, 

dagegen  als  Min.  oder  Max.  an  einer  Stelle,  an  der  die  Entwickelbarkeit 
der  Function  aufhört,  und  entzieht  sich  endlich,  wenn  man  der  Aufgabe 
die  bedingte  Form 

[x  —  a  -  +  y  —  b  ~  +  (s  —  c  2  =  Max.,  Min., 
(p{xyz  =  Up  x*  +  y2,  —  S  z  —  p  3  =  0 

giebt,  den  gewöhnlichen  Regeln  des  relativen  Max.  und  Min.,  weil  für  sie 

<p'x,    <p'y,  xp'% 

sämmtlich  Null  werden. 


W.  G.  Hankel ,  Lieber  die  aktino-  und  piezoelektrischen 
Eigenschaften  des  Bergkrystalles  und  ihre  Beziehung  zu  den 
thermoelektrischen  *) . 

In  der  Sitzung  am  23.  April  des  vorigen  Jahres  habe  ich 
einen  allgemeinen  Bericht**)  gegeben  über  Vorgänge  an  Berg- 
kr\  stallen ,  bei  welchen  eine  directe  Umwandlung  der  Schwin- 
gungen der  strahlenden  Wärme  in  Elektricität  stattfindet ,  und 
ich  lege  heute  der  Gesellschaft  die  Abhandlung  vor,  welche  die 
ausführliche  Untersuchung  darüber  enthalt.  Wie  ich  schon  in 
jenem  Berichte  gezeigt,  ist  diese  durch  Wärmestrahlung  auf 
den  prismatischen  Seitenkanten  des  Bergkrystalles  entstehende 
Erregung  von  der  von  mir  bereits  im  Jahre  1866  festgestellten 
thermoelektrischen  wesentlich  verschieden.  Ich  habe  daher  die 
durch  Strahlung  erzeugte  Elektricität  mit  dem  Namen  der  Akti- 
noelektricität  bezeichnet. 

Im  Jahre  1880  hatten  die  Herren  J.  und  P.  Curie  gefunden, 
dass  bei  hemimorphen  Krystallen  durch  Druck  in  der  Richtung 
der  hemimorphen  Axe  und  Nachlassen  desselben  ,  elektrische 
Spannungen  erzeugt  werden,  und  sie  glaubten,  dass  dieser 
Vorgang  mit  der  Thermoelektricitat  dergestalt  zusammenhinge, 
dass  Druck  und  Erkaltung,  weil  bei  beiden  Vorgangen  die  Mole- 
küle einander  genähert  werden,  und  ebenso  andererseits  Er- 
wärmung und  Nachlassen  des  Druckes  (Entfernen  der  Moleküle) 
dieselbe  Modifikation  der  Elektricität  hervorbrächten.  In  einer 
kurzen  Mittheilung***)  habe  ich  gezeigt,  dass  dieser  Regel 
keine  allgemeine  Gültigkeit  zukommt.  Es  beruht  also  auch  die 
durch  Druckänderungen  erzeugte  Elektricität  auf  einem  beson- 
deren Vorgange,  und  ich  habe  sie  deshalb  als  Piezoel  ektri- 
cität  unterschieden. 


*j  Vorgetragen  in  der  Sitzung  vom  23.  April  1881. 
**   Ber.d.  math.-phys.  Klasse  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  für  1880  S.  60. 
***]  Ebend.  S.  14  4. 
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Die  drei  beim  Bergkrystalle  möglichen  Erregungsweisen 
polarer  Elektricität,  durch  Aenderungen  in  der  Temperatur,  in 
der  Wärmestrahlung  und  in  dem  Drucke,  stehen  in  enger  Be- 
ziehung zu  einander,  und  hängen  von  der  eigentümlichen  Bil- 
dung des  Bergkrystalles  ab.  In  dem  ersten  Abschnitte  meiner 
Abhandlung  gebe  ich  daher  eine  genauere  Darstellung  der  kry- 
stallographischen  Verhaltnisse  dieses  Minerals,  während  der 
zweite  die  thermoelektrischen,  der  dritte  die  aktinoelektrischen 
und  der  vierte  die  piezoelektrischen  Vorgänge  behandelt. 

I.   Krystallographische  Verhältnisse  des 

Bergkrysta  lies. 

Bereits  in  meiner  früheren  Abhandlung  über  die  thermo- 
elektrischen Eigenschaften  des  Bergkrystalles*)  habe  ich  den 
Nachweis  geführt,  dass  wir  die  Kr\ stalle  desselben  als  nach 
den  Nebenaxen  hemimorph  gebildet  anzunehmen  haben ;  damit 
stimmt  auch  das  thermoelektrische  Verhalten  überein,  indem 
bei  Temperaturänderungen  an  den  beiden  Enden  einer  jeden 
Nebenaxe  entgegengesetzt  elektrische  Pole  auftreten.  Wir  kön- 
nen die  Enden  derselben  als  beim  Erkalten  positive  oder  nega- 
tive unterscheiden. 

Aus  der  dihexagonalen  Pyramide  m  Pn  lassen  sich  durch 
Wachsen  und  Verschwinden  der  abwechselnden  Flächen  zwei 
hemiedrische  Gestalten ,  nämlich  zwei  hexagonale  Trapezoeder 
herleiten ,  welche  sich  durch  die  Richtung  der  in  ihnen  ausge- 
sprochenen Drehung  unterscheiden.  Betrachten  wir  die  an  jedem 
Ende  der  Nebenaxen  liegenden  vier  Flächen  als  ein  zusammen- 
gehöriges System,  so  entsteht  das  eine  hexagonale  Trapezoeder, 
wenn  wir  die  Fläche  oben  links  und  unten  rechts,  und  das 
andere ,  wenn  wir  die  Fläche  oben  rechts  und  unten  links  bis 
zum  gegenseitigen  Durchschnitte  wachsen  lassen.  Um  den  Sinn 
der  Drehung  festzustellen,  denken  wir  uns  in  die  Hauptaxe  ge- 
stellt, und  bezeichnen  die  Drehung,  welche  eine  durch  die 
Hauptaxe  und  den  Schwerpunkt  der  oberen  Fläche  gelegte  Ebene 
um  die  Hauptaxe  ausführen  muss,  um  den  Schwerpunkt  der 
unteren  Fläche  zu  erreichen,  durch  die  Buchstaben  /  (links)  und 
r  (rechts).  Die  dihexagonale  Pyramide  zerfallt  dann  in  die  bei- 


•)  Abh.  d.  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  XIII.  S.  319. 
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den  hexagonalen  Trapczoeder  /        und  r        •  Tritt  nun  an 

diesen  Gestalten  in  der  Richtung  der  Nebenaxen  eine  herni- 
morphe  Bildung  ein,  indem  die  zu  jedem  Eckpunkte  einer  sol- 
chen gehörigen  Fluchen  nur  an  dem  zuvor  als  positiv,  oder  an 
dem  als  negativ  bezeichneten  Ende  erhalten  bleiben ,  so  ent- 
stehen vier  trigonale  Trapczoeder,  welche  sich  durch  die  Symbole 

mPn  mPn         ,mPn        ,       ,mPn  , 

-+■  r  — —  ,  —  r  — —  ,  -+-  /  ~y~  und  —  l  — - —  völlig  bestimmt 

bezeichnen  lassen,  wobei  das  Vorzeichen  dasjenige  Ende  der 
Nebenaxen  angibt,  an  welchem  die  Flächen  vorhanden  sind. 

Wird  für  die  beiden  hemiedrischen  Gestalten  r  und 
fit  P  H 

(  — - —  der  Ableitungscoefficient  n  =  1 ,  so  gehen  die  beiden 

hexagonalen  Trapczoeder  in  eine  der  gewöhnlichen  hexagonalen 
Pyramide  mP  an  Gestalt  gleiche  sechsseitige  Pyramide  Über, 
die  sich  aber  dadurch  von  der  gewöhnlichen  hexagonalen  un- 
terscheidet, dass  bei  ihr  nur  die  an  jedem  Eckpunkte  der 
Nebenaxen  oben  links  und  unten  rechts,  oder  oben  rechts  und 
unten  links  gelegenen  Flächen  zusammengehören.  Die  Symbole 
für  diese  beiden  scheinbaren  hexagonalen  Pyramiden  würden 

also  sein  |r  ^~^jn  _  (  und  ( l  ^y-^)n  m  ^ ;  und  wenn  m  =  \ 

■*>  (r£r)nm{  und 

Tritt  nun  an  diesen  Gestalten  eine  nach  den  Nebenaxen 

hemimorphe  Bildung  ein,  so  entstehen  vier  scheinbare  Rhom- 

■      i  /    m  P  n\  t   m  P  n\  (  ,  m  P  n\ 

boeder  +  (r  — ).  _  ,  ,  -  [r  — )„_,  ,  +  (*—).., 

und   —  (^—y-)n=  {  ?  wo  wieder  das  Vorzeichen  diejenigen 

Axenenden  bezeichnet,  an  welchen  die  Flächen  erhalten  bleiben. 

Wird  n  =  2,  so  entsteht  die  Pyramide  m  P2,  in  welcher 
keine  Drehung  ausgesprochen  ist.  Durch  hemimorphe  Bildung 
entstehen  die  beiden  trigonalen  Pyramiden  ■+■  m  P2  und  —  m  P2 
(die  sogenannten  Rhombenflächen  beim  Bergkrystalle,  wenn 
m  =  2). 

An  den  Bergkrystallen  zeigt  sich  nun  die  hemimorphe  Bil- 
dung dadurch,  dass  an  den  negativen  Enden  der  Nebenaxen 
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grosse  Flächen  —  |r^)n=1  bei  sogenannten  rechten,  und 

—  ~ä~)n—  i  'm^en  Krystallen  auftreten,  dass  dagegen 
an    den   positiven   Enden   der  Nebenaxen   kleine  Flüchen 

(r  ~v)n  m  1        recnten>  unc*       (  ^  ~i~)n  —  1         ^n^en'  so" 

wie  die  Flächen  H-2P2  und  die  Flächen  trigonaler  Trapezoe- 
der,  sowohl  rechter  als  linker  ■+■  ^—y— |  und  -h  |  er- 
scheinen. 

II.  Thermoelektricität. 

Im  zweiten  Abschnitte  habe  ich  zunächst  die  specielle  Un- 
tersuchung der  thermoelektrischen  Vorgänge  auf  sowohl  an 
beiden  Enden  der  Hauptaxe  ausgebildeten,  als  auch  an  dem 
einen  Ende  verbrochenen  einfachen  Bergkrystallen  mitgetheilt 
und  dieselben  auf  den  beigefügten  vier  Tafeln  übersichtlich 
dargestellt. 

Die  Beobachtungen  der  elektrischen  Spannungen  sind  nach 
dem  in  meinen  früheren  Abhandlungen  beschriebenen  Verfahren 
ausgeführt;  die  Krystalle  wurden  bis  auf  die  zu  prüfende  Fläche 
oder  Kante  in  Kupferfei  licht  eingesetzt,  in  einem  kleinen  Ofen 
bis  120°  erhitzt,  und  dann  während  des  Erkaltens  den  ver- 
schiedenen Punktender  freien  Oberfläche  das  abgerundete  Ende 
eines  mit  dem  Goldblättchen  des  von  mir  construirten  Elektro- 
meters in  leitender  Verbindung  stehenden  Platindrahtes  mittelst 
einer  Hebelvorrichtung  genähert. 

Bei  vollkommen  normal  gebildeten  Bergkrystallen,  wo  jedes 
Ende  der  Hauptaxe  drei  grosse  Pyramiden  flächen,  abwechselnd 
mit  drei  kleinen  trägt ,  wächst  auf  den  oberen  grossen  Flächen 

~(^T")n—  1        'm^en  Krystallen  die  negative  Spannung 

von  links  nach  rechts  und  zieht  sich  über  die  rechts  anliegende 
Seitenkante  des  Prismas  *)  und  ihre  Umgebung  in  der  Richtung 
von  links  nach  rechts  hinab,  bis  zu  der  entsprechenden  grossen 

Flache  —  ^  l"Tynm  i  ^es  unteren  Endes,  auf  welcher  dann 


*)  Dieselbe  trögt  keine  Rhomben-  oder  Trapezoederflächen. 
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die  negative  Spannung  nach  rechts  hin  abnimmt.  Auf  den  obe- 
ren kleinen  Flächen  -t-  f  /         _  (  wachsen  die  elektrischen 

Spannungen  in  der  Richtung  von  links  nach  rechts  in  positivem 
Sinne,  und  ziehen  sich  über  die  rechts  anliegenden,  Rhomben- 
oder Trapezoederflächen  tragenden  Seitenkanten  von  links  nach 

rechts  bis  zu  der  entsprechenden  kleinen  Flüche  +  ^  /  ^~j~)„  -  < 

am  unteren  Ende*). 

In  gerade  entgegengesetzter  Richtung  ändern  sich  die  elek- 
trischen Spannungen  bei  den  rechten  Krystallen;  es  wachsen  also 

auf  den  oberen  grossen  Flächen  —      ^r)n  -  <  die  negativen, 

und  auf  den  kleinen  Flächen  -+■  (^r  -f^)n  _  i  die  positiven  Span- 
nungen von  rechts  nach  links,  und  die  elektrischen  Zonen  ziehen 
sich  Uber  die  links  anliegenden  Kanten  des  Prismas  nach  den 
entsprechenden  Flächen  am  unteren  Ende ;  dabei  gehen  die  po- 
sitiven Zonen,  ebenso  wie  bei  den  linken  KrystaJlen,  über  die- 
jenigen Kanten  hinweg,  welche  Rhomben-  und  Trapezoeder- 
flächen tragen. 

Wenn  ein  einfacher  Bergkrystall  keine  Rhomben-  und  Tra- 
pezoederflächen besitzt,  also  kein  äusseres  Anzeichen  trägt, 
welches  erkennen  lässt,  ob  er  ein  linker  oder  ein  rechter  ist, 
so  genügt,  wie  aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  die  thermoelek- 
trische  Prüfung  einer  einzigen  grossen  Pyramidenfläche,  um  zu 
entscheiden,  welcher  Abtheilung  derselbe  angehört. 

Wir  können  dem  Bergkrystalle  im  Allgemeinen  drei  po- 
lare elektrische  Axen,  welche  mit  den  drei  Nebenaxen 
zusammenfallen,  beilegen.  An  denjenigen  Enden  der  Neben- 
axen, an  welchen  die  Rhomben-  oder  Trapezoederflächen  auf- 
treten ,  liegen  beim  Erkalten  die  positiven,  an  den  drei  andern 
die  negativen  Pole. 

Bei  steigender  Temperatur  sind  überall  die  elektrischen 
Polaritäten  die  entgegengesetzten. 

Weicht  die  Bildung  des  einen  Endes  eines  Bergkrystall  es 
von  der  oben  beschriebenen  ab ,  so  zeigt  sich  auf  den  Flächen 


*)  Eine  Umkehrung  des  Krystalles ,  bei  welcher  das  untere  Ende  zum 
oberen  gemacht  wird,  lässt  selbstverständlich  die  beschriebene  Vertheilung 
unverändert. 
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dieses  Endes  eine  mehr  oder  weniger  grosse  Störung  der  nor- 
malen elektrischen  Vertheilung. 

Einer  besonderen  Prüfung  habe  ich  ferner  die  äusserlich 
im  Ganzen  einfach  erscheinenden,  aber  aus  zwei  um  60°  oder 
180°  gegen  einander  gedrehten  Individuen  zusammengesetzten 
Bergkrystalle  unterzogen ;  jedoch  standen  mir  nur  solche  Exem- 
plare zur  Verfügung,  bei  denen  beide  verwachsene  Individuen 
derselben  Abtheilung  angehörten ,  also  beide  linke  oder  beide 
rechte  Krystalle  waren.  Die  elektrische  Vertheilung  auf  dem 
ganzen  Krystalle  erscheint  durch  die  Einschaltung  eines  oder 
zweier  Stücke  eines  zweiten  Individuums  verändert,  weil  jedes 
Flächenstück  die  ihm  zukommende  Polarität  beibehält.  Infolge 
der  Zusammensetzung  des  Krystalles  können  also  zwei  benach- 
barte Kanten  dieselbe  Polarität  zeigen ,  wobei  eine  entgegen- 
gesetzt elektrische  Zone  in  der  Mitte  der  zwischen  ihnen  liegen- 
den Fläche  erscheint.  Aus  den  Abweichungen  von  der  normalen 
elektrischen  Vertheilung  lässt  sich ,  wie  ich  in  der  Abhandlung 
speciell  nachweise ,  ein  sicherer  Schluss  auf  die  Lage  und  die 
Grösse  der  eingeschobenen  Stücke  machen. 

Schliesslich  habe  ich  auch  die  elektrischen  Vorgänge  in  der 
Richtung  der  Hauptaxe,  nach  welcher  derBergkrystall  nicht  he- 
mimorph  gebildet  ist,  genauer  untersucht.  Bei  vollkommen  nor- 
mal gestalteten  Krystallen  zeigen  die  beiden  Enden  der  Haupt- 
axe positive  Elektricität,  und  es  erstreckt  sich  diese  Beschaf- 
fenheit durch  den  ganzen  Krystall  hindurch ,  so  dass  auf  senk- 
recht gegen  die  Hauptaxe  gemachten»  Querschnitten  die  Mitte 
beim  Erkalten  positive  Spannung  besitzt.  Wenn  dagegen  nur 
das  eine  Ende  normal ,  das  andere  aber  abweichend  gestaltet 
ist,  so  ist  die  Mitte  der  Querschnitte,  wenn  dieselben  in  der 
Nähe  des  ersteren  Endes  gemacht  werden,  noch  positiv.  Wenn 
der  Querschnitt  sich  weiter  vom  ersteren  Ende  entfernt,  so 
nimmt  die  positive  Spannung  in  der  Mitte  desselben  ab ,  und 
geht  bei  Annäherung  an  das  andere  Ende ,  wenn  dieses  infolge 
der  abweichenden  Bildung  bereits  selbst  negativ  ist,  gleichfalls 
ins  Negative  über. 

III.  Aktinoelektricität. 

Bei  der  Untersuchung  der  aktinoelektrischen  Vorgänge  waren 
die  Krystalle  gewöhnlich  in  verticaler  Stellung  ihrer  Hauptaxe 
mittelst  Siegellacks  auf  kleine  Metallscheiben  aufgekittet:  biswei- 
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Ion  befanden  sie  sich  aber  auch ,  gerade  wie  bei  den  thermo- 
elektrischen  Versuchen,  bis  auf  die  zu  prüfenden  Kanten  oder 
Flächen  in  Kupferfeilicht  eingesetzt.  Die  elektrischen  Spannun- 
gen wurden  theils  auf  der  Seite,  auf  welcher  die  Wärmestrah- 
lung einfiel,  theils  auf  der  gegenüberliegenden  beobachtet, 
indem  die  Vertheilungswirkung  gemessen  wurde,  welche  der 
Krystall  auf  einen  an  die  betreffende  Stelle  angelegten,  mit 
dem  Goldblättchen  des  Elektrometers  in  leitender  Verbindung 
stehenden  Draht  (oder  Kugel)  ausübte. 

Wenn  die  Strahlung  der  Sonne ,  des  elektrischen  Kohlen- 
lichtes, einer  Flamme  oder  eines  erhitzten  Körpers  einen  ein- 
fachen Bergkrystall  durchdringt,  so  erscheinen  gleichzeitig  auf 
allen  sechs  Kanten  desselben  elektrische  Pole ;  und  es  ist  für 
die  Entstehung  derselben  überhaupt  gleichgültig ,  in  welcher 
Richtung  die  Strahlen  durch  den  Krystall  gehen;  sie  können 
selbst  parallel  mit  der  Hauptaxe,  also  senkrecht  gegen  die 
Nebenaxen  gerichtet  sein.  Diese  sechs  elektrischen  Pole  sind 
abwechselnd  positiv  und  negativ,  so  dass  jede  Nebenaxe  an 
dem  einen  Ende  einen  positiven ,  an  dem  anderen  einen  nega- 
tiven Pol  trägt,  und  zwar  stimmen  dieselben  in  Bezug  auf  die 
Art  der  in  ihnen  auftretenden  Elektricität  mit  der  bei  der  Ab- 
kühlung an  denselben  Stellen  entstehenden  thermoelektrischen 
überein.  Es  zeigen  also  beim  Eintritt  der  Strahlung  und  wäh- 
rend der  Dauer  derselben  diejenigen  drei  Kanten  des  Prismas, 
an  welchen  die  Rhomben-  und  Trapezoederflächen  auftreten, 
positive,  die  drei  anderen  aber  negative  Spannung. 

Ich  habe  oben  nachgewiesen ,  dass  der  Bergkrystall  nach 
seinen  drei  Nebenaxen  hemimorph  gebildet  ist,  und  dass  infolge 
dessen  die  beiden  Enden  jeder  Nebenaxe  in  einem  Gegensatze 
stehen,  wie  ein  solcher  auch'  in  den  thermoelektrischen  Vor- 
gängen sich  gezeigt  hat,  wo  stets  an  einer  Nebenaxe  das  eine 
Ende  die  positive,  das  andere  die  negative  Polarität  besass. 
Ein  solcher  Gegensatz  zwischen  den  beiden  Enden  einer  Neben- 
axe tritt  nun  nicht  ein ,  wenn  wir  die  von  Briot  zur  Erklärung 
der  Drehung  der  Polarisationsebene  des  Lichtes  im  Bergkrystalle 
gemachte  Annahme  einer  in  der  Richtung  der  Radien  der  Basis 
spiralförmig  angeordneten  Lagerung  der  Aethermoleküle  auf- 
stellen, weil  eine  Spirale!,  von  aussen  gesehen,  an  jedem  ihrer 
Enden  in  gleicher  Weise  erscheint.  Dagegen  lässt  sich  eine 
Anordnung,  welche  den  geforderten  Gegensatz  gibt,  gewinnen, 
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wenn  wir  den  Aether  in  den  Bergkrystallen  durch  den  Einfluss 
der  krvstallisirten  materiellen  Substanz  so  constituirt  annehmen, 
dass  seine  Theilchen  um  die  Nebenaxen  leichter  in  der  einen  als 
in  der  anderen  Richtung  beweglich  sind.  Die  Richtung  der 
leichteren  Drehung  würde  dann  von  dem  einen  Ende  der  Axe 
betrachtet  z.  B.  rechtsum,  von  dem  anderen  Ende  aus  aber  links- 
um  erscheinen. 

Wenn  wir  nun  die  Elektricität  als  kreisförmige  Schwingung 
des  Aethers  unter  Betheiligung  der  materiellen  Moleküle  auf- 
fassen ,  so  unterscheiden  sich  die  beiden  Modificationen  der 
Elektricität  nur  durch  den  Sinn  der  Drehung.  Eine  solche 
kreisförmige  Schwingung  erfolgt  von  der  einen  Seite  gesehen 
rechtsum ,  von  der  andern  gesehen  linksum,  stellt  also  auf  der 
einen  Seite  die  positive,  auf  der  anderen  die  negative  Modifi- 
cation  der  Elektricität  dar. 

Wenn  beliebig  gerichtete  Wärmeschwingungen  einen  Berg- 
kry stall  durchdringen,  so  werden  sie  die  Aethertheilchen  unter 
Betheiligung  der  materiellen  Moleküle  stets  im  Sinne  der  leich- 
teren Drehung  in  Bewegung  setzen ,  und  es  müssen  dann  an 
den  Enden  einer  jeden  Nebenaxe  entgegengesetzt  elektrische 
Pole  sich  zeigen,  wie  solche  zuvor  angegeben  wurden. 

Diese  aktinoelektrischen  Spannungen  erreichen  in  sehr 
kurzer  Zeit  (30  bis  40  Secunden)  ihr  Maximum  und  bleiben  auf 
demselben,  so  lange  die  Bestrahlung  in  gleicher  Stärke  anhält ; 
jedoch  tritt  nach  und  nach  eine  Schwächung  durch  den  Umstand 
ein,  dass  durch  die  beginnende  Erwärmung  der  Masse  des  Kry- 
stalles  eine  thermoelektrische  Spannung  hervorgerufen  wird, 
welche  in  ihrem  Vorzeichen  der  aktinoelektrischen  gerade  ent- 
gegengesetzt ist.  Beim  Beginn  der  Bestrahlung  ist  die  Zunahme 
der  Aktinoelektricität  am  stärksten  und  nimmt  dann  ab ,  wie 
folgender  Versuch  zeigt : 

Nach  Beginn  der  Bestrahlung  Stärke  der 


verflossen 
0  Minuten 
5  - 


Aktinoelektricität 
0 


25  - 
30  - 


40  - 
15  - 
20  - 


H-  48,7 
H-  28,5 
H-  34,5 
+  37,5 
+  39,5 
-+-  41,0 
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Wird  die  Strahlung  aufgehoben ,  so  versehwindet  die  Aktino- 
elektricität in  derselben  Weise,  anfangs  rascher,  später  lang- 
sanier abnehmend. 

Diese  Vorgänge  weisen  auf  einen  Widerstand  hin,  welcher 
durch  die  Strahlung  bei  der  Erregung  der  Aktinoelektricitäl 
überwunden  werden  muss  und  durch  die  Betheiligung  der  ma- 
teriellen Moleküle  an  den  elektrischen  Schwingungen  bedingt 
ist;  derselbe  wächst,  je  schneller  die  Schwingungen  werden, 
und  kann  durch  eine  gegebene  BeStrahlungsintensität  nur  bis 
zu  einer  gewissen  Höhe  überwunden  werden.  Dauert  die  Strah- 
lung ungeändert  fort,  so  bleibt  die  aktinoelektrische  Spannung 
auf  gleicher  Höhe,  und  die  fortwährend  zur  Erhaltung  der  elek- 
trischen Schwingungen  verwendete  Arbeit  der  Wärmestrahlung 
setzt  sich  in  eine  Erhöhung  der  Temperatur  der  Moleküle  um. 
Dieser  Widerstand  der  materiellen  Moleküle  bewirkt  auch  nach 
dem  Aufheben  der  Strahlung  das  Verschwinden  der  aktinoelek- 
trischen  Schwingungen  in  der  zuvor  bezeichneten  Weise. 

Das  Maximum ,  welche  durch  eine  gegen  40  Secunden  an- 
haltende Strahlung  erzeugt  wird ,  ist  der  Intensität  der  Strah- 
lung proportional. 

Die  Erregung  dieser  Aktinoelektricität  erfolgt  durch  die 
Wärmestrahlen ,  wie  sich  leicht  durch  Einschaltung  mehr  oder 
weniger  diathermaner  Substanzen  in  die  Bahn  der  Strahlen 
nachweisen  lässt.  So  ist  z.  B.  die  elektrische  Spannung  die- 
selbe, wenn  die  Strahlen  einer  Gasflamme  durch  eine  farblose, 
und  dann  durch  eine  ebenso  dicke  mittelst  Jod  tief  dunkelroth 
gefärbte  Schicht  von  Schwefelkohlenstoff  hindurchgehen.  Die 
Reihenfolge  der  auf  die  Stärke  ihrer  Absorption  der  aktino- 
elektrischen  Strahlen  untersuchten  Substanzen  war  dieselbe, 
wie  bei  Einschaltung  derselben  in  die  auf  eine  Thermosäule 
fallenden  Strahlen;  für  die  Strahlung  einer  Gasflamme  waren 
aber  die  Procentsätze  nur  nahe  zwei  Drittel  der  auf  die  Thermo- 
säule wirkenden.  Wenn  also  für  die  freie  Strahlung  die  erzeugte 
Aktinoelektricität  und  die  in  der  Thermosäule  erregte  Wärme 
ss  100  gesetzt  wird,  so  sank  z.  B.  bei  Einschaltung  einer  fast 
farblosen  Glasplatte  die  aktinoelektrische  Wirkung  auf  25,  wäh- 
rend die  Wärmewirkung  noch  36  betrug. 

Die  Strahlung  des  elektrischen  Kohlenlichtes  gleich  4000 
Nonnalkerzen)  erzeugte  eine  Aktinoelektricität .  deren  Stärke 
siebenmal  grösser  war,  als  die  durch  die  Flamme  eines  einfachen 
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Schnitthrenners  in  gleichem  Abstände  hervorgerufene.  Die 
Strahlung  der  Sonne  (30.  Mai  Mittags)  rief  ungefähr  dieselbe 
aktinoelektrische  Spannung  hervor ,  wie  die  oben  genannte 
Flamme  in  244  mm  Abstand  vom  Krystalle. 

Die  aktinoelektrischen  Spannungen  sind  auf  den  prismati- 
schen Seitenkanten  am  stärksten  ;  der  Verlauf  der  verschiede- 
nen elektrischen  Zonen  entspricht  im  Allgemeinen  den  oben  für 
die  thermoelektrischen  angegebenen. 

Durch  Zwillingsbildung,  durch  Einlagerung  von  Stücken 
eines  zweiten  um  60°  oder  180°  gedrehten  Individuums  wird  auf 
dem  ganzen  Krystalle  die  Vertheilung  der  aktinoelektrischen 
Spannungen  in  genau  gleicher  Weise  gestört,  wie  die  der  ther- 
moelektrischen ,  weil  jedes  Stück  die  ihm  seiner  krystallogra- 
phischen  Stellung  nach  zukommende  Polarität  beibehält. 

Wenn  eine  heisse  Kugel  der  Kante  eines  kalten  Bergkrystal- 
les  genähert  oder  auf  dieselbe  aufgelegt  wird,  so  entsteht,  wie 
oben  angedeutet,  sofort  durch  die  von  ihr  ausgehende  Strahlung 
eine  aktinoelektrische  Spannung,  welche  mit  der  bei  sinkender 
Temperatur  auftretenden  thermoelektrischen  in  ihrem  Vorzei- 
chen Ubereinstimmt.  Dieser  Vorgang  lässt  sich  umkehren:  wird 
eine  kalte  Kugel  der  Kante  eines  erhitzten  Bergkrystalles  ge- 
nähert oder  auf  dieselbe  aufgelegt,  so  entsteht  infolge  der  Strah- 
lung gegen  die  kalte  Kugel  auf  dieser  Kante  eine  elektrische 
Polarität,  wie  sie  daselbst  thermoelektrisch  beim  Erhitzen  auf- 
tritt. Die  Beobachtung  dieses  Vorganges  wird  aber  sehr  er- 
schwert durch  die  fortwährend  sich  einmischenden  thermoelek- 
trischen Spannungen  des  seine  Temperatur  ändernden  Berg- 
krystalles. 

In  einem  heissen  Bergkrystalle  wirken  alle  Theilchen  strah- 
lend auf  die  übrigen  und  rufen  infolge  dessen  aktinoelektrische 
Schwingungen  von  entsprechender  Geschwindigkeit  hervor. 
Nach  aussen  hin  kann  aber  diese  Aktinoelektricität  nur  gemischt 
mit  der  Thermoelektricität  wirksam  werden.  Unmittelbar  nach 
dem  Beginn  der  Erkaltung  eines  erhitzten  Bergkrystalles  wird 
infolge  der  isolirenden  Eigenschaften  desselben  die  während  der 
Erhitzung  erzeugte  Elektricität  noch  stark  angehäuft  sein;  ihr 
entgegengesetzt  ist  die  bestehende  Aktinoelektricität;  die  Wir- 
kung nach  aussen  entspricht  also  der  Differenz  zwischen  der 
Thermoelektricität  und  der  Aktinoelektricität.  Wird  nun  eine 
kalte  Kugel  genähert,  so  werden  sofort  die  aktinoelektrischen 
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Schwingungen  vermindert;  die  Kante  zeigt  also  eine  Aenderung 
in  ihrer  elektrischen  Spannung,  und  zwar  eine  Zunahme,  als  ob 
ihre  Temperatur  erhöht  würde.  Ist  nach  etwas  längerer  Dauer 
der  Abkühlung  die  von  der  Erhitzung  herrührende  Thermo- 
elektriciti.it  durch  die  infolge  des  Erkallens  auftretende  über- 
wunden, so  wirkt  nach  aussen  die  Summe  der  Thermoelektri- 
cität  und  der  freilich  sehr  verringerten  Aktinoelektricität.  Bei 
Annäherung  einerkalten  Kugel  wird  nun  die  letztere  noch  mehr 
geschwächt ;  die  elektrische  Spannung  nimmt  also  ab,  wie  dies 
durch  eine  neue  Erhitzung  eintreten  würde. 

Ein  sehr  eigenthümlicher  Vorgang  entsteht  durch  kurzes 
Ueberstreichen  der  Kante  eines  Bergkrystalles  mit  einer  Alko- 
holflamme. Durch  die  Annäherung  der  Flamme  wird  in  dem 
Krystalle  eine  starke  Aktinoeleklricität  hervorgerufen;  zugleich 
führt  aber  die  Flamme  als  Leiter  soviel  entgegengesetzte  Elek- 
tricität  auf  die  Kante  und  deren  Umgebung,  dass  dieselbe,  wenn 
die  Strahlung  unverändert  fortdauerte,  nach  aussen  keine  elek- 
trische Wirkung  zeigen  würde.  Sobald  nun  aber  die  Flamme 
zurückgezogen  wird,  verschwinden  auch  die  aktinoelektrischen 
Schwingungen  im  Krystalle;  dagegen  bleibt  infolge  der  isoli- 
renden  Eigenschaft  die  auf  der  Oberfläche  angehäufte  entgegen- 
gesetzte Elektricität  zurück  und  kann  frei  nach  aussen  hin 
wirken. 

IV.  Piezoelektricität. 

Um  die  durch  Druck  und  Nachlassen  des  Druckes  bei  he- 
mimorphen  Krystallen  entstehende  Piezoelektricität  nachzuwei- 
sen, bedürfen  die  Krystalle  keiner  weiteren  Zubereitung ;  ich 
konnte  daher  die  für  die  thermo-  und  aktinoelektrische  Prüfung 
benutzten  Bergkryslalle  in  dem  gegebenen  Zustande  auch  für 
die  Untersuchung  ihres  piezoelektrischen  Verhaltens  verwenden. 
Um  den  ausgeübten  Druck  genau  messen  zu  können,  wurde  ein 
kleiner  einarmiger  Hebel  angewandt ;  auf  seiner  unteren  Seite 
war  eine  durch  Hartgummi  isolirte  Zinnplatte  oder  Zinnschneide 
angebracht ,  welche  auf  die  zu  prüfende  Stelle  der  Kante  oder 
Fläche  des  Krystalles  aufgelegt  wurde. 

Am  stärksten  tritt  bei  einfachen  Bergkrystallen  die  Piezo- 
elektricität auf,  wenn  der  Druck  in  der  Bichtung  einer  Neben- 
axe  vergrössert  oder  verringert  wird ,  und  zwar  erscheint  auf 
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denjenigen  Seitenkanten  des  Prismas,  welche  Rhomben-  und 
Trapezoederflächen  tragen,  bei  Vergrößerung  des  Druckes  ne- 
gative, bei  Verminderung  desselben  positive  Spannung;  die 
anderen  drei  Kanten,  an  welche  keine  Rhomben-  und  Trape- 
zoederflächen liegen,  verhalten  sich  gerade  umgekehrt.  Hier- 
nach widerspricht  also  der  Bergkrystall  der  von  den  Herren  J. 
und  P.  Curie  aufgestellten  Regel,  wonach  Druck  und  Erkaltung, 
und  andererseits  Nachlassen  des  Druckes  und  Erwärmung  stets 
dieselbe  Polarität  hervorrufen  sollen.  Beim  Bergkryslalle  ist 
vielmehr  die  durch  Druck  erzeugte  Polarität  mit  der  bei  Er- 
wärmung ,  und  die  durch  Nachlassen  des  Druckes  erzeugte  mit 
der  bei  der  Erkaltung  auftretenden  gleichnamig. 

Die  auftretenden  elektrischen  Spannungen  sind,  wie  schon 
von  J.  und  P.  Curie  angegeben,  den  Druckänderungen  propor- 
tional. Beim  Bergkrystalle  reicht  schon  eine  Aenderung  des 
Druckes  um  \  Gramm  aus,  um  eine  noch  wahrnehmbare  piezo- 
elektrische Spannung  zu  erzeugen. 

Wenn  ein  Bergkrystall  in  der  Richtung  einer  Nebenaxe 
gedrückt  wird ,  so  entstehen  an  den  gedrückten  Kanten  die 
zuvor  angegebenen  der  Zunahme  des  Druckes  entsprechenden 
elektrischen  Spannungen ;  dagegen  erscheinen  an  den  vier  an- 
deren Kanten  die  dem  Nachlassen  des  Druckes  (der  Ausdehnung) 
entsprechenden.  Ebenso  zeigt  sich,  wenn  ein  Bergkrystall  in 
der  Richtung  einer  Zvvischenaxe  {durch  Auflegen  der  Zinnplalte 
auf  eine  prismatische  Seitenfläche)  zusammengedrückt  wird,  an 
den  Enden  der  um  90°  von  dieser  Zwischenaxe  abstehenden 
Nebenaxe  die  der  Ausdehnung  zugehörige  elektrische  Spannung. 

Bei  zusammengesetzten  Bergkrystallen  treten  infolge  der 
eingeschobenen  Stücke  eines  zweiten  um  60°  oder  \  80°  gedreh- 
ten Individuums  bei  Aenderungen  des  Druckes  ebenso  wie  bei 
der  Thermo- und  Aktinoelektricität  Abweichungen  von  dem  nor- 
malen Verhalten  ein,  weil  jedes  Stück  die  ihm  zukommende 
piezoelektrische  Beschaffenheit  bewahrt. 
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W.  G.  Hankel,  lieber  die  thermoelektrischen  Eigenschaften 
des  Helvins,  Mellits,  Pyromorphits,  Mimetesits,  Phenakits,  Pen- 
nins,  Dioptases,  Strontianits,  Witherits,  Cerussits,  Euklases  und 
Titanits*). 

Als  ich  durch  die  Untersuchung  des  Topases  erkannt  hatte, 
dass  die  von  Hauy  ausgesprochene  und  dann  allgemein  ange- 
nommene Ansicht,  wonach  nur  hemimorphe  Krystalle  durch 
Temperaturänderung  elektrisch  zu  werden  vermöchten,  zu  eng 
sei,  dass  vielmehr  alle  Krystalle  thermoelektrische  Spannungen 
zeigen  müssen,  soweit  nicht  die  besondere  Beschaffenheit  ihrer 
Substanz  ein  Auftreten  und  Anhäufen  derselben  bis  zu  mess- 
barer Starke  hindern,  war  es  natürlich,  dass  ich  zunächst  die- 
jenigen Mineralien  einer  genaueren  Prüfung  unterwarf,  welche 
in  zahlreichen,  möglichst  grossen  und  vollkommenen  Krystallen 
vorkommen.  Der  weiteren  Ausdehnung  meiner  Untersuchung 
stellen  sich  nun  immer  grössere  Schwierigkeiten  dadurch  ent- 
gegen, dass  die  Mineralien,  deren  elektrisches  Verhalten  noch 
zu  bestimmen  ist,  häufig  nur  in  sehr  unvollkommenen  und  kleinen 
Krystallen  existiren,  die  oft  wenig  zahlreich  und  schwer  zu  er- 
langen sind.  Die  Wahl  der  auf  ihre  thermoelektrischen  Eigen- 
schaften zu  prüfenden  Krystalle  muss  daher  gar  wesentlich 
durch  den  Umstand  geleitet  werden,  dass  gerade  von  denselben 
einigermassen  brauchbare  Individuen  zu  erlangen  sind.  In- 
folge dessen  finden  sich  in  der  Abhandlung,  welche  ich  heute 
der  Gesellschaft  vorlege,  Krystalle  der  verschiedensten  Systeme 
zusammengestellt. 

1.  Reguläres  System. 

Helvin.  Der  Helvin  krystallisirt  in  Tetraedern,  deren  Ecken 
durch  kleine  Flächen  des  Gegentetraeders  abgestumpft  sind, 
und  stellt  sonach  eine  nach  den  Eckenaxen  des  Würfels  hemi- 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  14.  Nov.  1881. 
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morphe  Form  dar.  Beim  Erkalten*)  sind  die  grossen  Tetraeder- 
flächen positiv,  die  durch  ihren  Durchschnitt  gebildeten  Kanten, 
sowie  die  kleinen  Tetraederflächen  aber  negativ.  Die  Polari- 
täten sind  also  gerade  die  entgegengesetzten,  als  bei  den  tetra- 
edrischen  Boracitkrystallen ;  bei  diesen  fand  ich**)  die  Flächen 
des  grossen  Tetraeders  negativ ,  die  auf  den  Kanten  desselben 
liegenden  Würfel  flächen  nebst  den  Flächen  des  kleinen  Tetra- 
eders positiv.  Beim  Helvin  sind  die  grossen  Tetraederflächen 
glänzender  als  die  kleinen;  bei  den  tetraedrischen  Boraciten 
erscheinen  umgekehrt  die  kleinen  Flächen  glänzender  als  die 
grossen.  Bei  beiden  Mineralien  herrscht  also  darin  Ueberein- 
stimmung,  dass  die  glänzenderen  Flächen  positive,  die  weniger 
glänzenden  aber  negative  Spannung  annehmen. 

2.  Tetragonales  System. 

Meliit  (Honigstein).  Von  Krystallen  des  tetragonalen 
Systems  habe  ich  früher***)  den  Apophyllit  und  Idokras  auf 
ihr  thermoelektrisches  Verhalten  untersucht.  Bei  beiden  lagen 
im  Allgemeinen  an  den  Enden  der  Hauptaxe  die  positiven  Pole, 
wähend  die  Randkanten  und  prismatischen  Seitenflächen  nega- 
tive Elektricität  zeigten.  Ebenso  verhielt  sich  ein  grosser 
Mellitkrystall :  die  Enden  der  Hauptaxe  und  die  anliegenden 
Flächenstücke  waren  positiv,  die  eine  infolge  ihrer  guten  Aus- 
bildung zur  Beobachtung  geeignete  Randkante  nebst  den  an- 
liegenden Flächenstreifen  negativ. 

3.  Hexagonales  System. 

Pyromorphit  und  Mimetesit.  Die  beiden  sehr  nahe  ver- 
wandten Mineralien  (das  erstere  vorzugsweise  phosphorsaures 
Bleioxyd  und  Chlorblei,  das  zweite  arsensaures  Bleioxyd  und 
Chlorblei)  sind  mit  dem  Apatit  (phosphorsaurem  Kalk  mit  Fluor- 
calcium)  isomorph ;  sie  stimmen  auch  in  ihrem  elektrischen  Ver- 
halten mit  der  auf  dem  grössten  Theile  der  Apatite  beobachteten 


*)  Ich  führe  in  dem  Folgenden  stets  nur  die  beim  Erkalten  auftreten- 
den elektrischen  Spannungen  an  ;  die  beim  Erwärmen  erscheinenden  sind 
ihrem  Vorzeichen  nach  gerade  die  entgegengesetzten. 

*»)  Abh.  der  K.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  Bd.  VI.  S.  4  53. 
*♦*)  Abh.  der  K.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  Bd.  XVIII. 
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elektrischen  Vertheilung  überein.  Die  Enden  der  Hauptaxe 
(Endflächen  und  umliegende  Pyramidenflachen)  sind  positiv,  die 
seitlichen  Prismenflächen  negativ. 

Eine  Eigentümlichkeit  zeigt  sich  bei  den  Mimetesilkry- 
stallen  darin,  dass  die  Prismenflächen  mit  denen  oder  in  deren 
Nähe  sie  aufgewachsen  gewesen,  nicht  negative,  sondern  posi- 
tive Spannung  besitzen.  Sie  gleichen  darin  gewissen  gelben 
und  grünen  Beryllen*),  bei  welchen  ebenfalls  auf  einer  oder 
zwei  Prismenflachen  in  mehr  oder  minder  grosser  Ausdehnung 
positive  anstatt  negativer  Polarität  auftritt. 

Phenakü.  Die  Krystalle  des  Phenakits  gehören  zur  rhom- 
boedrisch-tetartoedrischen  Abtheilung  des  bexagonalen  Systems. 
Bei  einem  ziemlich  gut  ausgebildeten  Krystalle  von  Framont  in 
Lothringen  fand  sich  am  Ende  der  Hauptaxe  und  auf  den  umlie- 
genden Rhomboederfläehen  positive,  auf  den  prismatischen  Sei- 
tenflachen negative  Elektricität.  Damit  stimmte  auch  die  auf 
einem  Bruchstücke  eines  vom  Ilmengebirge  stammenden  Kry- 
stalles  beobachtete  elektrische  Vertheilung  im  Allgemeinen 
Überein.  Auf  grossen  Krystallen  aus  den  Smaragdgruben  bei 
Katharinenburg  (Ural),  die  zum  Theil  noch  mit  einer  dünnen 
Lage  von  Glimmerschiefer  bedeckt  waren,  Hess  sich  die  Lage  der 
Pole  nicht  mit  Sicherheit  bestimmen. 

Pennin.  Die  Krystalle  des  Pennins  werden  seitlich  ent- 
weder nur  von  den  Flüchen  des  Hauptrhomboeders  R,  oder  auch 
von  den  Flächen  des  Gegenrhomboeders  — R  begrenzt,  und 
tragen  an  den  Enden  der  Hauptaxe  kleine  Flächen  OR.  Da  der 
Pennin  in  der  Richtung  der  letztgenannten  Flächen  sehr  voll- 
kommen spaltbar  ist,  so  sind  die  meisten  Exemplare  an  ihren 
Enden  durch  diese  Durchgänge  begrenzt.  Während  bei  den 
vorhergehenden  Mineralien  die  Enden  der  Hauptaxe  positiv 
und  die  seitlichen  Flächen  negativ  waren,  sind  beim  Pennin  die 
Endflächen  OR  negativ,  und  die  seitlichen  Flächen  {+R}  und 
auch  — R)  positiv.  Dabei  zeigt  sich  auch  hier  wieder  die  Eigen- 
thümlichkeit ,  dass  einzelne  seilliche  Flächen  nicht  positive, 
sondern  negative  Polarität  annehmen ;  jedoch  lässt  sich  bei  der 
jetzt  vorliegenden  Begrenzung  der  Krystalle  nicht  erkennen,  ob 
diese  Abweichung  zu  der  Stelle,  mit  welcher  der  Krystall  ur- 
sprünglich  angewachsen  gewesen  ist,    in  Beziehung  steht. 


*)  Ahh.  der  K.  Sachs.  Ges.  der  Wiss.  Bd.  XVIII.  S.  238, 
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Welche  Polarität  auf  den  am  oberen  und  unteren  Ende  vor- 
handenen Durchgangsflächen  auftritt,  hängt  von  ihrer  Lage 
zum  ganzen  Krystaüe  ab.  Liegt  ein  solcher  Durchgang  nahe 
am  natürlichen  Ende,  so  ist  er  noch  negativ,  wenn  auch 
schwächer  als  die  ausgebildete  Endfläche  Ofl;  je  weiter  er  sich 
von  diesem  Ende  entfernt,  um  so  mehr  nimmt  die  negative 
Spannung  ab,  und  geht  bei  einem  gewissen  Abstände  in  die 
positive  über. 

Dioptas.  Nimmt  man  das  Rhomboeder,  nach  welchem  der 
Dioplas  vollkommen  spaltbar  ist,  als  Grundrhomboeder  R ,  so 
werden  die  Kryslalle  desselben  gewöhnlich  von  den  Flächen 
oo  P2  und  —  2/f  begrenzt.  Zu  ihnen  treten  bisweilen  noch 
Flächen  eines  Rhomboeders  dritter  Ordnung  hinzu,  so  dass  die 
Krystalle  der  rhomboedrisch- tetartoedrischen  Abtheilung  des 
hexagonalen  Systems  angehören.  Die  Feststellung  des  thermo- 
elektrischen  Verhaltens  des  Dioptases  wird  durch  den  Mangel 
an  ringsum  vollkommen  ausgebildeten  Krystallen  erschwert. 
Die  von  mir  untersuchten  bestanden  raeist  aus  mehreren,  nicht 
in  paralleler  Stellung  verwachsenen  grösseren  oder  kleineren 
Individuen.  Aus  der  Gesammtheit  aller  Beobachtungen  ergibt 
sich  jedoch,  dass  die  Enden  der  llaupta.ve  und  die  umliegenden 
Rhomboederflächen  negativ,  die  Prismenflächen  dagegen  positiv 
sind,  wobei  indess,  ebenso  wie  beim  Penn  in,  der  Fall  eintritt, 
dass  einzelne  Prismenflächen  negativ  erscheinen.  In  welcher 
Beziehung  diese  letzteren  Flächen  zu  der  ursprünglichen  An- 
wachsungsstelle  stehen ,  Hess  sich  bei  der  gegenwärtig  vor- 
liegenden Begrenzung  nicht  ermitteln.  Eine  Bruchfläche  am 
Finde  der  Hauptaxe,  die  nicht  allzu  nahe  dem  natürlichen  Ende 
gelegen  hat,  nimmt  stets  positive  Spannung  an. 

4.  Rhombisches  System. 

Strontianü,  Witherit  und  Cerussü  (Weissbleierz).  Die  Kry- 
stalle der  drei  genannten  Mineralien  sind  mit  denen  des  Ara- 
gonits  isomorph,  jedoch  stimmt  in  Betreff  der  Zwillingsbildung 
der  Strontianit  mit  dem  Aragonit  viel  mehr  überein ,  als  der 
Witherit  und  Cerussit. 

Die  Krystalle  des  Strontianits  gleichen  im  Allgemeinen  den 
böhmischen  Aragoniten,  stellen  also  prismatische  von  oo  P  und 
00P00  gebildete,  am  oberen  Ende  Flächen  von  P  und  Poo  tra- 
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gende  Säulen  dar,  die  aber  vielfach  Zwillingslamellen  (wobei 
oo  P  die  Zwillingsflache)  einschliessen.  Beim  Erkalten  treten 
an  den  Enden  der  Hauptaxo  und  der  Brachydiagonale  die 
positiven,  an  den  Enden  der  Makrodiagonale  (also  auf  den 
Flächen  00P00)  die  negativen  Pole  auf.  Mit  diesen  böhmischen 
Aragoniten  stimmen  nun  sowohl  in  der  Gestalt  als  auch  in  der 
elektrischen  Vertheilung  die  Strontianitkrystalle  von  Drenstein- 
furt überein. 

Während  bei  dem  Aragonite  und  Strontianite  prismatische 
Formen  vorherrschen,  bilden  die  Witherite  und  Cerussite  (von 
Wolfach  in  Baden)  scheinbare  sechsseitige  Pyramiden ,  welche 
man  früher  als  von  den  Flächen  P  und  2Poo  gebildet  annahm. 
Senarmont  hat  jedoch  durch  optische  Untersuchung  gezeigt, 
dass  die  sechsseitige  Pyramide  des  Witherits  als  ein  Sechsling*; 
aufzufassen  ist,  so  dass  sämmtliche  Pyramidenflächen  von  den 
Flächen  oo^oo  gebildet  werden.  Wären  die  scheinbaren  Pyra- 
miden eine  Combination  von  P  und  2Poo,  so  müssten  an  dem 
Ende  der  Brachydiagonale  positive ,  und  nur  auf  den  an  den 
Enden  der  Makrodiagonale  gelegenen  Kanten  negative  Polarität 
auftreten.  Die  Beobachtung  ergibt  aber  nur  die  Enden  der 
Hauptaxe  und  die  anliegenden  Flächenstücke  positiv,  dagegen 
sämmtliche  Randkanten  nebst  ihren  Umgebungen  negativ,  was 
in  voller  Uebereinstimmung  mit  der  von  Senarmont  aufgestellten 
Zusammensetzung  ist. 

Bei  dem  Cerussit  ist  es  mir  nur  gelungen,  auf  den  Kry- 
stallen  von  Wolfach  nicht  unbeträchtliche  elektrische  Spannung 
wahrzunehmen.  Diese  den  Witheriten  gleichenden  Krystalle 
zeigen  nun  positive  Elektricität  auf  den  Enden  der  Hauptaxe; 
die  Mittelkanten  und  die  anliegenden  Stücke  der  Pyramiden- 
flächen sind  negativ.  Auf  einigen  Eckpunkten  der  Basis  und 
einem  Theile  der  Polkanten  wird  schwache  positive,  auf  anderen 
gar  keine,  oder  schwache  negative  Spannung  gefunden.  Diese 
Vertheilung  ist  nur  erklärlich,  wenn  wir  diesen  Cerussit  ebenso 
wie  den  Witherit  als  einen  Sechsling  auffassen.  In  den  Eck- 
punkten der  Basis  und  in  den  Polkanten  treten  gewissermassen 


*)  In  der  Abhandlung  weise  ich  nach,  dass  ein  grosser  von  mir  unter- 
suchter Witheritkrystall  aus  sieben  Individuen  gebildet  ist,  weil  sonst  der 
auf  einer  Fläche  vorhandene  einspringende  Winkel  mit  einer  kammförmi- 
gen  Naht  nicht  erklärlich  wäre. 
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Durchschnitte  der  zur  Brachydiagonale  gehörigen  Flächen  an 
die  Oberfläche,  und  bedingen  daher  an  mehreren  dieser  Stellen 
positive  Polarität. 

5.  Monoklines  System. 

Euklas.  Die  Kryslalle  des  Euklascs  sind  parallel  mit  dem 
klinodiagonalen  Hauptschnitte  vollkommen  spaltbar;  sie  gleichen 
in  dieser  Beziehung  also  dem  Gypse.  Mit  diesem  letzteren 
Minerale  stimmen  sie  nun  auch  in  ihrem  thermoelektrischen 
Verhalten  überein.  An  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  der 
Klinodiagonale  liegen  die  positiven,  an  den  Enden  der  Ortho- 
diagonale  die  negativen  Pole.  Wird  jedoch  ein  Krystall  in  der 
Mitte  parallel  dem  vollkommensten  Durchgange  zersprengt,  so 
zeigen  die  Durchgangsflächen,  ebenso  wie  beim  Gypse,  positive 
Spannung.  Wenn  ein  Ende  der  verticalen  Axe  verbrochen  ist, 
so  erscheint  auf  ihm,  wenn  die  Bruchfläche  nicht  zu  nahe  am 
natürlichen  Ende  liegt,  anstatt  der  positiven  die  negative  Po- 
larität. 

Titanit.  Gegenüber  den  im  Vorhergehenden  behandelten 
Krystallen  sind  die  Titan ite  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  in 
meist  vollständig  ausgebildeten  Exemplaren  vorkommen ,  und 
dass  ausser  einfachen  Krystallen  sich  auch  sehr  häufig  Zwil- 
linge finden,  bei  denen  die  beiden  Individuen  entweder  nur 
aneinander  oder  auch  durcheinander  gewachsen  sind. 

Die  an  einfachen  Krystallen  sehr  gewöhnlich  auftretende 
Combination  besteht  aus  OP,  ooP,  £00  und  |Poo.  Meistens 
sind  diese  Krystalle  nur  dünne  Tafeln,  weil  die  Flächen  ^2  00 
sehr  ausgedehnt,  die  Flächen  00  P  aber  sehr  niedrig  auftreten. 
An  den  Enden  der  Orthodiagonale  finden  sich  öfter  noch  die 
Flächen  $P2  und  4P4;  bisweilen  wachsen  die  Flächen  4P4 
derartig  an  Grösse,  dass  die  Flächen  00  P  fast  verschwinden, 
und  der  Krystall  dann  ein  schiefliegendes  von  den  Flächen  4£4 
gebildetes  Prisma  darstellt,  auf  dessen  klinodiagonalen  Kanten 
die  Flächen  OP,  ^Poo  und  Poo  liegen. 

Die  elektrische  Vertheilung  auf  diesen  Krystallen  ist,  wenn 
sie  nach  einer  Erhitzung  bis  zu  100°  G.  erkalten,  sehr  regel- 
mässig. An  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  der  Orthodia- 
gonale liegen  die  positiven,  an  den  Enden  der  Klinodiagonale 
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die  negativen  Pole*).  Es  sind  also  die  Flüchen  OP  positiv,  und 
diese  positive  Polarität  breitet  sieh  je  nach  den  Umstanden  mehr 
oder  weniger  auf  die  benachbarten  Theile  der  Flächen  ^£00 
und  £00  aus;  die  übrigen  Theile  der  Flächen  \Poo  und  £00 
zeigen  negative  Polarität.  Sind  die  Krystalle  sehr  dünn  und 
besitzen  infolge  der  grossen  Ausdehnung  von  \-Ppo  eine  rhom- 
bische Form ,  so  tritt  an  den  spitzen  Enden  der  Orthodiagonale 
die  positive  Spannung  nur  schwach  auf,  wird  auch  wohl  durch 
die  auf  den  Flächen  ^£oo  vorhandene  negative  verdeckt. 
Wenn  aber  durch  das  Auftreten  der  Flächen  4*4  an  den  Enden 
der  Orthodiagonale  etwas  längere  Kanten  entstehen,  so  zeigt 
sich  daselbst  starke  positive  Elektricität. 

Ich  habe  in  meinen  Untersuchungen  Uber  das  thermoclek- 
trische  Verhalten  des  Aragoniis  und  des  Orthoklases  gezeigt, 
dass  durch  die  Zwillingsbildung  die  thermoelektrische  Verlhei- 
lung auf  den  Kryslallen  nicht  geändert  wird.  Dies  gilt  auch 
im  Allgemeinen  von  den  Berührungs-  und  Durchwaehsungs- 
zwillingen  des  Tilanits;  nur  in  dem  Falle,  wo  die  beiden  den 
Zwilling  bildenden  Individuen  ungleiche  Dicke  haben,  treten 
bei  den  Berührungszwillingen  eigenthümliche  Störungen  in  der 
normalen  Vertheilung  ein. 

Schon  in  meiner  Habilitationsschrift  (1840)  habe  ich  er- 
wähnt, dass  bei  den  Titanitkrystallen  ebenso  wie  bei  den  Bora- 
citen  in  höheren  Temperaturen  die  Pole  ihre  elektrische  Be- 
schaffenheit umkehren.  Auf  allen  Krystallen,  bei  welchen  durch 
die  Flächen  4*4  an  den  Enden  der  Orthodiagonale  etwas  längere 
Kanten  gebildet  werden,  lässt  sich  die  Umkehrung  in  den  auf 
diesen  Kanten  gelegenen  Polen  stets  beobachten,  und  die  Tem- 
peratur, bei  welcher  dieser  Wechsel  in  der  Polarität  eintritt, 
liegt  nahe  bei  112°  G.  Werden  also  die  bezeichneten  Titanit- 
kryslalle  bis  210°  C.  erhitzt,  so  zeigen  die  Enden  der  Ortho- 
diagonale beim  Beginn  der  Abkühlung  negative  Spannung,  die 
ein  Maximum  erreicht,  wieder  abnimmt,  und  schliesslich  in  die 
positive  übergeht.    Während  die  Umkehrung  in  den  Polen  an 

*)  Bereits  in  meiner  Ilabilitationsdissertation  vom  Jahre  1840  habe 
ich  die  positiven  Pole  an  den  Enden  der  verticalen  Axe  und  die  nega- 
tiven an  den  Enden  der  Klinodiagonale  angegeben.  Die  positiven  Pole 
an  den  Enden  der  Orthodiagonale  konnte  ich  bei  dem  damals  angewand- 
ten Beobachtungsverfahren  nicht  wahrnehmen. 
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den  Enden  der  Orthodiagonale  stets  deutlich  hervortritt,  lassen 
sich  die  entsprechenden  Wechsel  in  den  im  klinodiagonalen 
Hauptschnitte  liegenden  Polen  weniger  gut  beobachten;  oft 
gelingt  dies  nur  an  dem  einen  oder  dem  anderen  Pole,  während 
die  übrigen  beim  Beginne  der  Abkühlung  unelektrisch  erschei- 
nen und  spüler  dann  die  gewöhnliche  Polarität  zeigen. 


Druck  von  Breitkopf  &  Härtel  in  Leipzig. 


BERICHTE 


UBER  DIE 


VERHANDLUNGEN 


DER  KÖNIGLICH  SÄCHSISCHEN 


GESELLSCHAFT  DER  WISSENSCHAFTEN 


ZU  LEIPZIG. 


MATHEMATISCH  -  PHYSISCHE  CLASSE. 


VIERUNDDREISSIGSTER  BAND. 


1882. 


MIT  VIER  HOLZSCHNITTEN. 


LEIPZIG 

BEI  S.  HIRZEL. 


uigm 


ed  by  Google 


INHALT 


Seite 


0.  Scblömilch,  Über  Reihenentwickelungen  für  gewisse  hyper- 
elliptische Integrale   1 

0.  Staude,  Über  die  Construction  des  Ellipsoides  mittels  eines 
geschlossenen  Fadens;  vorgelegt  von  W.  Scheibner.  (Mit 
4  Holzschnitten   5 

W.  Knop,  Methode  zur  quantitativen  Trennung  des  Kalis  und 
Natrons  21 

W.  Knop,  Zur  Analyse  der  Silicate  33 

F.  Engel,  Über  lineare  partielle  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung;  vorgelegt  von  A.  Mayer  39 

M.  W.  Drobisch,  Bericht  Uber  die  bei  der  diesjährigen  Revision 
der  Leipziger  Universitäts-Wittwen-  und  Waisencasse  ange- 
wandten Rechnungsniethoden  51 

R  Leuckart,  Über  die  Lebensgeschichte  der  sogenannten 
Auguillula  stercoralis  uud  deren  Beziehungen  zu  der  sog. 
Ang.  intestinalis  S5 


Protector  der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft 

der  Wissenschaften 

SEINE  MAJESTÄT  DER  KÖNIG. 


Ehrenmitglied. 

Seine  Excellenz  der  Staatsminister  des  Cultus  und  öffentlichen 
Unterrichts,  Herr  Carl  Friedrich  von  Gerber. 


Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  philologisch- 
historischen Gasse. 

Herr  Geheimer  Hofrath  Heinrich  Leberecht  Fleischer  in  Leipzig, 

Secretär  der  philol.-histor.  Classe. 

  Friedrich  Zarncke  in  Leipzig,  stellvertretender 

Secretär  der  philol.-histor.  Classe. 

 Georg  Curtius  in  Leipzig. 

-  Professor  Georg  Ebers  in  Leipzig. 

-    Adolf  Ebert  in  Leipzig. 

-    Alfred  Fleckeisen  in  Dresden. 

-    Gustav  Hartenstein  in  Jena. 

-  Hofrath  Max  Heinze  in  Leipzig. 

1884. 


Digitized  by  Google 


Herr  Geheimer  ilofrath  und  Universitats-Oberbibliothekar  Chri 
stoph  Ludolf  Ehrenfried  Krehl  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Ludwig  Lange  in  Leipzig. 

-  Professor  August  Leskien  in  Leipzig. 

-  Professor  Carl  von  Noorden  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Johannes  Adolph  Overbeck  in  Leipzig. 

-      Otto  Ribbeck  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Rath  Wilhelm  Roscher  in  Leipzig. 

-  Professor  Anton  Springer  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Johann  Ernst  Otto  Stobbe  in  Leipzig. 

-  Professor  Georg  Voigt  in  Leipzig. 

-    Moritz  Voigt  in  Leipzig. 


Ordentliche  auswärtige  Mitglieder  der  philologisch- 
historischen  Classe. 

Herr  Professor  Conrad  Bursian  in  München. 

-    Johann  Gustav  Droysen  in  Berlin. 

-    Hermann  Alfred  von  Gutschmid  in  Tübingen. 

-    Theodor  Mommsen  in  Berlin. 

-  Geheimer  Regierungsrath  Hermann  Sauppe  in  Göttingen. 

-  Kirchenrath  Eberhard  Schräder  in  Berlin. 

-  Professor  Gustav  Seyffarth  in  New- York. 


Ordentliche  einheimische  Mitglieder  der  mathematisch- 
physischen  Classe. 

Herr  Geheimer  Hofrath   Wilhelm  Gottlieb  Hankel  in  Leipzig, 
Secretar  der  mathem.-phys.  Classe. 

-  Professor  Wilhelm  Scheibner  in  Leipzig,  stellvertretender 

SecretHr  der  mathem.-phys.  Classe. 

-  Professor  Christian  Wilhelm  Braune  in  Leipzig. 


Herr  Oberbergrath  Hermann  Credner  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Rath  Moritz  Wilhelm  Drobisch  in  Leipzig. 

-  Professor  Gustav  Theodor  Fechner  in  Leipzig. 

-    Wilhelm  His  in  Leipzig. 

-    Felix  Klein  in  Leipzig. 

-    Johann  August  Ludwig  Wilhelm  Knop  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Hermann  Kolbe  in  Leipzig. 

-      Rudolph  Leuckart  in  Leipzig. 

 Carl  Friedrich  Wilhelm  Ludwig  in  Leipzig. 

-  Professor  Adolph  Mayer  in  Leipzig. 
_    Carl  Neumann  in  Leipzig. 

-  Hofrath  August  Schenk  in  Leipzig. 

-  Geheimer  Hofrath  Oskar  Schlbmilch  in  Dresden. 

-  Hofrath  Gustav  Wiedemann  in  Leipzig. 

-  Professor  Wilhelm  Wundt  in  Leipzig. 

-  Professor  Ferdinand  Zirkel  in  Leipzig. 


Ordentliche  auswärtige  Mitglieder  der  mathematisch 

physischen  Glasse. 

Herr  Professor  Heinrich  Richard  Baltzer  in  Giessen. 

-  Geheimer  Hofrath  Carl  Gegenbaur  in  Heidelberg. 

-  Professor  Adalbert  Krüger  in  Kiel. 

-  Hegierungsrath  Samuel  Friedrich  Nathanael  c.  Stein 

Prag. 

-  Geheimer  Hofrath  Wilhelm  Weber  in  Göttingen. 


Verzeichniss 


der  bei  der  Königl.  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften im  Jahre  1882  eingegangenen  Schriften. 


Von  gelehrten  Gesellschaften ,  Universitäten  und  öffentlichen 
Behörden  herausgegebene  und  periodische  Schriften. 

Abhandlungen  der  Kfd.  Akademie  d.  Wissensch,  zu  Berlin.  Aus  d.  J.  1880. 
1881.  Berlin  1881.  82. 

Monatsberichte  der  Kgl.  Preuss.  Akad.  d.  Wissensch,  zu  Berlin.  1881, 
Nov.  Dec.  Sitzungsberichte  1882,  No.  1—38. 

Politische  Correspondenz  Friedrichs  d.Gr.  Bd.  7.  8.  Berlin  1881.  82. 

Denkschriften  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Malhem.-naturwiss.  Cl. 
Bd.  43.  44.  Wien  1882. 

Denkschriften  der  Kaiserl.  Akad.  d.  Wissensch.  Philos.-histor.  Cl.  Bd.  32. 
Wien  1882. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.Wissensch.  Philos.-histor.  Cl.  Bd.  98 
(4881),  Heft  3.    Bd.  99  (1881;  ,  HeRl.  2.  Wien  1881.  82. 

Sitzungsberichte  der  Kaiserl.  Akad.  d.Wiss.  Mathein. -naturwiss.  Cl.  Bd.  83 
1881),  Abth.  I,  Heft  5.  Abth.  Ii,  Heft  5.  Abth.  III,  Heft  3—5.  Bd.  84 
1881  ,  Abth.  I,  Heft  1—5.  Abth.  II,  Heft  1—5.  Abth.  III.  Heft  1—5. 
Bd.  85  (1882;,  Abth.  II,  Heft  1.  2.  Wien  1881.  82. 

Anzeiger  der  Kaiserl.  Akad.  d.Wissensch.  in  Wien.  Math.- phys.  Cl.  Jahrg. 
1881,  No.  26—28.  Jahrg.  1882,  No.  1—22. 

Archiv  für  Österreich.  Geschichte.  Herausg.  v.  der  zur  Pflege  Vaterland. 
Geschichte  aufgestellten  Commission  der  Kaiserl.  Akad.  d.Wissensch. 
Bd.  62,  1.  Hälfte.  Bd.  63,  1.  u.  2.  Hälfte.  Wien  1881.  32. 

Verhandlungen  der  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrgang  1881, 
No.  16-18.  Jahrg.  1882,  No.  1—11. 

Jahrbuch  d.  k.  k.  geologischen  Reichsanstalt.  Jahrg.  1881,  Bd.  31,  No.  4. 
Jahrg.  1882,  Bd.  32,  No.  1—3.  Wien  1881.  82. 

Abhandlungend.  k.k.  geologischen  Reichsanstalt.  Bd.  7,  H.6.  Bd.  10.  Bd.  12, 
H.  3.  Wien  1882. 

Mittheilungen  der  k.  k.  geographischen  Gesellschaft  in  Wien.  1881.  Bd.  24 
[N.  F.  Bd.  14).  Wien  1881. 

Verhandlungen  der  k.  k.  zoologisch- botanischen  Gesellschaft  in  Wien. 
Jahrg.  1881.  Bd.  31.  Wien  1882. 


  v  .  

Abhandlungen  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften.  6.  Folge. 
Bd.  10,  vom  J.  1879  und  1880.  Prag  1884. 

Jahresbericht  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften,  ausge- 
geben am  10.  Mai  1879.  3.  Juni  1880.  Prag  d.  J. 

Sitzungsberichte  der  k.  böhmischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  in 
Prag.  Jahrg.  1880.  Prag  1881. 

Astronomische,  magnetische  und  meteorologische  Beobachtungen  an  der 
k.  k.  Sternwarte  zu  Prag  im  J.  1881.  Jahrg.  42.  Hrsg.  von  C.  Horn- 
stein.  Prag  1882. 

Personalstand  der  k.  k.  Deutschen  Kati-Ferdinands-Universitüt  zu  Prag  zu 
Anfang  d.  Studienj.  1882/83.  —  Ordnung  der  Vorlesungen  im  Win- 
tersem. 1882/83. 

Neunzehnter  Jahresbericht  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in 
Böhmen.  Für  das  Vereinsjahr  1880—81.  Prag  1881. 

Mittheilungen  des  Vereins  für  Geschichte  der  Deutschen  in  Böhmen. 
Jahrg.  20,  No.  1—4.  Prag  1881.  82. 

Simon  Hüttel's  Chronik  der  Stadt  Trautenau  (1481—1601).  Bearbeitet 
von  L.  Sch lesin ger.  im  Auftrage  des  Vereins  für  Geschichte  der 
Deutschen  in  Böhmen.   Prag  1881. 

Lotos.  Jahrbuch  für  Naturwissenschaft.  Im  Auftrag  des  Vereines  »Lotos« 
hrsg.  von  Ph.  Knoll.  N.  F.  Bd.  2  (der  ganzen  Reihe  30.  Bd.). 
Prag  1882. 

Beiträge  zur  Kunde  steiermärkischer  Geschichtsquellen.  Hrsg.  von  dem 
historischen  Vereine  für  Steiermark.   Jahrg.  18.  Graz  1882. 

Mittheilungen  des  histor.  Vereines  für  Steiermark.  H.  30.  Graz  1882. 

Viestnik  Hrvatskoga  arkeologickago  Drusstva.  Godina  4,  Br.  1—4.  U  Za- 
grebu  1882. 

Personalstand  u.  Ordnung  d.  öfTentl.  Vorlesungen  an  der  k.  k.  Franz-Josefs- 
Universität  zu  Czernowitz  im  Sommer-Sem.  1882,  WTinter-Sem. 
1882/83. 

Erdölyi  Muzeum.  Az  Erd.  Muzeum  egylet  tört.  szakosztafyänak  közlönye. 
Szerkesti  FinälyHenr.  IX.  £vfolyam  (18821,  sz*.  1— 8.  Kolozs- 
värt  tl.  J. 

Abhandlungen  der  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch.  Bd.  16 
(in  d.  Reihe  d.  Denkschr.  d.  LVII.*Bd.),  Abth.  1.  München  1881. 

Abhandlungen  der  philosoph.-philolog.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wis- 
sensch. Bd.  16  (in  d.  Reihe  d.  Denkschriften  d.  LV.  Bd.;,  Abth.  2. 
München  1882. 

Bauer,  Gust.,  Gedächtnissrede  auf  Otto  Hesse,  gehalten  in  der  öffentl. 
Sitzung  der  k.  bayer.  Akad.  d.  Wissensch,  zur  Feier  ihres  123.  Stif- 
tungstages am  28.  März  1882.  München  1882. 

Sitzungsberichte  der  malhem.-physikal.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.d.Wiss. 
zu  München.  Jahrg.  1882,  H.  1 — 4.  München  1882. 

Silzungsberichte  der  philos.-philol.  u.  histor.  Cl.  der  k.  bayer.  Akad.  d. 
Wissensch,  zu  München.  Jahrg.  1881,  Bd.  2,  H.3— 5.  Jahrg.  1882, 
Bd.  1,  H.  1—3.  Bd.  2.  H.  1.  München  1881.  82. 

Dreiundzwanzigste  Plenarversammlung  der  histor.  Commission  bei  der  k. 
bayer.  Akad.  d. Wissensch.  Bericht  des  Secretariats.  München  1882. 

Catalogus  codicum  manuscr.  Bibliothecae  Regiae  Monacensis.  T.  IV,  P.  4 
(Catalogus  codicum  lat.,  T.  II,  P.  4).   Monachii  1881. 


Digitized  by  Google 


Meteorologische  und  magnetische  Beobachtungen  der  k.  Sternwarte  bei 
München.  Jahrg.  1881.  München  1882. 

Abhandlungen  der  König).  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen. 
Bd.  27,  aus  d.  J.  1881.  Bd.  28,  aus  d.  J.  1881.  Göttingen  1881.  82. 

Nachrichten  von  der  Königl.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  und  der 
Georg-Augusts-Universität  aus  d.  J.  1881.  Göttingen  1881. 

Jahresbericht  des  Vereins  für  Naturwissenschaften  zu  Braunschweig  f.  d. 
Geschäftsjahr  1880—81.    Altenburg  1881. 

Neues  Lausitzisches  Magazin.  Im  Auftrag  d.  Oberlausitz.  Gesellsch.  d. 
Wissensch,  herausgeg.  von  Prof.  Dr.  Schön  walder.  Bd.  57,  H.  2. 
Görlitz  1882. 

Zeitschrift  des  k.  sächsischen  statistischen  Bureaus.  Redig.  v.V.  Böhmert. 
Jahrg.  27  ;1881;,  H.  1—4.  Dresden  1882. 

Publikationen  der  K.  Universitäts-Sternwarte  zu  Leipzig.  Heft  1 .  Redig. 
v.  C.  Brunns.  Hrsg.  v.  H.  Bruns.  Leipzig  1882. 

Vierteljahrsschrift  der  astronom.  Gesellschaft.  Jahrg.  16,  H.  4.  Jahrg.  17, 
H.  1—4.  Leipzig  1881.  82. 

Sitzungsberichte  der  Naturforschenden  Gesellschaft  zu  Leipzig.  Jahrg.  VIII 
(1881;.  Leipzig  1882. 

Codex  diplomaticus  Saxoniae  Regiae.  Im  Auftrag  der  kgl.  Sachs.  Staats- 
regierung herausg  von  0.  Posse  und  H.  Ermisch.  I.  Haupt- 
theil,  Bd.  1  (Urkunden  der  Markgrafen  von  Meissen  und  Landgrafen 
von  Thüringen  948 — 1099.   Hsg.  von  0.  Posse).   Leipzig  1882. 

Kgl.  Sächsisches  Polytechnikum  zu  Dresden.  Ergänzung  zum  Programm  f.d. 
Studienjahr,  bezieh. Wintersemester  1881/82,  enthalt.  d.Verzeichniss 
d.  Vorlesungen  f.  d.  Sommersem.  1882. —  Programm  f.  d.  Studien- 
jahr, bezieh.  Wintersemester  1882/83. 

Jahresbericht  der  Gesellschaft  für  Natur-  u.  Heilkunde  in  Dresden.  Sitzungs- 
periode 1881  -82.   Dresden  1882. 

Sitzungsberichte  und  Abhandlungen  der  naturwissenschaftl.  Gesellschaft 
Isis  in  Dresden.  Herausg.  v.  C.  Bley.  Jahrg.  1 881 ,  Juli— Dec.  Jahrg. 
1882,  Jan.— Juni.  Dresden  1882. 

Jahresbericht  der  Fürsten-  u.  Landesschule  Meissen  vom  Juli  1881  —  Juli 
1882.  Meissen  1882. 

Bericht  über  die  im  Jahr  1881  den  Herzogl.  Sammlungen  des  Schlosses 
Friedenstein  zugegangenen  Geschenke.  Gotha  1882. 

Pertsch  ,  Wilh.,  Die  arabischen  Handschriften  der  Herzogl.  Bibliothek  zu 
Gotha.  Auf  Befehl  S.  H.  des  Herzogs  Ernst  II.  von  Sachsen-Coburg- 
Gotha  verzeichnet.   Bd.  4,  H.  1.  Gotha  1882. 

Denkschrift  betreffend  die  Thätigkeit  der  Kaiserl.  Normal-Aichungs-Com- 
mission  von  ihrer  Einsetzung  im  J.  1869  bis  zum  Frühjahr  1882. 
Berlin  1882. 

Die  Fortschritte  der  Physik  im  J.  1877.  Dargestellt  von  der  physikal. 
Gesellsch.  in  Berlin.  Jahrg.  33,  Abth.  1—3.  Berlin  1881.  82. 

Berichte  der  deutschen  chemischen  Gesellschaft  zu  Berlin.  Jahrg.  XIV, 
No.  19.  20.  Jahrg.  XV,  No.  1-17.  Berlin  1881.  82. 

Dörpfeld,  W.,  F.  Gräber,  R.  Borrmann,  K.  Siebold,  Über  die 
Verwendung  von  Terrakotten  am  Geison  und  Dache  griechischer 
Bauwerke.  41.  Programm  zum  Winckelmannsfeste  der  Archaeo- 
logischen  Gesellschaft  zu  Berlin.   Berlin  1881. 


VII 


Mi  Ichhöfe r,  Die  Befreiung  des  Prometheus,  ein  Fund  aus  Pergamon. 
42.  Programm  zum  Winckelmannsfeste  der  Archaeologischen  Ge- 
sellschaft zu  Berlin.   Berlin  4  882. 

Neunundfünfzigster  Jahresbericht  der  Schlesischen  Gesellschaft  für  vater- 
ländische Cultur.  Enthält  den  Generalbericht  über  die  Arbeiten  und 
Veränderungen  der  Gesellschaft  im  J.  4884.  Breslau  4882. 

Nova  Acta  Academiae  Carolinae  Leopoldinae  Caesareae  German,  naturae 
curiosorum.  T.  42.  48.  Halis  4  884.  82. 

Leopoldina.  Amtliches  Organ  der  kais.-Ieopoldinisch-carolinisch-deutschen 
Akademie  der  Naturforscher.  Heft  XVII,  No.  23.24.  Heft  XVIII, 
No.  4—22.  Halle  4882. 

Ergebnisse  der  Beobachtungsstationen  an  den  deutschen  Küsten  über  die 
physikalischen  Eigenschaften  der  Ostsee  u.  Nordsee  u.  die  Fischerei. 
Jahrg.  4884,  Heft  8— 4  2.   Berlin  4  882. 

Vierter  Bericht  der  Commission  zur  wissenschaftlichen  Untersuchung  der 
deutschen  Meere  in  Kiel,  für  die  Jahre  4  877—84  .  Jahrg.  VII— XI, 
Abth.  4.  Berlin  4  882. 

Schriften  der  physikal. -ökonomischen  Gesellschaft  zu  Königsberg.  Jahrg. 
24  (4  880),  Abth.  2.  Jahrg.  22  4  884),  Abth.  4.  2.  Königsberg  4 884 .  82. 

Verhandlungen  des  Vereins  für  naturwissenschaftliche  Unterhaltung  zu 
Hamburg.    4877.  Bd.  4.  Hamburg  4879. 

Jahresbericht  des  physikal.  Vereins  zu  Frankfurt  a.  M.  für  das  Rechnungs- 
jahr 4880—4884.  Frankfurt  a.  11.  4882. 

Jahrbücher  des  Nassauischen  Vereins  für  Naturkunde.  Jahrg.  33.  34. 
Wiesbaden  4  880.  84  . 

Jahrbücher  des  Vereins  von  Alterthumsfreunden  im  Rheinlande.  H.70 — 72. 
Bonn  1884.  82. 

Sitzungsberichte  der  physikal. -medicinischen  Societät  in  Erlangen.  Heft  4  3 
(Nov.  4880  —  Aug.  4  884  ).  Erlangen  4884. 

Anzeiger  für  Kunde  der  deutschen  Vorzeit.  Organ  des  Germanischen  Mu- 
seums. N.  F.  Jahrg.  28.  Nürnberg  4  884.  —  27.  Jahresbericht  des 
Germanischen  Nationalmuseums. 

Alma  Julia.  Illustrirte  Chronik  ihrer  dritten  Säcularfeier.  Hrsg.  vom 
Akademischen  Comilö  für  Presse  u.  Drucksachen.  Red.  von  Dr. 
A.  Schaff  er.  Würzburg  4  882  (mit  einem  Exemplar  der  zur  3.  Sä- 
cularfeier geprägten  Medaille). 

Wegele,  Franz  X.  v.,  Geschichte  der  Universität  Wirzburg.  Im  Auf- 
trage des  K.  Akademischen  Senates  verfasst.  Th.  1.2.  Wiizburg4  882. 

Sitzungsberichte  der  physikal.-mediein.  Gesellschaft  in  Würzburg.  Jahrg. 
1884  .   Würzburg  d.  J. 

Verhandlungen  der  physikal.-mediein.  Gesellschaft  in  Würzburg.  N.  F. 
Bd.  XVI.  Würzburg  4  884. 

37—39.  Jahresbericht  der  Pollichia,  eines  naturwissenschaftl.  Vereins  der 
Rheinpfalz.   Dürkheim  a.  d.  Haardt  4  884. 

Mehlis,  C,  Der  Grabfund  aus  der  Steinzeit  von  Kirchheim  a.  d.  Eck 
in  der  Rbeinpfalz.  Beigabe  zum  40.  Jahresbericht  der  Pollichia. 
Dürkheim  u.  Kaiserslautern  4  884  . 

Württembergische  Vierteljahrshefte  für  Landesgeschichte.  Herausg.  von 
d.  Kgl.  Statist. -topogr.  Bureau.  Jahrg.  4  4  881  ,  H.  4 — 4.  Stuttgart 
1884  . 


Digitized  by  Google 


  VIII   

Verhandlungen  des  naturhistor. -medicin.  Vereins  zu  Heidelberg.    X.  F. 
Bd.  3,  H.  I.    Heidelberg  188«. 

Verhandlungen  der  Schweizerischen  naturforschenden  Gesellschaft  in 
Aarau  d.  7 — 10.  Aug.  1881  (64.  Jahresversammlung;.  Jahresbericht 
1880  81.  Aarau  1881. 

Archives  des  sciences  physiques  et  naturelles,  Sept.  1881  :  Compte-rendu 
des  travaux  presentes  ä  la  64  Session  de  la  Sociele  Helv^tique  des 
sciences  naturelles  reunie  ä  Aarau  les  8 —  10.  aoüt  1881 .  GeneAe1S81. 

Neue  Denkschriften  der  allgemeinen  Schweiz.  Gesellschaft  f.  die  gesamm- 
ten  Naturwissenschaften.  Bd.  28,  Abth.  2.  Basel  1882. 

Beiträge  zur  vaterländischen  Geschichte.  Herausg.  von  der  Historischen 
und  Antiquarischen  Gesellschaft  in  Basel.  N.  F.  Bd.  1  der  ganzen 
Reihe  11.  Bd.;  .  Basel  1882. 

Verhandlungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Basel.  Th.  7,  H.  1. 
Basel  1882. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern  aus  d.  J.  1881, 
H.  2.  (No.  1018—29).  Bern  1882. 

Jahresbericht  d.  naturforschenden  Gesellschaft  Graubündens.  Jahrg.  25. 
Vereinsjahr  1880  81.  Chur  1882. 

Memoires  de  la  Societe  de  physique  et  dhistoire  naturelle  de  Geneve. 
T.  XXVII,  P.  2.  Geneve  1881. 

Verhandelingen  d.  Kon.  Akad.  v.  Wetenschappen.  Afdeel.  Natuurkunde. 
Deel  XXI.  Amsterdam  1881. 

Verslagen  en  Mededeelingen  der  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  Afdeel.  Letter- 
kunde. II.  Recks,  Deel  10.  Amsterdam  1881.  —  Afdeel.  Natuur- 
kunde. II.  Reeks,  Deel  16.  Amsterdam  1881. 

Jaarboek  van  de  Kon.  Akad.  v.  Wetensch.  gevestigd  te  Amsterdam,  voor 

1880.  Amsterdam  1880. 

Processen-verbaal  van  de  gewonc  Vergaderingen  d.  Kon.  Akad.  v.  We- 
tensch. te  Amsterdam.  Afdeel.  Natuurkunde.  Mei  1880  —April  1881. 

Programma  ccrtaminis  poetici  ab  Academia  Regia  disciplinarum  Neerlan- 
dica  ex  legato  Hoeufftiano  indicti  in  annum  1883. 

Leeuwen,  Joh.  van,  Ad  Bacchum.  Elegia  praemio  ornala  in  certamine 
poetico  Hoeufftiano.  Sequunlur  duo  carmina  laudata.  Amstelod.  1881. 

Catalogus  van  de  Boekerij  d.  Kon.  Akad.  v.  W'etensch.  Deel  3,  St,  1. 
Amsterd.  1881. 

Publications  de  la  Commission  geodesiquc  Neerlandaise.  I.  Ou dem  ans, 
J.  A.  C,  Determination,  ä  Utrecht,  de  lazimut  d'Amersfoort.  La 
Haye  1881. 

Nederlandsch  kruidkundig  Archief.  Verslagen  en  Mededeelingen  der 
Nederlandsche  botanische  Vereeniging.  Ser.  II,  Deel  3,  St.  4. 
Nijmegen  1882. 

Aantcckcningen  van  het  verhandelde  in  de  sectie-vergaderingen  van  het 
Provinc.  Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.,  ter  gelegen- 
heid  van  de  algem.  vergadering  gehouden  d.  29.  Juni  1880.  d. 
21.  Juni  1881.  Utrecht  d.  J. 

Verslag  van  het  verhandelde  in  de  algem.  vergaderingen  van  het  Provinc. 
Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.,  gehouden  d.  21.  Juni 

1881.  Utrecht  1881. 

Questions  mises  au  concours  par  la  Societe  des  arts  et  des  sciences 
etablie  a  Utrecht,  1882. 
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Leeuwen,  J.  van,  Commentatio  de  Ajacis  Sophoclei  authentia  et  inte- 
gritate.  Edid.  Soc.  artium  disciplinarumque  Rheno-Trajeetina. 
Traj.  ad  Rh.  1881. 

Gebhard,  J.  F.,  Het  leven  van  Mr.  Nie.  Corn.  Witsen.  Deel  I.  II.  m. 
Geslachtlijst.  Prijsverhandeling  uitgeg.  door  het  Provinc.  Utrechtsche 
Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.  Utrecht  1881.  82. 

Van  der  Horn  van  den  Bos,  H.  P.  M.,  De  nederlandsche  Scheikun- 
digen  van  het  laatst  der  vorige  eeuw.  Prijsvrag  uitgeschreven 
door  het  Provinc.  Utrechtsche  Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.,  en 
met  eervolle  vermelding  bekroond.  Utrecht  1881. 

Riemsdijk,  Th.  H.  F.,  Geschiedenis  van  de  kerspelkerk  van  St.  Jacob 

te  Utrecht.   Uitgeg.  met  ondersteuning  van  het  Provinc.  Utrechtsch 

Genootsch.  v.  kunsten  en  wet.   Leiden  1882. 
Nederlandsch  meteorologisch  Jaarboek  voor  1876  (Jaarg.  XXVIII),  Deel  2. 

1878  (Jaarg.  XXX),  Deel  1.  1879  (Jaarg.  XXXI),  Deel  1.  1880  (Jaarg. 

XXXII),  Deel  1.  1881  (Jaarg.  XXXIII).  Utrecht  1879—82. 

Onderzoekingen  gedaan  in  het  Physiol.  Laboratorium  d.  Utrechtsche 
Hoogeschool.  Uitg.  door  F.  C.  Donders  en  Th.  W.  Engel- 
mann. 3.  Reeks.  VII,  Afl.  1.2.   Utrecht  1882. 

Archives  neerlandaises  des  sciences  exaetes  et  naturelles,  publiees  par 
la  Sociöte"  Hollandaise  des  sciences  ä  Harlem.  T.  16,  Livr.  3 — 5. 
T.  17,  Livr.  4.  2.   Harlem  1881.  82.  * 

Programma  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  wetensch.  te  Haarlem 
voor  het  jaar  1881.  —  Naamlijst  van  directeuren  en  leden  van  de 
Holl.  Maatsch.  d.  wetensch.  te  Haarlem,  21.  mei  1881. 

Natuurkundige  Verhandelingen  van  de  Hollandsche  Maatschappij  der  we- 
tensch. te  Haarlem.  III.  Verzameling.  Deel  4,  St.  2.  Haarlem  1881. 
Archives  du  Musee  Teyler.  S6r.  II,  P.  2.  Harlem  1881. 

Van  der  Ven,  E.,   Origine  et  but  de  la  Fondation  Teyler  et  de  son 

cabinet  de  physique,  ä  foccasion  de  l'exposition  internationale 

d'61ectricite.  Harlem  (1881). 
Verhandelingen  rakende  den  natuurlijken  en  geopenbarden  godsdienst, 

uitgeg.   door  Teylers  Godgeleerd  Genootschap.   N.  Ser.  Deel  10, 

St.  1.  2.  Haarlem  1882. 

Handelingen  en  Mededeelingen  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden  over  het  jaar  1881.  Leiden  1881. 

Levensberigten  der  afgestorvene  medeleden  van  de  Maatschappij  der  Ne- 
derlandsche Letterkunde  te  Leiden.  Bijlage  tot  de  Handelingen 
van  1881.  Leiden  1881. 

Alphabetische  Lijst  der  leden  van  de  Maatschappij  der  Nederlandsche 
Letterkunde  te  Leiden,  opgemaakt  in  November  1881. 

Annales  de  la  SocieHö  entomologique  de  Belgique.  T.  25.  Bruxelles  1884. 

Extrait  des  Comptes-rendus  de  la  Societe"  entomologique  de  Belgique. 
Scance  du  6.  nov.,  4.  dec.  1880;  8.  janv.,  5.  fövr.,  5.  mars,  7.  mai 
1881. 

Bullettino  deir  Instituto  di  corrispondenza  archeologica  per  l'anno  1881, 
No.  12  (und  Elenco  de'  partieipanti  alla  fine  dell' anno  1881).  1882, 
No.  1—10.   Roma  1882. 

Atti  della  R.  Accademia  de'  Lincei.  Anno  CCLXXVIII  (1880—81).  Ser.  III. 
Memoric  della  classe  di  scienze  fisiche,  matem.  e  naturali,  Vol.  9.  10. 
Roma  1881.  Memorie  della  classe  di  scienze  morali,  storiche  e  filo- 
logiche,  Vol.  7.  9.  Roma  1881.  —  Transunti.  Ser.  III.  Vol.  6,  Fase. 
3—14.  Roma  1881.  82. 
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Memorie  del  R.  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Classe  di  lettere 
e  scienze  morali  e  politiche.  Vol.  4  4  Ser.  III,  Vol.  5),  Fase.  2. 
Milano  4881. 

Reale  Istituto  Lombardo  di  scienze  e  lettere.  Rendiconti.  Ser.  II.  Vol.  43. 
Milano  4880. 

Atti  della  R.  Accademia  delle  scienze  di  Torino.  Vol.  XVII,  Disp.  4  —  7. 
Torino  4  884.  82. 

Bollettino  meteorologico  ed  astronomico  dell'  Osservatorio  della  Reg.  Ini- 
versitä  di  Torino.  Anno  XVI  (4884),  Parte  meteorologica.  Torino  4882. 

Processi  verbali  della  Societa  Toscana  di  scienze  naturali  residente  in  Pisa. 
Vol.  3.  Adunanza  del  4  3.  Nov.  4  884,  8.  Genn.,  12.  Marzo,  7.  Maggio, 
2.  Luglio  4882. 

Temi  di  premio  proposti  dal  R.  Istituto  Veneto  di  scienze,  lettere  ed  arti 
nella  solenne  adunanza  del  45.  Agosto  4  882. 

Memorie  della  R.  Accademia  di  scienze,  lettere  ed  arti  in  Modena.  T.  20, 
P.  4.  2.  Modena  4  880.  81. 

Philosophical  Transactions  of  the  R.  Society  of  London.  For  the  year  4  884  . 
Vol.  472,  P.  2.  3.  —  For  the  vear  4882.  Vol.  473,  P.  4.  London 
4881.  82. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  London.  Vol.  XXXII,  No.  214.  45. 
Vol.  XXXIII,  No.  24  6— 20.   London  4884.  82. 

Catalogue  of  the  scientific  books  in  the  library  of  the  R.  Society.  Trans- 
actions, Journals,  Observations  and  Reports,  Surveys,  Museums. 
London  1881. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  Vol.  12,  No.  178—483. 
189 — 192.  London  1881.  82. 

Journal  of  the  R.  Microscopical  Society,  containing  its  Transactions  and 
Proceedings.  Ser.  II.  Vol.  2,  P.  4 — 5.  London  4  882. 

Memoirs  of  the  R.  Astronomical  Society.  Vol.  46  (4 880/81).  London  4  884  . 

Catalogue  of  Oriental  coins  in  the  British  Museum.  Vol.  7.  London  4  882. 

Proceedings  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  XI,  No.  4  08  (Session 
4  880—84).   Edinburgh  1884. 

Transactions  of  the  R.  Society  of  Edinburgh.  Vol.  XXX,  P.  1.  For  the 
Session  4  880—81.   Edinburgh  4  881  . 

Proceedings  of  the  R.  Irish  Academy.  Ser.  11.  Vol.  2  Polite  literature 
and  antiquities) ,  No.  3.  Dublin  4  884  .  Vol.  3  Science),  No.  7.  8. 
Dublin  1881.  82. 

The  Transactions  of  the  R.  Irish  Academy.  Vol.  28  Science;,  P.  6—4  0. 
Dublin  4881.  82. 

The  scientific  Proceedings  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  2,  P.  7. 
Vol.  3,  P.  1—4.  Dublin  1880.  84. 

The  scientific  Transactions  of  the  R.  Dublin  Society.  N.  Ser.  Vol.  1. 
No.  13.  14.  Dublin  4880.  84. 

Journal  de  l'Ecole  polytechnique ,  publ.  p.  le  Conseil  d'instruction  de 
cet  eJablissement.  Cah.  49.  T.  30.  Paris  4  884  . 

Bulletin  de  la  SocieMö  mathemalique  de  France.  T.  4 — 9.  4  0,  No.  1 — 6. 
Paris  1873—82. 

Comite  international  des  poids  et  mesures.  Proces  -verbeul  des  seances 
de  4881.   Paris  1882. 

Annales  de  la  Societe  Linnäenne  de  Lyon.  X.  Ser.  T.  28  (4  881).  Paris, 
L\on  4882. 


Memoire«;  de  lAcademie  des  sciences,  belies -lettres  et  arts  de  Lyon. 
Classe  des  lettres,  T.  20.  Classe  des  sciences,  T.  25.  Paris,  Lyon 
1881 — 82. 

Academie  des  sciences,  belles-lettres  et  arts  de  Lyon.  Table  des  matieres 
contenues  dans  les  Mömoires  publiäs  de  1845  ä  1881.  par  Saint- 
Lager.  Lyon  1882. 

Discursos  leidos  ante  la  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas  en 
la  recepcion  publica  de  Fermin  de  Lasala  y  Collado  1882.  Vizconde 
de  Campo-Grande  1882.  Madrid  1882. 

R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas.  Ano  de  1882.  Madrid  d.  J. 

Memorias  premiadas  por  la  R.  Academia  de  ciencias  morales  y  politicas: 
Ferran,  J.  M.  de,  Cartas  a  un  arrepentido  de  la  Internacional. 
I.  Las  buelgas  de  trabajadores,  las  associaciones  de  obreros  y  las 
cajas  de  ahorros.  II.  El  comunismo,  ei  derecbo  al  trabajo ,  la 
libertad  del  trabajo  (Concurso  de  1875).  Madrid  1882.  Ventosa, 
R.,  Las  buelgas  de  trabajadores,  las  associaciones  etc.  Ders., 
El  comunismo,  el  derecho  al  trabajo  etc.  fConcurso  de  1875). 
Madrid  1882.  Mol  ina,  R.,  La  instruccion  primaria  (Conc.  de  1 878). 
Madrid  1881.  Monroy  y  Belmonte,  R.,  La  primera  ensenanza 
obligatoria  y  gratuita  (Conc.  de  1878;.  Madrid  1882. 

Anales  del  Instituto  y  Observatorio  de  marina  de  San  Fernando,  publ. 
por  C.  Pujazon.  Seccion  II.  Observaciones  meteorolögicas.  Ano 
1879.  81.  San  Fernando  1880.  82. 

Oversigt  over  det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Forhandlinger  i 
aaret  1881,  No.  3.  1882,  No.  1.  i. 

Det  Kong.  Danske  Videnskabernes  Selskabs  Skrifter.  Naturvid.  og  mathemat. 
Afd.  6.  Rajkke.  Bd.  I,  No.  5— 8.  II,  No.  3.  Kjebenhavn  1881.  82. 

Regesla  diplomatica  historiae  Danicae.  Cura  Societatis  Reg.  scientiarum 
Danicae.  T.  I.  II,  P.  1.  2.  Havniae  1847—70.  Ser.  II,  T.  I,  P.  1.  2. 
Havniae  1880.  82. 

Kong  Frederik  I.  danske  Registranter,  udg.  ved  Kr.  Erslevog  W.  Mol- 
ler up  af  Sclskabet  for  udgivelse  af  kilder  til  dansk  historie.  Halv- 
bind  1.2.  Kjobenhavn  1878.  79. 

Danske  Kancellirrogistranter  1535 — 50,  udg.  ved  Kr.  Erslevog  W.  Mol- 
lerup  af  Selskabet  for  udgivelse  af  kilder  til  dansk  historie.  Halv- 
bind  1.  2.  Kjebenhavn  1881.  82. 

Kongl.  Vitterhets  Historie  och  Antiquitets  Akademiens  Mänadsblad.  Arg. 
1  1872)— 10(1881).  Stockholm  1872—82. 

Antiquarisk  Tidskrift  för  Sverige,  utg.  of  Kongl.  Vitterhets  Historie  och 
Antiquitets  Akademien  genom  Bror  Emil  Hildebrand.  Delen  1 — 
III,  H.  1—4.  IV,  1—4.  V,  1—3.  VI,  1.  2.  4.  Stockholm  1864—81. 

Hildebrand,  Bror  Emil,  Sveriges  och  Svenska  Konungahuscts  Minnes- 
penningar  Praktmvnt  och  Belöningsmedaljer.  Delen  1.  2.  Stock- 
holm 1874.  75. 

Ders.,  Minnespenningar  öfver  enskilda  Svenska  man  och  quinnor.  Stock- 
holm 1860. 

Ders.,  Svenska  Sigiller  fran  medeltiden.  Haftet  1.  2.  Stockholm  1862.  67. 

Ders.  u.  Hans  Hildebranjd,  Teckningar  ur  Svenska  Statens  historiska 
Museum.  Haftet  1.  2.  Stockholm  1873.  78. 

Entomologisk  Tidskrift,  pä  föranstaltendc  af  Entomologiska  Föreningen 
i  Stockholm  utg.  af  Jac.  Spängberg.  Arg.  II,  Häft.  3.4.  III, 
1—3.  Stockholm  1881.  82. 
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Observation«  meteorologiques  faites  par  lexpedition  de  Ja  Yega  du  Cap 
Nord  ä  Yokohama  par  le  detroit  de  Behring,  röduitcs  p.  H.  Hilde- 
brand Hildebrandsson  (Extrait  des  »Vega-Expeditionens  vetenskapliga 
Iakttagelser«,  Vol.  1).   Stockholm  1882. 

Nova  Acta  Heg.  Societatis  scientiarum  Upsaliensis.  Ser.  III.  Vol.  X,  Fase.  I. 
Fpsaliae  1881. 

Bulletin  mensuel  meteorologique  de  l'Observatoire  de  1* Universite  d'Upsal. 
Vol.  18  (1881).   Upsal  1881.  82. 

Publication  der  Norwegischen  Commission  der  Europäischen  Gradmessung. 
Geodätische  Arbeiten.  Heft  1 — 3.  Christiania  1880.  82. 

Vandstandsobservationer.  l'dgivet  af  den  Norske  Gradmaalingskommission. 
Hefte  1.  Christiania  1882. 

Den  Norske  Nordhavs-Expcdition  1876 — 78.  IV.  4.  Historisk  Beretning, 
2.  Apparaterne  og  deres  brug,  af  C.  Wille.  V.  1.  Mohn,  H., 
Astronomiske  Observationer.  2.  Wille,  C,  Magnetiske  Observa- 
tioner.  3.  Mohn,  H.,  Geografl  og  naturhistorie.  VI.  Zoologi  : 
Danielssen,  D.  C.,  og  Joh.  Koren,  Holothuriodea.  VII. 
Zoologi:  Hansen,  G.  Armauer,  Annelida.   Christiania  1882. 

Mämoires  de  l'Academie  Imperiale  des  sciences  de  St.-  Pötersbourg. 
VII.  Serie.  T.  XXVIII,  No.  8.  9.  T.  XXIX,  No.  1—4.  T.  XXX, 
No.  1—8.  St.-Pötersbourg  1881.  82. 

Bulletin  de  l'Acad.  Imp£r.  des  sciences  de  St.-  Pelersbourg.  T.  XXVII,  No.  4. 
XXVIII,  No.  1.  2.  St.- Pelersbourg  1881.  82. 

Tableau  göntfral  mäthodique  et  alphabtHique  des  matieres  cootenues  dans 
les  publications  de  l'Academie  Impöriale  des  sciences  de  St.-Pe- 
tersbourg. Supplement  I ,  contenant  les  publications  en  langues 
strengeres  depuis  1871  jusqu'  au  1.  nov.  1881.  St.-Petersbourg  1882. 

Compte-rendu  de  la  Commission  Imperiale  Archeologique  pour  1*  ann^e 
1880.  Avec  un  Atlas.  St.-Petersbourg  1882. 

Acta  horti  Petropolitani.  T.  VII,  Fase.  2.  St.- Petersburg  1881. 

Annalen  d.  physikalischen  Centraiobservatoriums,  herausg.  von  H.Wild. 
Jahrg.  1880,  Th.  I.  2.  Jahrg.  1881,  Th.  I.  St.- Petersburg  1881.  82. 

Jahresbericht  am  19.  Mai  1882  dem  Comite  der  Nicolai  -Hauptsternwarte 
abgestaltet  vom  Director  der  Sternwarte.  Aus  d.  Russ.  übersetzt. 
St.- Petersburg  1882. 

Auwers,  Arth.,  Neue  Reduction  der  Bradley'schen  Beobachtungen  aus 
d.  J.  1750 — 62.  Bd.  2,  die  Reduction  der  einzelnen  Beobachtungen 
am  Passagen -Instrument  u.  am  neuen  Quadranten  enthaltend. 
St. -Petersburg  1882. 

Annales  de  l'Observatoire  de  Moscou.  Vol.  VII,  Livr.  1.  2.  Moscou  1882. 

Bulletin  de  la  Societe  Imper.  des  Naturalistes  de  Moscou.  Annee  1881, 
No.  2  —  4.  1882,  No.  1.  Moscou  1881.  82.  —  Table  generale  et 
systematique  des  matieres  contenues  dans  les  premiers  56  volumes 
Jannäes  1829—81;.  dressee  p.  E.  Ballion.   Moscou  1882. 

Nouveaux  Memoires  de  la  Societe  Imp6r.  des  Naturalistes  de  Moscou. 
T.  XIV  (=  T.  XX  de  la  collection),  Livr.  2.  Moscou  1881. 

Observations  de  Poulkova,  p.  p.  0.  Struve.  Vol.  XIII.  Observations 
faites  au  cercle  vertical.  St.-Petersbourg  1881. 

Correspondenzblatt  des  Naturforscher- Vereins  zu  Riga.  Jahrg.  24.  Riga  1881 . 

Öfversigt  af  Finska  Vetenskaps-Societetens  Förhandlingar.  XXIII  (1880—81). 
Helsingfors  1881. 
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Observations  meteorologiques  publ.  p.  la  Societe  des  sciences  de  Finlande. 
Vol.  7  (annee  1879).   Helsingfors  4  882. 

Bidrag  tili  kännedom  af  Finlands  natur  och  folk ,  utg.  af  FinskaVetenskaps- 
Societet.  Häftet  35.  36.   Helsingfors  1881. 

Katalog  öfver  Finska  Vetenskaps-Societetens  Bibliothek.  Är  1881.  Hel- 
singfors 1881. 

Proceedings  of  the  American  Philosophical  Society,  held  at  Philadelphia, 
for  promoting  useful  knowledge.  Vol.  XIX,  No.  109.  Philadelphia 
1882. 

Journal  of  the  American  Oriental  Society.  Vol.  XI,  No.  1.  New  Häven  1882. 

Proceedings  of  the  American  Oriental  Society  at  New  Häven,  Oct.  1881  ; 
at  Boston  ,  May  1882. 

Proceedings  of  the  14th  annual  Session  of  the  American  Philological  As- 
sociation held  in  Cambridge,  Mass.,  July  1882.  Cambridge  1882. 

American  Journal  of  Mathematics  pure  and  applied.  Publ.  under  the 
auspices  of  the  Johns  Hopkins  Universitv.  Vol.  IV,  No.  2 — 4.  Vol.  V, 
No.  1.  Baltimore  1881.  82. 

Seventh  annual  Report  of  the  President  of  the  Johns  Hopkins  University. 
Baltimore  1882. 

Johns  Hopkins  University  Circulars.  No.  13.  15.  17.  19.   Baltimore  1882. 

Memoirs  of  the  American  Academy  of  arts  and  sciences.  Vol.  XI  (Cen- 
tennial  Volume),  P.  1.  Cambridge  1882. 

Proceedings  of  the  Boston  Society  of  Natural  History.  Vol.  XX,  P.  4. 
Vol.  XXI,  P.  1.  Boston  1881*. 

Bulletin  of  the  Buflalo  Society  of  Natural  Sciences.  Vol.  IV,  No.  2. 
BufTalo  1882. 

Bulletin  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  VI,  No.  12.  Vol.  IX,  No.  1-8.  Vol.  X,  No.  1. 
Cambridge  1881.  82. 

Memoirs  of  the  Museum  of  comparative  Zoölogy,  at  Harvard  College,  Cam- 
bridge, Mass.  Vol.  VII,  No.  2,  P.  2.  Cambridge  1882. 

Statement  of  work  done  at  the  Harvard  College  Observatory  during  the 
years  1877—82.   By  Edw.  C.  Pickering.  Cambridge  1882. 

Pickering,  Edw.  C,  A  Plan  for  securing  observations  of  the  variable 
stars.  Cambridge  Mass.  1882. 

Jahresbericht  des  naturhistorischen  Vereins  von  Wisconsin  für  d.  J.  1881/82. 
Milwaukee  1882. 

Transactions  of  the  Connecticut  Academy  of  arts  and  sciences.  Vol.  IV, 
P.  2.  Vol.  V,  P.  2.  New  Häven  1882. 

Report  for  the  year  1881/82  of  H.  A.  Newton,  Director,  to  the  board  of 
managers  of  the  Observatory  in  Yale  College ;  to  which  is  appended 
the  Report  of  the  astronomer  in  Charge  of  the  horological  and  ther- 
mometric  bureaus  (New  Häven  1882). 

Annais  of  the  New  York  Academy  of  science  (late  Lvceum  of  natural 
history).  Vol.  1,  No.  14.  Vol.  II,  No.  1—6.  New*York  1879—81. 

Bulletin  of  the  American  Geographical  Society.  1881,  No.  2 — 5.  1882, 
No.  1.   New  York  1881.  82. 

Journol  of  the  American  Geographical  Society.  Vol.  XI  (1879).  XII  (1880). 
New  York. 

Proceedings  of  the  Academy  of  natural  sciences  of  Philadelphia.  1881, 
P.  1—3.   Philadelphia  1881. 


Digitized  by  Google 


Bulletin  of  Ihe  U.  S.  geological  and  geographical  Survey  of  the  Territories. 
Vol. VI,  No.  3.  Washington  4882. 

Astronomical  and  meteorological  Observations  made  during  the  year  1876 
at  the  0.  S.  Naval  Observatory,  P.  1.  2  (Washington  Astronomical 
and  meteorological  Observations  Vol.  23);  during  the  year  1877 
(Washington  Astron.  and  met.  Observ.  Vol.  24).  Washington  1880.81. 

Report  of  the  Superintendent  of  the  U.  S.  Coast  Survey,  showing  the 
progress  of  the  work  during  the  fiscal  vear  ending  with  June  1878. 
Washington  1881. 

Engineer  Department,  IL  S.  Army.  Report  upon  U.  S.  Geographical  Surveys 
west  of  the  1 00*h  meridian,  in  Charge  of  Geo.  M.  Wheeler.  Vol.  7. 
Archaeology.  Washington  1879. 

Report  of  the  Commissioner  of  agriculture  for  the  year  1880.  Washing- 
ton 1881. 

L'nited  States  of  America.  War  Department.  Professional  Papers  of  the 
Signal  Service.   No.  1 — 7.  Washington  1881.  82. 

Annual  Report  of  the  Chief  Signal-Officer  lo  the  Secretary  of  war  for  the 
year  1879.   Washington  1880. 

Annual  Report  of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  Institution  for 
the  year  1880.  Washington  1881. 

Smithsonian  Miscellaneous  Collections.  469.  List  of  foreign  Correspon- 
dents  of  the  Smithsonian  Institution,  corrected  to  January  1S82. 
Washington  1882. 

First  annual  Report  of  the  Bureau  of  Ethnology  to  the  Secretary  of  the 
Smithsonian  Institution.  1879/80.  By  J.  W.  Powell.  Washington 
1881. 

Poore,  Ben.  Perley,  Congressional  Directory,  compiled  for  the  use  of 
Congress.  Fortyseventh  Congress  (First  Session).  2d  ed.  Washing- 
ton 1882. 

Instructions  for  observing  the  transit  of  Venus,  Dec.  6,  1882,  prepared 
by  the  commission  authorized  by  Congress,  and  printed  for  the 
use  of  observing  parties  by  authority  of  the  hon.  Secretary  of  the 
Navy.   Washington  1882. 

Bulletin  astronomique  et  m6l6orologique  de  TObservatoire  Imper.  de  Rio 
de  Janeiro.  4  881,  No.  3—6.  1882,  No.  1.  2.  4 — 7.  9.  Rio  de  Janeiro 
1881.  82. 

Dobson,  G.  E.,  Monograph  of  the  Asiatic  Chiroptera  and  Catalogue  of 
the  species  of  bats  in  the  collection  of  the  Indian  Museum,  Cal- 
cutta.   London  1876. 

Nevill,  Geoflrey,  Catalogue  of  Mollusca  in  the  Indian  Museum,  Calcutta. 
Fasciculus  E.  Calcutta  1877. 

Nevill,  Geoffrey,  Hand  List  of  Mollusca  in  the  Indian  Museum.  P.  I. 
Gastropoda.  Pulmonata  and  Prosobranchia-  Neurobranchia.  Cal- 
cutta 1878. 

Anderson,  John,  Catalogue  of  Mammalia  in  the  Indian  Museum,  Cal- 
cutta. P.  1.  Primates,  Prosimiae,  Chiroptera,  and  Insectivora.  Cal- 
cutta 1881. 

Verhandelingen  van  hei  Bataviaasch  Genootschap  van  kunslen  en  weten- 
schappen.  Deel  41,  Stuk  3.  Deel  42,  1.  Deel  43.  Batavia  1881.  82. 

Nolulen  van  de  algemeene  en  bestuurs-vergaderingen  van  het  Bataviaasch 
Genootschap  van  kunslen  en  wetenschappen.  Deel  19  ,1881;  ,  No. 
2-4.  Batavia  1881.  82. 


  XV   

Observation  made  at  the  Magnetical  aud  raeteorological  Observatory  at 
Batavia.  Publ.  by  order  of  the  Government  of  Netherlands  India. 
Vol.  4  (Meteorological  Observations  from  Jan.  1876  to  Dec.  31th 
1878).  Vol.  5,  P.  1—6.  Batavia  1881.  82. 

Tijdschrift  voor  Indische  taal-,  land-  en  volkenkunde,  uitgcg.  door  het 
Bataviaasch  Genootsch.  van  kunsten  en  wetenschappen.  Deel  27 , 
Afl.  1—5.  Batavia  1881.  82. 

Realia.  Register  op  de  generale  Resoiutien  van  het  Kasteel  Batavia. 
1682 — 1805.  Uitgeg.  door  het  Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten 
en  wetenschappen.  Deel  1.  Leiden  1882. 

Holle,  K.  F.,  Tabel  van  oud-  en  nieuw-indische  alphabetten.  Bijdrage 
tot  de  palaeographie  van  Nederlandsch- Indie.  Uitgeg.  door  het 
Bataviaasch  Genootschap  van  kunsten  en  wetenschappen.  Batavia, 
's  Hage  1882. 

Transactions  and  Proceedings  of  the  R.  Society  of  Victoria.  Vol.  18.  Mel- 
bourne 1882. 


Einzelne  Schriften. 

Stanley;  W.  Ford,  Experimental  Researches  into  the  properties  and 
motions  of  fluids.  With  theoretical  deductions  therefrom.  Lon- 
don 1881. 

Ageno,  Luigi,  e  Torqu.  Beisso,  Del  sistema  commissurale  centrale 
delP  encefalo  umano.  Genova  1881. 

Pereis,  Meine  Krankheitsgeschichte.  Aus  d.  Tagebuche  eines  Irren. 
Volksausgabe.  7.  Aufl.  Frankfurt  a.  II.  1882. 

In  memoriam  Dominici  Chelini.  Collectanea  mathematica,  nunc  primum 
edita  cura  et  studio  L.  Cremona  et  E.  Beltram  i.  Mediolani  1881. 

Schettler,  Herni.,  Das  Wesen  der  Elektrizität,  des  Galvanismus  ü. 
Magnetismus.  2.  Suppl.  zum  2.  Th.  der  »Naturgesetze«.  Leipzig  1882. 

Lanfranconi,  Enea,  Rettung  Ungarns  vor  Überschwemmungen.  M.  2 
karten.  Budapest  1882. 

Ders.,  Über  die  Wasserstrassen  Mittel -Europas  u.  die  Wichtigkeit  der 
Regulirung  des  Donaustroms,  mit  besond.  Berücksichtigung  der 
Strecke  zwischen  Theben-Göngö.   Presburg  1880. 

Loomis,  Elias,  Memoires  de  meteorologie  dynamique,  expos£  des  resul- 
tats  de  la  discussion  des  cartes  du  temps  des  Etats-Unis  ainsi  que 
d'autres  documents.  Trad.  p.  H.  Brochard  (Actualites  scienti- 
fiques  p.  p.  l'abbö  Moigno.  II.  S6rie,  No.  50).  Paris  1880. 

Blasius,  W.,  u.  A.  Nehrkorn,  Beiträge  z.  Kenntniss  der  Vogelfauna 
von  Borneo  (nach  den  Sammlungen  des  Dr.  Platen).  (Sep.-A.j 
Braunschweig  1881. 

Blasius,  W.,  Neuer  Beitrag  z.  Kenntniss  der  Vogelfauna  von  Borneo 
(nach  den  Sammlungen  des  Dr.  Platen).  (Sep.-A.)  Braunschweig  1 882. 

Blasius,  W\,  u.  A.  Nehrkorn  ,  Dr.  Platens  ornithologische  Samm- 
lungen aus  Amboina.  (Sep.-A.'  Wien  1882. 


Digitized  by  Google 


Blasius,  W.,   Spermophilus  rufescens  Keys,  el  Blas,    (der  Orenburger 
Ziesel)  fossil  in  Deutschland.  (Sep.-AJ  4  882. 

Elb,  O.,  Ober  Gebäudestatistik.  Dresden  1882. 

Berlanga,  Em.  Rod.  de,  Hispaniae  anteromanae  Syntagma.  Malacae  1884. 

Prusik,  Fr.,  Prispevky  k  nauce  o  tvoreni  k  kmenüv  ve  slovanstine  a 
zvläste  v  cestine.    v  Praze  4  878. 

Ders.,  0  comparative  v  slovanstine  (Sep.-A.).  Raudnitz. 

Wem  icke,  Herin.,  Der  ewige  Grund  oder  die  ungeschaffene  Kraft  des 
Leeren.  Philadelphia  1882. 

Willems,  P.,  Le  Sönat  de  la  röpublique  romaine.  T.  II.  Les  attributions 
du  Sänat.  Louvain  4  883. 

Zecchini,  S.  P.,  L'azione  fatale  dell'  uomo  sulla  terra.  Torino  4882. 

Ders.,  Di  due  probabili  errori  di  amanuense  nel  Pater  nosler,  e  proposta 
di  -correzione.  Torino  o.  J. 

Fiedler,  W.,  Cyklographie  oder  Construction  der  Aufgaben  über  Kreise 
und  Kugeln  u.  s.  w.  Leipzig  4  882. 


0.  Schlei  milch,  Ueber  Reihenentwickelungen  für  gewisse 
hyperelliptische  Integrale  *) . 

Bekanntlich  hat  Legendre  die  vollständigen  elliptischen  In- 
tegrale Fl[k)  und  El[k)  in  Reihen  entwickelt,  die  nach  Potenzen 
des  complementären  Modulus  k*  fortschreiten,  also  in  dem  Falle 
einen  Vortheil  gewähren,  wo  k  wenig  kleiner  als  die  Einheit  ist. 
Die  von  Legendre  gegebene  Herleitung  kommt  darauf  hinaus, 
die  beiden  Differentialgleichungen 

11  <    d*2  ^        k  dk  r 

(t      m  VE1      i  -  k*   dEl  Kin 

durch  unendliche  Reihen  mit  unbestimmten  Coefficienten  zu 
integriren  ;  sie  ist  daher  schon  an  sich  nicht  ganz  einwurfsfrei 
und  würde  sich  überdies  auf  andere  als  elliptische  Integrale 
nicht  ohne  Weiteres  anwenden  lassen.  Vielleicht  erscheint 
deshalb  der  Nachweis  nicht  ganz  überflüssig,  dass  das  allge- 
meinere Integral 

p\  fix 

mit  geringem  Rechnungsaufwande  nach  Potenzen  von  Ä'  ent- 
wickelt werden  kann. 

Wenn  in  dem  Doppelintegrale 


Ja  J  o  1  ~ 


afl\  cos^^+  (1  -/c2.r«)sin2* 
das  eine  Mal  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel 

M»  cos2^-^sin2g~'»     .  r[p)r(q)  J_ 

J0     («cos*$  +  fcsin2#}P  +  <7  a*  ~  ir(p  +  qi  '  n?b*  [ 

nach  das  andere  Mal  nach  x  integrirt  wird,  so  entsteht  die 
Gleichung 


*)  Vorgetragen  in  der  Sitzung  am  30.  Januar  <882. 

Matta.-phys.  Classe  im.  m 
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2  O.  SCHLÖIILCH, 

n      p\  dx 

Jo    1  \  -k'Hini»     h  -  VI-  A'-Nin2*' 
die  rechte  Seite  kann  in  der  Form 

dargestellt  werden,  und  somit  ist 

_ü_/M  i£  -2  P+O-Äl  * 

siniü^t/0  (4  -       (I  -  *2xV  -*»  ^  V  nj* 

wo  P,  ().  fl  selbstverständliche  Abkürzungen  bedeuten. 

Der  Werth  von  P  findet  sich  durch  Ent Wickelung  von 

(1  — /c'2  sin2#)"~*  und  Integration  der  einzelnen  Terme  nach 
Nr.  1  ;  er  ist 


\A'/    isui«^^^     i.4.6  in,  r  m 


3 


Das  Sumnienzeichen  bezieht  sich  hier  auf  die  Werthe  n  =  0,  1, 
2,  3,  etc.;  (n  —  u)n  bezeichnet  den  /i-ten  Binomialcoefficienlen 
für  den  Exponenten  n  —  /<. 

Die  zur  analogen  Entwicklung  von  Q  erforderliche  Formel 
erhalt  man  aus  Nr.  1  für  a  =  b  =  1  und  durch  partielle  Diffe- 
rentiation nach  <y,  nämlich 

2  />VWp  ^sin^-i^/sin^  =  ^^j^-gA±lf 
oder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gammafunctionen 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

so  gelangt  man  zu  dem  Werthe 

Um  drittens  zu  entwickeln,  sei  vorerst  bemerkt,  dass  bei 
echt  gebrochenen  q  der  Ausdruck 
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in  die  Potenzenreihe  \q  fjQ2  ■+-  etc.  verwandelt  werden 
kann,  dass  also  auch  eine  Gleichung  von  der  Form 

*    ■  /  (  =  «i  P  +  ß2  P2  +  •  •  •  • 

bestehen  rauss.  Multiplicirt  man  mit  V  \  —      differenzirt  nach 
multiplicirt  mit  2V  \  —  q,  entwickelt  linker  Hand  V 1  —  Q  und 
vergleicht  die  beiderseitigen  Coefficienten  von  Qn  l ,  so  erhalt 
man  die  Recursionsformel 

1.3.5...{4n-8) 

2 « «n  - (2 n  -  1 )  an_x  =    ,.4.,...:i<t)  ' 
welche  durch  Substitution  von 

i . 3 ^5...  in  -  1  j  , 
"""¥".4.6....;inj   j  n 

Ubergeht  in 

Zur  Abkürzung  sei  noch 

«.  =  +  -  i  +  5  r;  <6 

es  ist  dann  £tt  =  s2n;  hieraus  folgt  an  und 

wobei  s0  =  0  zu  nehmen  ist,  wenn  die  Summirung  mit  n  =  0 
beginnen  soll.  Als  Werth  von  R  findet  sich  nun 

und  aus  den  Formeln  2,  3,  5,  8  zusammen 

Jr»i  dx  
0  ( *  -  *V  i «  -  *     "  " 

Im  speciellen  Falle  t«  =  J  wird  /n  =  /2  —  s2n  und 

was  mit  Legendre's  Angabe  übereinstimmt. 

Bei  sehr  kleinen  k'  reducirt  sich  die  Reihe  in  Nr.  9  auf 
ihren  Anfangsterm;  es  ist  also  nüherungsweis 

p\  dx  _  ,/  4  \        t  /' H  —  dz 

,/n  ^^M-^,1-/'  -  l\k'j  **"  *J{)    1  -2  '  # 


4  0.  SCHLÖMILCH,   ÜBER  ReIHBNENTWICKELUNGEN  ETC. 

und  z.  B.  für  n  =  }  und  /t  =  \ 

Als  beiläufige  Folgerung  möge  noch  die  Relation 
/•i  dx   pi  dx  

Erwähnung  finden. 


/ 


0.  Staude,  lieber  die  Construclion  des  Ellipsoides  mittels 
eines  geschlossenen  Fadens;  vorgelegt  von  W.  Scheibner*). 

Nach  dem  bekannten  Graves'schen  Theorem**)  beschreibt 
■ein  beweglicher  Punkt  der  Ebene,  welcher  einen  um  eine  ge- 
gebene Ellipse  geschlungenen  geschlossenen  Faden  bestandig 
spannt,  eine  der  gegebenen  confocale  Ellipse.  Die  vorliegende 
Mittheilung  beabsichtigt  eine  Verallgemeinerung  dieses  Theo- 
rems auf  den  Raum  zu  geben,  indem  sie  folgenden  Satz  ablei- 
tet :  Ein  geschlossener  Faden  kann  um  zwei  gegebene  confocale 
Flächen,  ein  Ellipsoid  und  ein  einschaliges  Hyperboloid,  in  sol- 
cher Weise  herumgeschlungen  werden ,  dass  ein  beweglicher 
Punkt,  der  den  Faden  bestandig  spannt,  ein  den  gegebenen 
Flächen  confocales  Ellipsoid  beschreibt. 

Aus  diesem  allgemeinen  Satze  erhält  man  verschiedene 
speciellere  Constructionen  des  Ellipsoides,  indem  man  entwe- 
der das  gegebene  Hyperboloid  in  die  Focalhyperbel  oder  das 
gegebene  Ellipsoid  in  die  Focalellipse  ausarten  lässt,  oder  end- 
lich beide  Specialisirungen  gleichzeitig  vornimmt.  Im  letztge- 
nannten Falle  erhält  man  eine  Construction  des  Ellipsoides  aus 
seinen  Focalcurven  mittels  eines  geschlossenen  Fadens;  der  ge- 
schlossene Faden  kann  dabei  ersetzt  werden  durch  einen  in  zwei 
Punkten  befestigten  Faden ,  welcher  von  einem  beweglichen 
Punkte  gespannt  wird  und  in  geeigneter  Weise  über  die  beiden 
Focalcurven  hinübergleitet.  Aus  dieser  Erzeugungsweise  fliessen 
gleichzeitig  neue  Focaleigenschaften  des  Ellipsoides,  welche  ge- 
nau analog  sind  dem  Satze  von  der  constanten  Summe  der 


*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  vom  6.  März 
4882. 

**)  Vgl.  Salmon- Fiedler,  Anal.  Geom  d.  Kegelschnitte,  Art.  266. 
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0.  Staide, 


Brennstrahlen  für  die  Ellipse.  Entsprechende  Focaleigenschaf- 
ten  bestehen  alsdann  auch  für  die  beiden  Hyperboloide. 

Die  Grundlagen  und  Methoden  der  Beweisführung  für  die 
angekündigten  Sülze  sollen  im  Folgenden  kurz  exponirt  werden. 

Ueber  die  Hilfsmittel  der  Beweisführung. 

Das  erste  Hilfsmittel  für  die  Ableitung  der  einleitungsweise 
erwähnten  Sälze  bilden  die  elliptischen  Coordinaten,  die  Para- 
meter derjenigen  drei  Flachen  des  confocalen  Systems: 

tc  —  t       ß  —  t       y—t  17 

welche  durch  den  Punkt  sc,  y,  z  des  Raumes  hindurchgehen ; 
die  drei  Flachen  sind  jeweils  ein  Ellipsoid  (f  =  X),  ein  einschali- 
ges (<  =  /<)  und  ein  zweimaliges  Hyperboloid  (t  =  v)  und  es  ist : 

a  >  v  >  ß  >  ft  >  y  >  k  >  -  oo  . 

Die  Parameter  des  gegebenen  Ellipsoides  und  einschaligen 
Hyperboloides  werden  mit  X0  und  f.t0  bezeichnet.  Welche  geo- 
metrischen Gebilde  neben  den  gegebenen  Flachen  selbst  beson- 
ders für  die  vorliegende  Aufgabe  in  Betracht  kommen ,  ist  aus 
der  Natur  der  letzteren  unmittelbar  ersichtlich.  Ein  geschlos- 
sener Faden,  welcher  um  die  beiden  Flüchen  herumgeschlungen 
ist  und  durch  einen  Punkt  des  Raumes  ausserhalb  derselben 
gespannt  wird,  kann  nach  eingetretenem  Gleichgewicht  seiner 
geometrischen  Gestalt  nach  nur  aus  drei  verschiedenen  Liniengat- 
tungen zusammengesetzt  sein:  erstens  nümlich  aus  geradlinigen 
Stücken,  zweitens  aus  Stücken  eeodiilischer  Linien  auf  dem  El- 
lipsoid  X0  oder  Hyperboloid  //0,  drittens  aus  Stücken  derDureh- 
dringungscurve.  Da  der  Faden  gespannt  sein  soll,  so  folgt  wei- 
ter, dass  die  geradlinigen  Fadenstücke,  wo  sie  etwa  in  geodäti- 
sche übergehen ,  die  letzteren  berühren,  und  die  geodätischen 
Stücke,  wo  sie  etwa  in  Stücke  der  Durchdringungscurve  Überge- 
hen, ihrerseits  wieder  die  Durchdringungscurve  berühren.  Nach 
einem  Salze  von  Chasles***  sind  nun  alle  geradlinigen  Tangen- 


*j  Vgl.  Jacobi,  Vorlesungen  über  Dynamik,  S.  208. 
*)  Liouville's  Journal,  I.  Serie,  Band  XI,  S.  4i. 
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ten  einer  geodätischen  Linie,  welche  auf  den  Flüchen  l0  oder 
/<0  verläuft  und  die  Durchdringungscurve  beider  Flächen  be- 
rührt, gleichzeitig  gemeinsame  Tangenten  dieser  Flächen.  Wenn 
sich  daher  der  geschlossene  Faden  ,  wie  es  bei  den  im  Folgen- 
den  zu  charakterisirenden  Lagen  desselben  in  der  That  der  Fall 
sein  wird,  nur  längs  solcher  geodätischer  Linien  auf  die  Flächen 
).0  und  f.i0  auflegt,  welche  die  Durchdringungscurve  berühren, 
so  gehören  die  geradlinigen  Fadenslücke  gemeinsamen  Tangen- 
ten der  beiden  Flüchen  l0  und  fi0  an. 

Die  Eigenschaften  und  gegenseitigen  Beziehungen  der  drei 
namhaft  gemachten  Liniengattungen  sind  es,  auf  denen  die 
Fadenconstruction  des  Ellipsoides  beruht. 


§2. 

l'eber  die  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Flächen     und  p0 
und  die  geodätischen  Tangenten  ihrer  Dnrchdringnngscarre. 

In  den  eingeführten  Bezeichnungen  sind  die  Differential- 
gleichungen der  geodätischen  Tangenten  der  Durchdringungs- 
curve auf  dem  Ellipsoid  k0  : 

und  auf  dem  Hyperboloid  : 

(2;  Po  ~  h  d)  ±    -  Ho  dAT  =  0  , 

und  die  Differentialgleichungen  der  gemeinsamen  Tangenten 
der  beiden  Flüchen : 


[3) 


dl  +  dp  +  d»'  n 
A  —  M  —  N  u 

ildl^  udp  +  yd_y      ft  * 
A  —  M  —   N  ~      I  ■> 


wo  die  Vorzeichen  entsprechender  Glieder  in  den  beiden  Glei- 
chungen (3)  immer  übereinstimmen  müssen.    In  diesen  Glei- 


*)  Es  ist  dies  die  Form  der  Differentialgleichungen  des  Derschen 
Theorems  für  den  Fall  der  hyperelliptischen  Differentiale  p  m  i,  wie  sie 
Jacobi  gieht  (Vorlesungen  über  Dynamik  S.  33K 
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chungen  1—3  bedeutend,  ilf,  N  die  positiven  Werthe  der 
folgenden  Quadratwurzeln : 


A  = 

V(a 

—  K  ß  —  k  \y  — 

1]  (Po 

- 1)  \K 

-*) 

M  = 

\{a 

-/<)  ß-!<  >- 

y]  (Po 

 1 

N  = 

Vi« 

—  r)  (v  —  $  i>  — 

/)  (* 

Unter  Benutzung  dieser  Differentialgleichungen  kann  man 
in  der  bekannten  Formel  für  das  Linienelement  des  Raumes  in 
elliptischen  Coordinaten  die  Variabein  separiren  und  gelangt 
so  zu  folgendem  Satze :  Das  Längenelement  dreier  verschiedener 
Liniengattunyen ,  der  geradlinigen  Tangenten  der  beiden  Flächen 
l0  und  u0 ,  der  geodätischen  Tangenten  der  Durchdringungscum 
auf  den  Flächen  und  der  Durchdringungscurve  selbst,  kann  durch 
dieselbe  Formel: 

dS  -  ±  iX  ±       ±  ~  i« 
gegeben  werden,  in  der: 

2  =  s  lA  r,  ,  3W  =  2  M 


2.V 


Für  die  Durchdringungscurve  ist  nämlich  rfÄ  =  0  und 
du  =  0  und  bleibt  in  (4)  nur  das  letzte  Glied  stehen;  für  die 
geodätischen  Linien  ist  dk=0  oder  dju  =  0  und  bleiben  in  (4 
nur  zwei  Glieder  stehen;  für  die  geradlinigen  Tangenten  der 
Flächen  k0  und  u0  endlich  geht  in  (4)  im  Allgemeinen  kein  Glied 
verloren.  Um  den  positiven  Werth  des  Längenelementes  dS  zu 
erhalten,  hat  man  die  Vorzeichen  in  (4)  so  zu  bestimmen  ,  das* 
alle  nicht  verschwindenden  Terme  rechter  Hand  für  sich  po- 
sitiv ausfallen.  Die  Differentiale  in  dem  Ausdrucke  für  clS  sind 
hyperelliptische  Differentiale  2ter  Gattung*)  vom  Geschlecht 
p  =  2. 

Bei  dem  Gebrauche  der  Differentialgleichungen  (1)  bis  (3 
und  namentlich  bei  Längenbestimmungen  auf  den  geodätischen 


*)  Vgl.  Riemann,  Abet sehe  Functionen,  Ges.  Werke  S.  99. 
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Linien  und  den  gemeinsamen  Tangenten  der  Flachen  X0  und 
(a0  hat  man  vor  Allem  auf  die  Vorzeichen  der  Quadratwurzeln 
in  den  vorkommenden  Differentialen  hyperelliptischer  Integrale 
zu  achten.  Was  z.  B.  die  Differentialgleichungen  (3)  angeht,  so 
lassen  dieselben  vier  verschiedene  Combinationen  ihrer  Vorzei- 
chen zu : 

und  es  gelten  auf  verschiedenen  Abschnitten  ein  und  derselben 
gemeinsamen  Tangente  der  Flächen  X0  und  p0  verschiedene  die- 
ser Combinationen.  Wo  nämlich  die  Tangente  eine  Ebene  des 
Coordinatentetraeders  (im  —  oo,  fi  =  y ,  v  =  ß,  v=a*) 
durchsetzt,  und  wo  sie  eine  der  Flachen  X0  und  fx0  berührt,  geht 
jedesmal  eines  der  drei  Differentiale  in  jeder  der  beiden  Glei- 
chungen (3)  durch  0  hindurch  und  erhält  das  entgegengesetzte 
Vorzeichen.  Aehnliches  gilt  für  die  Differentialgleichungen  (4) 
und  (2)  der  geodätischen  Linien  auf  X0  und  ^i0. 

Die  vier  verschiedenen  Vorzeichencombinationen  (oi  in  den 
Differentialgleichungen  (3),  welche  einerseits  vier  verschiedenen 
Abschnitten  einer  gemeinsamen  Tangente  der  beiden  Flächen 
X0  und  fi0  zukommen,  entsprechen  anderseits  den  Richtungen 
der  vier  gemeinsamen  Tangenten,  die  von  jedem  Punkte  X}  ,tt,  v 
des  Raumes  ausserhalb  der  beiden  Flächen  an  diese  gelegt  wer- 
den können.  Diese  vier  Tangenten  ordnen  sich**)  mit  Bezug  auf 
die  drei  Normalen  Aj,  A^,  A",  der  durch  den  Punkt  gehenden 
Flächen  A,  ^u,  v  auf  drei  verschiedene  Weisen  in  zwei  Paare,  so  dass 
bei  jeder  der  drei  Anordnungen  eine  der  drei  Normalen  gleich- 
zeitig die  beiden  von  je  zwei  Tangenten  desselben  Paares  gebil- 
ten  Winkel  halbirt.  So  giebt  es  beispielsweise  eine  Anordnung 
der  4  Tangenten  in  2  Paare  »in  Bezug  auf  X  conjugirter«  Tan- 
genten ,  bei  der  die  Normale  A7^  des  Ellipsoides  X  die  Winkel 
der  beiden  Paare  halbirt.  In  den  Gleichungen  (3)  entspricht 
den  beiden  ersten  und  den  beiden  letzten  Vorzeichencombina- 
tionen (5)  je  ein  Paar  in  Bezug  auf  X  conjugirter  Tangenten. 


*)  Vgl.  meine  Inauguraldissertation  S.  32  und  33. 
**)  Vgl.  Mac  Cullagh,  Proceedings  of  the  R.  Irish  Äcademy,  1. 11,  p.5(M. 
Liouville,  Liouville's  Journal,  I.  Serie,  t.  XII,  p.  423. 
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§  3. 

lieber  die  Ableitung  des  Satzes  von  der  Fadenconstrnction  des 

Ellipsoides. 

Die  Combinalion  des  Ellipsoides  Ä0  und  des  einschaligeu 
Hyperboloides  ft0  mag  etwa  in  Gyps  modellirt  und  irgendwo  im 
Räume  festgelegt  gedacht  werden.  Die  sichtbare  Zone  (/*0/<0) 
des  Ellipsoides  zwischen  den  beiden  Zweigen  der  Durchdrin- 
gungscurve  trennt  den  sichtbarenTheil  des  Hyperboloides  in  zwei 
Hälften  //,  und  H2.  Es  soll  nun  ein  geschlossener  unausdehn- 
barer Faden,  der  vorerst  um  die  Zone  (//0ju0)  des  Ellipsoides  A0 
herumgeschlungen  ist,  durch  einen  beweglichen  Punkt  P  =  >., 
v  des  Raumes  bestandig  gespannt  werden  und  bei  der  Bewe- 
gung des  Punktes  fortwahrend  den  beiden  Bedingungen  ent- 
sprechen : 

1 .  einmal  das  FJlipsoid  l0  und  2.  je  einmal  jede  der 
beiden  Hälften  des  Hyperboloides  /<0  zu  berühren. 

Dabei  ist  unter  einer  einmaligen  Berührung  des  Fadens  mit 
der  Flache  die  Aufeinanderfolge  eines  Ueberganges  desselben 
von  dem  Räume  ausserhalb  der  Flache  auf  diese  und  eines  Ueber- 
ganges von  der  Fläche  in  den  Raum  ausserhalb  verstanden, 
gleichviel  ob  der  Faden  zwischen  beiden  Uebergängen  nur  in 
einem  Punkte  oder  längs  eines  ganzen  (aus  Stücken  geodäti- 
scher Linien  und  Stücken  der  Durchdrincun«scurve  zusammen- 
gesetzten)  Curvenzuges  sich  auf  die  Fläche  aufgelegt  hat.  Es  hat 
nämlich  eine  solche  Berührung  innner  den  Erfolg,  dass  in  dem 
längs  des  Fadens  in  bestimmter  Richtung  benutzten  Ausdrucke 
(4)  für  das  Längenelement  des  Fadens  das  Vorzeichen  desjeni- 
gen Gliedes  wechselt,  dessen  Variable  mit  dem  Parameter  der 
berührten  Fläche  gleichbezeichnet  ist,  während  längs  der  Be- 
rührung dieses  Glied  verschwindet. 

Es  sei  vorläufig*;  einmal  als  bewiesen  angenommen,  dass 
der  geschlossene  Faden  bei  gegebener  Fadenlange  immer  von 
einem  nur  durch  diese  Länge  in  seiner  Bewegung  beschränkten 
Punkte  den  Bedingungen  (6)  entsprechend  gespannt  werden  kann 
und  dass  dabei  die  geodätischen  Linien,  längs  deren  sich  der 
Faden  auf  die  Flächen  X0  oder  /<0  auflegt,  geodätische  Tangen- 


*)  Vgl.  §  4. 
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ten  der  Durchdringungscurve  sind.  Alsdann  setzt  sich  der  Fa- 
den aus  keinen  andern ,  als  den  in  §  4  namhaft  gemachten  Li- 
niengattungen zusammen  und  das  Längenelement  des  Fadens 
hat  in  der  Thal  überall  den  Werth  (4).  Es  ist  folglich  die  Lange 
des  Fadens : 

S  =/±  ?  +/±  %  +f±  *j  ■  (7) 

Jedes  der  drei  Integrale  ist  vom  Punkte  k[iv  aus  in  bestimm- 
ter Richtung  längs  des  Fadens  bis  wieder  zum  Punkte  kpv  zu- 
rückzuführen. Untersucht  man  nun  die  drei  Integrationswege, 
welche  durch  die  Gleichgewichtslage  des  geschlossenen  Fadens 
für  die  drei  Variabein  Ä,fi,v  bestimmt  sind,  so  findet  man;  dass 
für  die  zwei  letzten  Integrale  in  (7)  der  Fadenweg  gerade  einen 
doppellen  Periodenweg,  dagegen  für  das  erste  Integral  einen 
Weg  vorstellt,  an  dessen  Ende  zwar  A  mit  seinem  Anfangswerthe, 
die  Quadratwurzel  i*  aber  mit  verändertem  Vorzeichen  eintrifft. 
Bei  genauerer  Durchführung  dieser  Betrachtungen  findet  man 
für  die  Länge  des  Fadens  den  nur  von  der  A-Coordinate  des 
Punktes  A,  p,  v  abhängigen  Werth: 

X  y  |S 

Zugleich  folgt  aus  der  Betrachtung  der  Vorzeichenwechsel, 
welche  bei  Durchlaufung  des  Fadenweges  in  den  Differential- 
gleichungen (\)  bis  (3)  der  verschiedenen  Fadenstrecken  statt- 
finden, dass  das  geradlinige  Anfangs-  und  Endstück  des  Fadens 
im  Punkte  A,  /u,  v  ein  Paar  in  Bezug  auf  A  conjugirter  Tangen- 
ten von  A0  und  /<0  bilden.  Man  erhält  demnach  folgenden  Satz: 

Wenn  ein  geschlossener  Faden ,  der  um  die  Combination 
zweier  confocaler  Flächen,  eines  Ellipsoides  und  eines  einschal  igen 
Hyperboloides,  herumgeschlungen  ist,  durch  einen  beweglichen 
Punkt  der  Art  gespannt  wird,  dass  er  beständig  jede  der  beiden 
Hälften  des  Hyperboloides  berührt,  so  beschreibt  der  Punkt  ein  den 
gegebenen  Flächen  confocales  Ellipsoid  und  die  Halbirungslinie  des 
Winkels  der  in  ihm  zusammenslossenden  Fadenstücke  ist  die  Nor- 
male des  Ellipsoides.  Natürlich  wird  nur  der  Theil  des  conslruir- 
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len  Eilipsoides  erhalten,  welcher  ausserhalb  der  gegebenen 
Flachen  zu  liegen  kommt. 

§*• 

Ueber  den  Existenzbeweis  der  verlangten  Gleichgewichtslagren 

des  geschlossenen  Fadens. 

Dass  für  jeden  Punkt  der  zu  construirenden  Ellipsoidzone 
eine  den  Bedingungen  des  im  vorigen  §  gegebenen  Satzes  ent- 
sprechende Gleichgewichtslage  des  gespannten  Fadens  existirt, 
bedarf  eines  besonderen  Beweises,  der  zugleich  zu  der  Bemer- 
kung führt,  dass  das  bei  der  Gonstruction  verwendete  ein- 
schalige Hyperboloid  ^0  durchaus  nicht  ohne  Weiteres  durch  ein 
zweischaliges  Hyperboloid  ersetzt  werden  kann.  Die  Grund- 
züge dieses  Beweises  seien  nur  kurz  angedeutet.  Wenn  man 
von  einem  beliebigen  Punkte  P  =  X,fi,v  aus  zwei  in  Bezug  auf 
X  conjugirte  Tangenten  an  die  Flachen  X0  und  fi0  legt,  so  berüh- 
ren dieselben  entweder  beide  zuerst  X0  oder  die  eine  zuerst  XQ 
und  die  andere  zuerst  jU0. 

Im  eisten  Falle  setzen  sich  beide  Tangenten  von  ihren  Be- 
rührungspunkten Qt  und  Q2  mit  X0  geodätisch  auf  X0  fort,  bis 
sie  je  einen  Zweig  der  Durchdringungscurve  in  fl,  und  R2  be- 
rühren (vgl.  Fig.  4).  Es  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  der 
Über  einen  Theil  der  Zone  [fi0f*0)  des  Ellipsoides  ausgespannte 
Linienzug  <?i  P(M*2  nocn  nicllt  die  Hälfte  der  Zone  über- 
spannt ,  wie  auch  P  ausserhalb  der  Flächen  X0  und  ^0  gelegen 
sein  mag.  DieTheilung  der  Zone  (p0n0)in  zwei  Hälften  wird  man 
dabei  durch  Stücke  von  Krümmungscurven  v  =  const.  bewirkt 
denken.  Insbesondere  folgt  aus  dem  angeführten  Satze  für  den 
Fall,  dass  P  auf  der  Fläche  X0  selbst  gelegen  ist:  Eine  geodä- 
tische Tangente  der  Durchdringungscurve  der  Flächen  X0  und 
/u0  auf  X0  spannt  von  ihrem  Berührungspunkte  mit  dem  einen 
Zweige  der  Durchdringungscurve  bis  zu  dem  nächstfolgenden 
Berührungspunkte  mit  dem  andern  im  Allgemeinen  noch  keine 
halbe  Zone.  Demnach  kann  man  die  Zone  (ju0ju0),  wie  auch 
P  as  A,  fi,  v  liegen  mag,  immer  so  halbirt  denken,  dass  die 
Endpunkte  des  Linienzuges  Rx  Qx  PQ2R2 >  der  über  P  hinweg 
beide  Zweige  der  Durchdringungscurve  verbindet,  innerhalb 
einer  Halbzone  und  noch  nicht  an  den  Grenzen  derselben  liegen, 
und  kann  anderseits  in  der  andern  Halbzone  einen  geodäti- 
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sehen  Bogen  R2  R\  construiren,  der  in  R2  und  je  einen 
Zweig  der  Durchdringungscurve  berührt  [und  ganz  innerhalb 
dieser  Halbzone  liegt,  ohne  die  Grenzen  zu  erreichen.  Verbin- 
det man  alsdann  Ä,  und  Ä/,  R2  und  R2  durch  Stücke  der  Durch- 
dringungscurve (vgl.  Fig.  1),  so  hat  man  in  dem  Gesammtwege 


PQi  R{  Äj'  R2  R2  Q2  P  die  Gleichgewichtslage  eines  geschlossenen 
Fadens,  der  den  Anforderungen  (6)  des  Satzes  in  §  3  ent- 
spricht. Denn  er  berührt  k0  einmal  vonft  bisQ2  und  jede  Hälfte 
des  Hyperboloides  einmal  bezüglich  von  /?,  bis  Ä/,  und  von  R2 
bis  R2l  wo  er  in  die  Durchdringungscurve  fällt. 

Im  zweiten  Falle,  wo  von  den  beiden  Tangenten  an  l0  und 
Po  die  eine  erst  l0  (in  (),),  die  andere  erst  fx0  (in  T2)  berührt 
(vgl.  Fig.  8),  kann  in  ähnlicher  Weise  die  Existenz  der  gefor- 
derten Gleichgewichtslage  eines  geschlossenen  Fadens  erwiesen 
werden.  Nur  hat  alsdann  der  Faden  nicht  nothwendig  mit  bei- 
den Zweigen  der  Durchdringungscurve  ein  Stück  gemein,  son- 
dern setzt  sich,  von  dem  Berührungspunkte  (T2)  mit  dem  Hyper- 
boloid n0  geradlinig  über  einen  Zweig  der  Durchdringungscurve 
hinweggespannt,  bis  zur  Berührung  (<?2)  mit  dem  Ellipsoid  fort, 
um  von  hier  geodätisch  verlaufend  denselben  Zweig  der  Durch- 
dringung (in  Bf)  zu  erreichen,  in  den  Pft/?,  einläuft. 


Fig.  «. 


Geradlinige  Tangent« 
der  Flächen  k0  und  u0. 


1.  Zweiges  der  Durch- 
dringungscurve. 


Geodätische  Tangente 
der  Durchdringungscurve. 
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Wie  es  nun  für  jeden  Punkl  A,  ^u,  v  eine  zugehörige  ,  den 
Bedingungen  (6)  entsprechende  Gleichgewichtslage  des  ge- 
schlossenen Fadens  giebt,  so  subsumiren  sich  umgekehrt  alle 
den  Bedingungen  (6)  überhaupt  entsprechenden  Gleichgewichts- 
lagen, von  unwesentlichen  Abweichungen  abgesehen,  unter  die 
beiden  in  diesem  §  charakterisirten  Lagen.  Die  letzteren  sind 
nämlich  nicht  in  allen  ihren  Theilen  völlig  bestimmt;  so  kann 
z.  B.  im  ersten  Falle  (Fig.  I)  das  Stück  H\B^  innerhalb  gewisser 


Fig.  i. 


Geodätische  Tangente 
der  DurchdringungBcm-ve. 


leicht  ersichtlicher  Grenzen  verschoben  werden,  während  die 
Punkte  /i,  und  R2  fest  bleiben. 

Die  in  §  3  gemachten  vorläufigen  Annahmen  sind  hiernach 
als  erwiesen  zu  betrachten. 

§5. 

Ueber  einige  Specialfalle. 

Für  //0  =  y,  X0  =  l0  erhält  man  aus  dem  allgemeinen  Satze 
des  §  3  das  Gram'sche  Theorem  für  die  Hauptebene  s  =  0. 
In  (8)  verschwindet  der  zweite  Term  und  die  beiden  übrig  blei- 
benden Integrale  werden  elliptisch. 


d  by  Oooglc 
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Die  Annahme  l  =  A0  lässt  den  folgenden  Salz  hervorgehen: 
Wenn  man  die  Zone  (/*0//0)  des  Ellipsoides  l0  irgendwie  in 
zwei  Ilalbzonen  theilt  (im  Sinne  des  §  4),  wenn  man  alsdann  in 
der  einen  der  beiden  Hälften  durch  eine  geodätische  Tangente 
H2  der  Krümmungscurve  ft0  den  ersten  Zweig  der  letzteren 
mit  dem  zweiten,  in  der  andern  Hälfte  ebenso  den  zweiten  mit 
dem  ersten  durch  eine  geodätische  Tangente  R%R\  verbindet 
(vgl.  Fig.  I)  und  dann  die  Lücken  zwischen  den  Berührungs- 
punkten R2  und  R2  auf  dem  zweiten  und  R{'  und  /i,  auf  dem 
ersten  Zweige  durch  Slücke  der  Krümmungscurve  auslülll,  so 
ist  die  Gesammtlänge  des  geschlossenen  Weges  R^  R2  R2  #i '  "1 
constant  gleich 


Es  ist  dies  eine  Verallgemeinerung  des  bekannten  Satzes 
über  die  Längen  derjenigen  geodätischen  Linien  auf  dem  Ellip- 
soid,  welche  durch  die  Kreispunkte  gehen*). 

Für  l0  =  A0,  //0  =  ergiebt  sich  aus  dem  allgemeinen 
Satze  des  §  3  : 

Wenn  ein  um  ein  gegebenes  Ellipsoid  geschlungener  ge- 
schlossener Faden  durch  einen  beweglichen  Punkt  des  Raumes 
der  Art  gespannt  wird ,  dass  er  beständig  zwei  diametral  ge- 
genüberliegende Quadranten  der  Focalhyperbel  beide  berührt, 
so  beschreibt  der  bewegliche  Punkt  ein  dem  gegebenen  El- 
lipsoid confocales  Ellipsoid.  Diese  Construcl ionsweise  liefert 
das  zu  coustruirende  Ellipsoid  vollständig. 

Um  die  Construclion  mechanisch  zu  realisiren,  fügt  man 
etwa  in  das  Gypsmodell  eines  Ellipsoides  in  zwei  diametral  ge- 
genüberliegenden Kreispunklen  die  entsprechenden  Quadranten 
der  Focalhyperbel  ein,  die  man  aus  einem  Doppeldrahte  bildet 
(vgl.  Fig.  3),  so  dass  der  betreffende  Theil  der  Focalhyperbel 
durch  den  Spalt  zwischen  den  beiden  dicht  nebeneinander  her- 
laufenden Drähten  dargestellt  wird.  Nun  hat  man  nur  den  Fa- 
den, bevor  man  ihn  schliesst  ,  durch  den  Spalt  eines  jeden  der 
beiden  Quadranten  der  Focalhyperbel  hindurchzufuhren.  Den 


•]  Vgl.  M.  Roberts,  Liourilles  Journal ,  l.  Serie,  Band  XI,  S.  3.  Sal- 
mon-Fiedler,  Anal.  Geom.  d.  Raumes  IT,  Art.  147. 
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geschlossenen  Faden  spannt  man  dann  etwa  mittels  eines  Häk- 
chens, das  beliebig  bewegt  wird. 

Weitere  Constructionen  folgen  aus  §  3  mit  den  Annahmen 
A0  =s  y,  jU0  =  f,i0  und  X0  =  y,  fi0  =  ß,  eine  Gonstruction  des 
Ellipsoides  aus  einem  einschaligen  Hyperboloid  und  dessen  Fo- 
calellipse,  und  eine  Gonstruction  aus  Focalellipse  und  Focalhy- 
perbel. 


Ich  übergehe  diese  Constructionen,  um  im  Folgenden  eine 
selbständige  Darstellung  der  Focaleigenschaften  der  centrischen 
Flächen  2ten  Grades  zu  geben,  welche  aus  jenen  Constructionen 
abgeleilet  werden  können. 


üeber  die  Theorie  der  gebrochenen  Foealdistanzen. 

Es  sei  G  die  Focalellipse  des  confocalen  Systems,  gx  und 
g2  ihre  Brennpunkte,  H  die  Focalhyperbel,  ht  und  h2  ihre  Brenn- 
punkte (Fig.  4).  Es  mag  mit  Bezug  auf  die  Figur  eine  obere  und 
eine  untere  Seite  der  Ebene  der  Focalellipse  und  eine  vordere 
und  hintere  Seite  der  Ebene  der  Focalhyperbel  unterschieden 


Fig.  3. 


§6. 
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werden.  In  der  Figur  sind  von  den  Ebenen  y  =  0  und  z  =  0 
die  auf  den  concaven  Seiten  der  Focalkegelschnitte  befindlichen 
Stücke  durch  Schraffirung  gekennzeichnet  und  die  durch  die- 
selben verdeckten  Linien  punktirt  gehalten. 

Sei  nun  P  =  A,  /£,  v  ein  übrigens  beliebiger  Punkt  in  dem 
Raumviertel  oberhalb  der  Ebene  der  Focalellipse  und  vor  der 
Ebene  der  Focalhyperbel.  Bei  der  Symmetrie  der  Figur  wird 
durch  diese  Annahme  Uber  die  Lage  von  P  die  Allgemeinheit 
der  folgenden  Betrachtungen  nicht  beschrankt. 

Fig.  *. 


Von  den  vier  Focallinien  des  Punktes  P,  d.  h.  den  durch 
ihn  gehenden  gemeinsamen  Tangenten  der  beiden  Focalkegel- 
schnitte, schneiden  zwei  zuerst  die  Focalellipse  (in  Gx  und  G2)  und 
zwei  zuerst  die  Focalhyperbel  (in  Ht  und  //2),  falls  man  sie  von  P 
aus  im  Sinne  der  wachsenden  A  verfolgt.  Die  Strecken  P6\  und 
PG2  setzen  sich  nun  von  G{  und  G2  auf  der  untern  Seite  der 
Ebene  der  Focalellipse  bezüglich  bis  gx  und  g2  dergestalt  fort, 
dass  die  gebrochenen  Linien  PG{gr  und  PG2g2  die  kürzesten 
über  die  Focalellipse  gemessenen  Entfernungen  des  Punktes  P 
von  den  Brennpunkten  gx  und  g2  der  Focalellipse  oder  die  sta- 
bilen Gleichgewichtslagen  zweier  Fäden  sind,  die  resp.  in  #j 
und  g2  befestigt  und  über  die  Focalellipse,  auf  der  sie  ohne  Rei- 
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Innig  gleiten  können,  nach  P  hin  gespannt  sind.  Es  stehen 
nämlich  die  Ualbirungslinien  der  Winkel  PGxgt  und  PG2g2  be- 
zuglich auf  den  Tangenten  der  Focalellipse  in  G{  und  G2  nor- 
mal. Ich  bezeichne  diese  beiden  über  die  Focalellipse  gemessenen 
kürzesten  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Brennpunkten  der 
Focalellipse  ihrer  Lage  und  Lange  nach  mit  i\  und  r2. 

Die  beiden  Strecken  PHX  und  PH2  werden  von  //,  und  //2 
bezüglich  nach  den  Brennpuncten  ä,  und  h2  der  Focalhyperbel 
hin  forlgesetzt  und  zwar  auf  der  hintern  Seite  der  Ebene  der 
Hyperbel.  Die  so  gebildeten  gebrochenen  Linien  PHxhx  und 
PH2h2  siud  die  kürzesten  über  die  Focalhyperbel  gemessenen 
Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Brennpunkten  hl  und  h2 
der  Focalhyperbel  oder  die  stabilen  Gleichgewichtslagen  zweier 
Fäden ,  die  resp.  in  h{  und  h2  befestigt  und  Uber  die  Focalhy- 
perbel ,  auf  der  sie  ohne  Reibung  gleiten,  nach  P  hin  gespannt 
sind.  Ich  bezeichne  diese  beiden  über  die  Focalhyperbel  gemesse- 
nen kürzesten  Entfernungen  des  Punktes  P  von  den  Brennpunkten 
der  Focalhyperbel  ihrer  Länge  und  Lage  nach  mit  s{  und  s2. 

Es  sind  nun  im  Sinne  des  §  2 : 


d.  h.  die  vier  Focallinien  PGX ,  PG2 ,  P//, ,  PH2,  resp.  deren 
Rückwärtsverlängerungen  über  P  hinaus,  die  für  den  Augen- 
blick mit  PG{',  PG2,  PH\',  PH/  bezeichnet  seien,  ordnen  sich 
in  Bezug  auf  die  Normalen  A^,  A*,,,  Ar„  der  drei  Flächen  l,  ,a,  v 
im  Punkte  P  in  der  Weise  an,  dass  die  Winkel  : 


halbirt  werden. 

Um  die  Focallinien  nur  in  ihrem  Verlaufe  von  P  bis  G  oder 
bis  H  im  Sinne  des  positiven  dl  betrachten  zu  müssen,  verstehe 
ich  unter  dem  »Winkel  zweier  Focaldistanzen«  (r1?  r2,  s{ ,  s2) 
immer  den  Winkel  zwischen  den  Strecken  PG  und  PH  dersel- 
ben; dagegen  bezeichne  ich  die  Winkel  zwischen  einer  Strecke 


PG{  und  PH2\ 
PG2  und  P//,  / 
PG,  und  PH{  1 
PG2  und  PH2 1 
PG,  und  PG2[ 


\  conjugirt  in  Bezug  auf  die  Fläche  l 


conjugirt  in  Bezug  auf  die  Fläche  ,« , 


conjugirt  in  Bezug  auf  die  Fläche  v , 


Gi  PH2  und  G2  Ptf,  von  \k  , 
GXPHX'  und  G2PH2'  von  Xu 
Gi  PG,'  und  Hi  PH2'  von  Nv 
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PG  oder  PH  einerseits  und  PG'  oder  PH'  anderseits  ihrer  Grösse 
und  Lage  nach  als  die  »Supplemente  der  Winkel  der  betreffen- 
den Focaldistanzen«. 

Was  nun  die  Längen  der  »gebrochenen  Focaldistanzen«  r, , 
r2,  su  s2  betrifft,  so  findet  man  für  dieselben,  wenn  der  Punkt 
P,  wie  in  Fig.  4,  rechts  von  der  Ebene  v  =  a  liegt : 


Va 

—  1  —  Va 

—  u  -f-  Va 

—  V 

Va 

-  Y 

Va 

-  X  -  Va 

—  fi  —  Va 

—  V 

+  Va 

-  7 

h 

Va 

—  1  +  Va 

-/(  +  Vß 

—  V 

-  Va 

-ß 

Va 

—  i  +  Va 

-  u  -  Va 

—  V 

-  Va 

-P 

Läge  P  links  von  der  Ebene  v  =  et,  hätte  man  hier  Überall 

das  Vorzeichen  von  Va  —  v  umzukehren.  Aus  diesen  Formeln 
folgt  nun  weiter : 


wo  |r  —  s[  den  absoluten  Werth  von  r  —  s  bedeutet  und  alle 
Quadratwurzeln  positiv  verstanden  sind. 

Ich  nenne  Va  —  y  die  grosse,  Va  —  ß  die  kleine  Excen- 
tricität  der  confocalen  Flächen  A,  u,  v\  ich  nenne  ferner  rtl  r2 
und  s,,  s2  Paare  gleichartiger  und  r, ,  s,  und  r2,  s2  Paare  #/e**c/j- 
seitiger  gebrochener  Focaldistanzen  des  Punktes  /,  //,  v  [vgl. 
Fig.  4).  Alsdann  geben  die  vorstehenden  Formeln  folgende 
Sätze : 

Für  jeden  Punkt  des  Ellipsoides  ist  die  Summe  zweier  un- 
gleichseitiger ungleichartiger  gebrochener  Focaldistanzen  constant, 
nämlich  gleich  der  Länge  der  grossen  Axe  des  Ellipsoides ,  ver- 
mehrt um  die  Differenz  seiner  Excentricitäten . 

Zugleich  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  zweier  solcher 
Focaldistanzen  die  Normale  des  Ellipsoides. 

Für  jeden  Punkt  des  einschaligen  Hyperboloides  ist  die  Diffe- 
renz zweier  gleichseitiger  ungleichartiger  gebrochener  Focaldistan- 
zen constant,  nämlich  gleich  der  Länge  der  grossen  reellen  Axe 

2* 
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des  einschaligen  Hyperboloides,  vermindert  um  die  Summe  seiner 
Excentricitäten. 

Zugleich  ist  die  Halbirungslinie  des  Supplementwinkels 
zweier  solcher  Focaldistanzen  die  Normale  des  einschaligen  Hy- 
perboloides. 

Für  jeden  Punkt  des  zweischaligen  Hyperboloides  ist  die  Dif- 
ferenz zweier  ungleichseitiger  gleichartiger  gebrochener  Focaldi- 
stanzen constant,  nämlich  gleich  der  Länge  der  reellen  Axe  des 
zweischaligen  Hyperboloides. 

Zugleich  ist  die  Halbirungslinie  des  Supplementwinkels 
zweier  solcher  Focaldistanzen  die  Normale  des  zweischaligen 
Hyperboloides. 

Man  leitet  die  gewöhnlichen  Focaleigenschaften  der  cen- 
trischen  Kegelschnitte  ohne  Schwierigkeit  aus  diesen  Sätzen 
ab,  indem  man  sie  auf  geeignete  Hauptschnitte  der  Flächen  in 
Anwendung  bringt. 

Leipzig,  im  Februar  1882. 
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Natrons*). 

In  neuerer  Zeit  ist  die  Anwendung  der  Fluorwasserstoff- 
säure in  den  chemischen  Laboratorien  dadurch  sehr  erleichtert 
worden ,  dass  man  dieselbe  in  zweckmässigen  Guttapercha- 
flaschen von  den  chemischen  Fabriken  beziehen  kann. 

Ich  habe  im  Laufe  dieses  Winters  infolge  dessen  neue  Ver- 
suche angestellt ,  die  beiden  Alkalien  in  Form  von  Fluorkiesel- 
metallen von  ihren  gewöhnlichsten  Begleitern  in  Silicaten  zu 
scheiden.  Diese  Versuche  haben  schliesslich  zur  Ausarbeitung 
einer  Methode  der  Alkalibestimmung  geführt,  die  nicht  mehr 
auf  die  Analyse  von  Silicaten  beschränkt  ist,  sondern  eine  viel 
allgemeinere  Anwendung  in  Zukunft  finden  kann. 

Ich  hatte  bereits  früher  zu  einer  solchen  Trennung  des 
Kalis,  und  Natrons  von  den  Bestandtheilen  der  Pflanzenaschen, 
also  auch  zur  Trennung  von  der  Phosphorsäure,  Salze  der  Kiesel- 
fluorwasserstoffsäure mit  organischen  Basen  dargestellt  und  ana- 
lysirt  und  namentlich  das  Fluorkieselanilin  zu  diesem  Zweck 
empfohlen  (Chemisches  Centralblatt  1858.  S.388)  und  eine  spe- 
ciale Methode  zur  Anwendung  dieser  Verbindung  in  der  Ana- 
lyse auf  Alkalien  gemeinschaftlich  mit  W.  Wolf  nachgeliefert 
(Chemisches  Centralblatt  1861.  S.  897).  Diese  Methode  hat  seit 
der  Zeit  indessen  keine  weitere  Verbreitung  gefunden;  man  er- 
leidet dabei  einen  geringen  Verlust  an  Alkali,  darum  aber  steht 
sie  den  anderen  wohl  kaum  nach ,  denn  wo  man  die  Alkalien 
von  Phosphorsäure  und  anderen  Basen  trennen  muss,  haben 
auch  diese  ihre  Fehler.  Die  Bereitung  der  kieselflusssauren 
Salze  aber  ist  nicht  ohne  Umstände  und  das  Arbeiten  mit  Fluor- 
kieselgas lästig  und  ungesund. 

*)  Vorgelegt  in  der  Sitzung  am  23.  April  1882. 
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Ich  habe  neuerdings  das  Verhalten  der  kieselflusssauren 
Salze  zu  Säuren,  namentlich  zur  Salzsäure,  näher  verfolgt  und 
gefunden,  dass  die  Fluorkieselalkalien  dieser  Säure  ganz  beson- 
deren Widerstand  leisten. 

Wendet  man  zur  Auflösung  eines  kieselsäurereichen  Mine- 
rals eine  Mischung  von  einem  Drittel  rauchender  Salzsäure  und 
zwei  Dritteln  Fluorwasserstoffsäure  an,  so  löst  sich  allerdings 
während  des  Abdampfens  einmal  Alles  zu  einer  klaren  Flüssig- 
keit, allein  bei  weiterem  Eindampfen  entweicht  die  Salzsäure 
und  es  stellen  sich  neben  den  Chloriden  von  Aluminium,  Eisen, 
Calcium  und  Magnesium  die  Verbindungen  des  Fluorkiesels  mit 
den  Alkalimetallen  wieder  her.  Selbst  wenn  man  die  geringe 
Menge  Fluorkieselkalium  und  Fluorkieselnatrium,  welche  man 
durch  geeignete  Behandlung  von  0,15  Chlorkalium  und  ebenso- 
viel Chlornatrium  mit  Kieselfluorwasserstoffsäure  erhält,  mit 
10  g  Salmiak  mischt  und  die  Mischung  glüht,  wird  das  Salzge- 
menge nur  unvollkommen  in  Chlorverbindungen  umgewandelt. 

Ich  habe  nun  weiter  gefunden,  dass  man  der  besonderen 
Darstellung  der  Kieselfluorwasserstoffsäure  ganz  Überhoben  ist. 
sobald  ein  Silicat  eine  seinem  Gehalt  an  Alkalimetallen  gleiche 
Menge  Silicium  oder  mehr  davon  enthält,  und  dass  man  in  den 
anderen  Fällen,  wo  der  Kieselgehalt  geringer  ist,  oder  ganz 
fehlt,  durch  Zusatz  von  dem  erforderlichen  Quantum  Kieselsäure 
zu  den  in  10  bis  20  ccm  Wasser  und  einigen  Cubikcentimetern 
rauchender  Salzsäure  gelösten  Alkaliverbindungen,  nach  dem 
Uebergiessen  und  Abdunsten  mit  dem  erforderlichen  Quantum 
rauchender  Fluorwasserstoffsäure,  die  Alkalimetalle  vollständig 
in  Fluorkieselverbindungen  umwandelt. 

Man  verwendet  hierzu  die  Kieselsäure,  welche  bei  quanti- 
tativen Analysen  von  Silicaten  erhalten  wird,  oder  pulvert  einige 
Decigramme  klaren  Bergkrystall.  Die  erforderliche  Menge  findet 
man  leicht  aus  der  procentischen  Zusammensetzung  des  Kiesel- 
fluornatriums,  welches  entsprechend  der  Formel  Si  Na2  1% 
gegen  15,91  Silicium  24,60  Natrium  enthält.  Das  analog  zu- 
sammengesetzte Kieselfluorkalium  enthält  procentisch  weniger 
Fluorkiesel. 

Ich  habe  ferner  gefunden,  dass  die  Fluorkieselalkalien  in 
einer  mit  Salzsäure  stark  angesäuerten  Mischung  von  Aether 
und  absolutem  Alkohol  ganz  unlöslich  sind  und  endlich,  dass 
der  kristallinische  Niederschlag,  in  dem  sie  nach  dem  Zusatz 
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dieser  Mischung  auf  dem  Boden  des  Gefässes  sich  absetzen,  in 
Verbindungen  von  Fluorkieselkalium  und  Fluorkieselnatrium 
mit  geringen  Mengen  aller  anderen  Metalle,  welche  den  Haupt- 
mengen nach  als  Chloride  in  der  salzsauren  Mischung  enthalten 
sind,  besteht. 

Dieses  Verhalten  lässt  sich  nun  mit  grossem  Vortheil  bei 
der  Analyse  der  Silicate  auf  Alkalien  benutzen ,  welche  reich- 
lich Eisenoxyd  und  Thonerde  enthalten  und  daher  bei  dem  Vo- 
lum, das  diese  beim  Niederschlagen  mit  Ammoniak  annehmen 
und  behalten,  grosse  Mengen  Waschflüssigkeit,  ferner  das  spätere 
Glühen  zur  Entfernung  der  Ammoniaksalze  fordern,  welche  sich 
hierbei ,  sowie  bei  der  Ausfallung  des  Kalks  in  der  Flüssigkeit 
ansammeln,  in  der  schliesslich  noch  die  Alkalien  bestimmt 
werden  müssen.  Selbstverständlich  muss  der  Analyse  auf  die 
Alkalien  die  Bestimmung  der  Kieselsäure,  der  Sesquioxyde,  des 
Kalks  und  der  Talkerde ,  in  dem  durch  Schmelzen  mit  kohlen- 
saurem Natron  aufgeschlossenen  Mineral  vorausgehen. 

Ich  habe  bis  jetzt  einige  Analysen  von  dem  rothen  Gneis 
aus  der  Gegend  von  Zöblitz  und  einigen  seiner  Verwitterungs- 
producte  ausgeführt,  die  sehr  gut  ausgefallen  sind. 

Die  Scheidung  der  Alkalimetalle  wird  auf  diesem  Wege 
ausserordentlich  einfach ,  weil  man  alle  anderen  Begleiter  der- 
selben der  Hauptmenge  nach  mit  der  ätherischen  Lauge  ab- 
decantirt.  Dazu  haben  die  Fluorkieselalkalien  die  nicht  zu 
unterschätzende  Eigenschaft,  dass  sie  sich  gewöhnlich  zu  einer 
gallertartigen  Membran  auf  dem  Boden  des  Becherglases  zu- 
sammenziehen, so  dass  man  die  ätherische  Mutterlauge  oft  bis 
zum  letzten  Tropfen,  immer  bis  auf  wenige  Cubikcentimeter  ab- 
giessen  kann. 

Das  Verfahren  will  ich  in  Folgendem  näher  beschreiben, 
und  zwar  für  den  Fall,  wo  man  es  auf  kieselsäurefreie  Sub- 
stanzen anzuwenden  beabsichtigt ;  für  Silicate  ergiebt  es  sich 
daraus  von  selbst. 

Ich  wog  ab:  0,15  reines  Chlorkalium  und 
0,15  reines  Chlornatrium, 

löste  diese  Mengen  im  Platintiegel  in  wenigen  Cubikcentimelern 
Wasser  und  mischte  darauf  0,2  g  Kieselsäure  und  anderthalb 
Decigramm  Eisenchlorid,  Chlorcalcium  und  Chlormagnesium 
hinzu. 
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Die  vorstehenden  Mengen  Chlorkalium  und  Chlornatrium 
müssen  nach  der  späteren  Umwandlung  in  schwefelsaure  Salze 
der  Rechnung  nach  geben : 

Alkalien  Schwefelsäure 
0,45  Chlorkalium   =  0,4  7530  SA'204   =  0,09478A'2O    -f  0,08052  S  03 
0,4  5  Chlornatrium  «  0,48224  5  Sa2  O«  =  0,07946  A'a j  O  +  0,40278  5  03 
Sulfate:        0,85754  0,47424  0,48330 

Zu  der  Salzmischung  wurde  dann  das  erforderliche  Quan- 
tum Fluorwasserstoffsäure  hinzugesetzt  und  darauf  alle  Flüssig- 
keit abgedunstet.  Der  trockene  Rückstand  wurde  mit  zwei  bis 
drei  Cubikcentimetern  rauchender  Salzsäure  Ubergossen,  wor- 
auf er  sich  leicht  vom  Tiegel  loslöst.  Man  bringt  ihn  mit  Hülfe 
der  Alkoholspritzflasche  in  ein  Recherglas,  verwendet  zum  Aus- 
waschen des  Tiegels  25,  höchstens  ÖOccm  absoluten  Alkohol 
und  lässt  die  saure  Flüssigkeit  einige  Zeit  auf  den  Niederschlag 
einwirken,  fügt  schliesslich  100  ccm  Aether  hinzu  und  lässt 
12  Stunden  stehen. 

Nun  giesst  man  die  ätherische  Mutterlauge  von  dem  Nieder- 
schlage ab.  Ich  habe  diesen  Abguss  nachträglich  noch  jedesmal 
mit  ungefähr  einem  halben  Decigramm  Fluorkieselanilin  ver- 
setzt, nachdem  dieses  in  etwas  absolutem  Alkohol  unter  Zusatz 
von  rauchender  Salzsäure  bei  Siedehitze  aufgelöst  worden  war 
und  tagelang  stehen  gelassen,  um  zu  sehen,  ob  sich  daraus  noch 
ferner  Fluorkieselalkalien  absetzten.  In  keinem  einzigen  Falle 
hat  sich  später  noch  ein  Niederschlag  gezeigt.  Ich  habe  ferner 
einmal  die  Laugen  von  zwei  solchen  Operationen  zusammenge- 
gossen und  abgedampft,  den  Rückstand  in  wenigen  Tropfen 
rauchender  Salzsäure  und  einigen  Cubikcentimetern  absoluten 
Alkohols  gelöst  und  nochmals  reichlich  mit  Aether  versetzt. 
Auch  hierbei  erschien  keine  Spur  von  dem  kristallinischen 
Niederschlage  der  Fluorkieselalkalien  mehr,  es  schieden  sich  nur 
leichte  Flocken  von  amorpher  Kieselsäure  noch  aus. 

Die  gefällten  Fluorkieselalkalien  bringt  man  mit  Hülfe  der 
Alkoholspritzflasche  auf  das  Filter.  Es  kann  Anderen  Zeit  sparen, 
wenn  ich  bemerke ,  dass  man  hierbei  die  Federfahne  nur  an- 
fangs einmal  benutzt,  wenn  sich  an  den  Gefässwänden  Krystalle 
fester  angesetzt  haben;  später  aber  vermeidet  man  die  Anwen- 
dung derselben  sowie  des  Glasstabes,  weil  man  mit  diesen  In- 
strumenten den  Niederschlag  immer  von  neuem  wieder  auf  der 
Innenfläche  des  Glases  zum  Anhaften  bringt,  während  derselbe 
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sehr  leicht  nachtsieht,  wenn  man  das  Becherglas  geneigt  über 
das  Filter  hält  und  jedesmal  immer  nur  einige  Cubikcentimeter 
Alkohol  hinter  den  Niederschlag  treibt  und  denselben  von  rück- 
wärts her  in  das  Filter  spült. 

Man  wäscht  das  Filter  nur  oberflächlich  mit  absolutem  Al- 
kohol ,  d.  h.  nur  so  lange  aus,  bis  die  Reste  der  ätherischen 
Lauge  abgelaufen  sind.  Reinigen  kann  man  denselben  durch 
ferneres  Auswaschen  nicht,  denn  er  enthält  von  allen  jenen  Bei- 
mengungen einige  Centigramme  in  chemischer  Verbindung. 

Man  trocknet  das  Filter,  nimmt  den  Niederschlag  davon  ab, 
verbrennt  zuerst  das  Filter  für  sich  ganz  vollständig  in  der 
Platinschale,  bringt  den  Niederschlag  dazu  und  mischt  den- 
selben mit  concentrirter  Schwefelsäure,  lässt  ihn  einige  Zeit 
stehen,  bis  das  Fluorkieselgas  zumeist  entwichen  ist,  und  glüht 
nachher  so  weit  und  bei  so  niedriger  Temperatur,  dass  die  Al- 
kalien als  sauerschwefelsaure  Salze  zurückbleiben  und  auf  die 
ausgeschiedene  Kieselsäure  nicht  zurückwirken  können. 

Den  Rückstand  in  der  Schale  übergiesst  man  nun  mit  1 0  bis 
20  ccm  Aetzammoniak  und  dunstet  zur  Trockne  oder  wenig- 
stens so  weit  ab,  bis  der  Rückstand  teigartig  geworden  ist.  Die 
Masse  hat  durch  Ammoniakverlust  jetzt  wieder  eine  saure  Re- 
action  angenommen ,  man  mischt  einige  Tropfen  starkes  Aetz- 
ammoniak dazu,  jedenfalls  soviel,  dass  die  Masse  durch  und 
durch  alkalisch  wird  und  lässt  sie  eine  Stunde  stehen,  um  Eisen- 
oxyd und  Thonerde  möglichst  vollständig  sich  ausscheiden  zu 
lassen.  Versäumt  man  dieses,  so  bleiben  einige  Centigramme 
Eisenoxyd-  und  Thonerdealaun  bei  der  nachfolgenden  Rehand- 
lung  unzersetzt  in  Lösung. 

Hiernach  übergiesst  man  die  breiförmige  Masse  mit  unge- 
fähr 20  ccm  Lösung  von  einfach  kohlensaurem  Ammoniak  und 
lässt  sie  damit  12  Stunden  in  der  bedeckten  Plalinschale  stehen. 

Die  Mengen  Eisenoxyd,  Thonerde,  Kalk  und  Talkerde,  die 
man  bei  diesem  Verfahren  zu  scheiden  hat,  sind  stets  so  gering, 
dass  man  die  Flüssigkeit  durch  sehr  kleine  Filier  ablaufen  lassen 
kann.  Der  Niederschlag  darf  bekanntlich  nicht  mit  Wasser  ge- 
waschen werden.  Man  muss  dazu  dieselbe  Lösung  von  einfach- 
kohlensaurem Ammoniak  anwenden,  mit  welchem  diese  Bei- 
mengungen ausgefällt  werden.  Man  erhält  sie  (nach  Rose's 
Handb.  d.  analyt.  Chemie.  IL  Aufl.  Bd.  2.  S.  41)  durch  Mischen 
von  180  ccm  Aetzammoniak  von  0,92  spec.  Gew.  und  230  g 
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anderthalbkohlensaurem  Ammoniak  mit  so  viel  Wasser,  dass  die 
ganze  Losung  ein  Liter  ausmacht.  Braucht  man  bei  dem  Aus- 
waschen mit  dieser  Flüssigkeit  die  Vorsicht,  dass  man  den  Auf- 
guss  auf  das  Filter  immer  erst  vollständig  abfliessen  lässt,  bevor 
man  es  von  Neuem  damit  anfüllt ,  so  erfordert  das  Auswaschen 
der  Platinschale  und  des  Filters  eine  nur  geringe  Menge  der- 
selben. 

Man  setzt  nun  das  Filtrat  zuerst  einige  Zeit  einer  gelinden 
Warme  aus,  wegen  des  Entweichens  von  Kohlensäure,  dunstet 
zur  Trockne  und  erhitzt  den  Rückstand  vor  dem  Glühen  noch 
einige  Zeit  im  Luftbade  über  100  Grade. 

Auch  in  diesem  Zustande  kann  man  die  sauerschwefelsauren 
Alkalien  wegen  der  geringen  Beimengung  von  schwefelsaurem 
Ammoniak  nicht  ohne  Gefahr  vor  Verlust  glühen.  Man  beugt 
aber  dem  Spritzen,  das  bei  dessen  Zersetzung  eintritt,  mit  voll- 
ständigem Erfolge  vor  durch  Anwendung  eines  Kunstgriffes,  der 
im  Laufe  dieses  Winters  von  dem  jungen  Geologen  Jos.  Hazard 
bei  seinen  Mineralanalysen  zuerst  ausprobirt  worden  ist  und 
darin  besteht,  dass  man  eine  dem  Quantum  schwefelsauren 
Ammoniaks  entsprechende  Menge  saures  weinsaures  Ammoniak 
während  des  Eindunstens  der  Lösung,  die  diesen  Rückstand 
giebt,  hinzusetzt  und  mit  austrocknet.  Glüht  man  nun  Anfangs 
sehr  schwach,  so  bildet  sich  aus  der  Weinsäure  eine  poröse 
Kohle ,  welche  das  schmelzende  schwefelsaure  Ammoniak  auf- 
saugt und  indem  sie  die  Schwefelsäure  nachher  bei  stärkerem 
Glühen  zu  schwefliger  Säure  reducirt,  die  Umwandlung  der 
sauerschwefelsauren  Alkalien  in  neutrale  Salze  ausserordentlich 
erleichtert  und  dabei  selbst  vollständig  mit  verbrennt. 

Man  glüht  den  Rückstand  bis  er  völlig  weiss  ist  und  wägt 
ihn  zum  ersten  Male.  Hiernach  löst  man  ihn  noch  einmal  in 
heissem  Wasser,  setzt  zwei  bis  drei  Tropfen  Lösung  von  ein- 
fach kohlensaurem  Ammoniak  hinzu  und  lässt  stehen,  um  zu 
sehen,  ob  sich  jetzt  noch  einige  Milligramme  Eisenoxyd  und 
Thonerde  absetzen.  Ist  dieses  der  Fall ,  so  trocknet  man  noch 
einmal  ein.  Dabei  setzen  sich  diese  nachträglichen  Ausschei- 
dungen gewöhnlich  so  fest  an  die  WTand  der  Platinschale  an, 
dass  man  beim  Uebergiessen  des  Rückstandes  mit  10  bis 
20  ccm  siedenden  Wassers  eine  klare  Lösung  erhält ,  die  man 
in  eine  zweite  Platinschale  decantirt,  in  welcher  man  nun  zum 
Schluss  die  Lösung  eintrocknet  und  nochmals  stark  glüht,  um 
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die  letzten  Gewichtsbestimmungen  so  genau  als  möglich  zu  er- 
halten. 

Bei  diesem  zweiten  Eintrocknen  habe  ich  immer,  wenn  die 
Salze  anfangen  auszukrystallisiren  und  jedenfalls  alles  vorher 
zugesetzte  Ammoniak  wieder  entwichen  ist,  von  Neuem  einige 
Tropfen  Schwefelsäure  hinzugesetzt,  obschon  das  Glühen  bis 
zum  constanten  Gewicht  dadurch  eine  etwas  längere  Dauer  be- 
kommt. Dafür  aber  verknistert  der  angesäuerte  Rückstand  auch 
nicht,  während  dieses  der  Fall  ist,  wenn  man  den  Rückstand 
von  der  Lösung  der  neutralschwefelsauren  Salze  der  höheren 
Temperatur  aussetzt. 

Die  Resultate ,  welche  ich  nach  diesem  Verfahren  jetzt  bei 
der  Analyse  von  Gneis  und  einigen  Verwitterungsproducten  des- 
selben erhalten  habe,  lassen  gar  nichts  zu  wünschen  übrig,  und 
die  Ergebnisse  wiederholter  Prüfungen ,  in  der  Weise ,  wie  sie 
so  eben  beschrieben  wurde ,  haben  in  der  That  auch  Werthe 
geliefert,  die  sehr  nahe  an  die  berechnete  Menge  =  0,35754 
schwefelsaurer  Alkalien  hinanreichen.  Ich  erhielt : 

0,3561  0,3569 
0,3566  0,3571 

statt  derselben  wieder.  Man  kann  aber  bei  diesem  Verfahren 
die  Genauigkeit  viel  weiter  treiben,  indem  man  zur  Analyse  die 
doppelte  und  dreifache  Menge  Substanz  anwendet,  weil  man 
dabei  die  Quantitäten  der  abzuscheidenden  Beimengungen  von 
Sesquioxyden,  Kalk-  und  Talkerde  nicht  wesentlich  erhöht. 

Es  wird  jedenfalls  die  Mühe  lohnen,  nun  auch  nochmals  zu 
untersuchen ,  ob  sich  die  Alkalien  nach  diesem  Verfahren  auch 
bei  Gegenwart  von  Phosphorsäure  und  Borsäure  genau  bestimmen 
lassen.  Man  wird  hierbei  die  mit  Salzsäure  angesäuerten  Phos- 
phate und  Borate  unter  Zusatz  von  Wasser  mit  Kieselsäure  mi- 
schen und  nun  mit  dem  erforderlichen  Quantum  Fluorwasser- 
stoffsäure eindunsten,  aber  nicht  zur  Trockne,  sondern  bis  auf 
einen  Rest  von  ca.  45  ccm.  und  da  bis  dahin  alle  überschüssige 
Fluorwasserstoffsäure  verflüchtigt  ist,  den  wässerigen,  aber 
noch  salzsauren  Rückstand  mit  ungefähr  60  ccm  absoluten  Al- 
kohols und  1 50  ccm  Aether  zu  versetzen  haben ,  um  das  Fluor- 
kieselnatrium und  Fluorkieselkalium  auszufällen. 

Wie  die  vorstehenden  Zahlen  zeigen ,  ist  dieser  Gang  der 
Analyse  sehr  genau  bis  zu  dem  Punkte,  wo  man  die  neutral- 
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schwefelsauren  Salze  der  beiden  Alkalien  gewonnen  hat,  und 
muss  man  sich  hier  entscheiden ,  ob  man  dieselben  durch  Be- 
handlung mit  essigsaurem  Baryt  in  kohlensaure  Salze  umwan- 
deln will ,  indem  man  nach  dem  Ausfällen  der  Schwefelsäure 
eindunstet  und  den  Rückstand  glüht,  um  den  überschüssigen 
essigsauren  Baryt  zu  zersetzen  und  nachher  das  kohlensaure 
Alkali  mit  Chlorwasserstoffsäure  zu  sättigen  und  das  Kalium 
direct  als  Ghlorplalinkalium  aus  der  Lösung  zu  fällen  u.  s.  w., 
oder  ob  man  die  indirecte  Methode  zur  Bestimmung  des  Kalis 
und  Natrons  anwenden  will. 

Diese  letztere  ist  viel  einfacher  und  passender  für  diesen 
Gang  der  Analyse ,  weil  man  das  Gewicht  des  Gemenges  von 
schwefelsaurem  Kali  und  schwefelsaurem  Natron  dabei  jeden- 
falls schon  zur  Controle  der  späteren  Resultate  aufnimmt  und 
darnach  für  diesen  Fall  nur  noch  die  Bestimmung  der  Schwefel- 
säure auszuführen  hat. 

Ich  habe  deshalb  die  conslanten  Factoren,  welche  sich  mit 
Hülfe  der  Richterschen  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  un- 
bekannten Mengen  Kali  und  Natron  ableiten,  mit  Zugrundelegung 
der  Atomgewichte  von  Stass  berechnet  und  die  Formeln  so  zu- 
sammengezogen, dass  sie  eine  sehr  einfache  Gestalt  bekommen. 

Die  Formeln,  welche  die  meisten  unserer  Handbücher  der 
analytischen  Chemie  zu  einer  solchen  Berechnung  aufgenommen 
haben,  sind  in  der  Weise  abgeleitet,  dass  man  bei  ihrer  Anwen- 
dung die  Mengen  schwefelsaures  Kali  und  schwefelsaures  Natron 
bekommt,  aus  welchen  der  Glührückstand  besteht.  Ich  kann 
dafür  keinen  triftigen  Grund  finden,  weil  man  ja  fast  immer  das 
Alkali  selbst  zu  suchen  hat  und  gar  kein  Hinderniss  vorliegt, 
die  beiden  Unbekannten  x  und  y  gleich  von  vornherein  mit  der 
Bedeutung,  dass  die  eine  das  Kali ,  die  andere  das  Natron  aus- 
drückt, in  die  Gleichungen  einsetzt,  mit  deren  Hülfe  man  die 
zum  praktischen  Gebrauch  bestimmten  Formeln  ableitet.  Da 
ich  glaube ,  dass  man  in  Zukunft  die  indirecte  Methode  der  Al- 
kalibestimmungen häufiger  als  bisher  anwenden  wird ,  so  habe 
ich  die  constanten  Factoren,  welche  man  bei  Auflösung  der 
Gleichungen  für  x  und  y  erhält,  mit  Zugrundelegung  der  von 
Stass  corrigirten  Atomgewichte  noch  einmal  und  zwar  bis  auf 
fünf  Decimalstellen  berechnet,  und  geprüft,  ob  diese  Factoren 
zur  Berechnung  der  Unbekannten  eine  hinreichende  Genauigkeit 
haben,  wenn  sie  mit  der  fünften  Decimale  abgebrochen  werden. 
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Setzt  man:        .Va  ==    22.98  tfojO  =  61,92 

Ä'  =   39,04  Ä'20     =  94,04 

Ba  =  136,80  SBa04  =  232,62 

0  sm   10,96  S03     =  79,86 

und  nennt  P  das  erhaltene  Gewicht  der  schwefelsauren  Salze, 
x  die  darin  enthaltene  Menge  Kali ,  y  die  zu  suchende  Menge 
Natron  und  S  die  mittels  Ghlorbarium  bestimmte  Quantität 
Schwefelsaure,  welche  an  x ?  +  y  gebunden  war,  so  dass  also : 

1)  p  =  x  +  y  +  s 

ist,  dann  erhält  man  durch  geeignete  Behandlung  der  Richter- 
schen  Gleichungen : 

2)  t,  ==$.  4,19782  — P.  1,92777. 

In  diesen  beiden  Gleichungen  sind  Sund  P  Grössen,  welche 
nie  =  0  sein  können ,  während  y  =  0  wird  für  den  Fall ,  dass 
in  dem  erhaltenen  Gewicht  schwefelsauren  Salzes  kar  kein  Na- 
tron enthalten  ist,  dasselbe  also  in  reinem  schwefelsaurem  Kali 
besteht  und  umgekehrt  x  =  0  wird ,  wenn  man  es  mit  reinem 
schwefelsaurem  Natron  zu  thun  hat. 

Man  kann  daher  die  vorstehende  zweite  Gleichung  leicht 
auf  die  Brauchbarkeit  der  darin  enthaltenen  beiden  constanten 
Factoren  prüfen,  indem  man  P=  86,95  dem  (halbirten)  Atom- 
gewicht des  schwefelsauren  Kalis,  8  =  39,93  dem  (halbirten) 
Atomgewicht  der  Schwefelsäure  setzt. 

Bei  Auflösung  der  zweiten  Gleichung  muss  dann  y  —  0 
werden,  oder  es  muss: 

S.  4,19782  =  P.  1,92777 

sein.  Berechnet  man  nun  in  diesem  Sinne  y  mit  Hülfe  der 
Gleichung 

y  =  39,93  .  4, 19782  —  86,95  .  1,92777, 

so  erhält  man  für  beide  Producte  bis  zur  letzten  Ziffer  rechts 
übereinstimmend : 

y  ss  167,62  —  167,62  also  vollständig  genug  =  0. 

Berechnet  man  als  eine  zweite  Prüfung  die  Menge  Kali  und  Na- 
tron, welche  ein  Gemisch  von  0,15  g  Chlorkalium  und  ebenso- 
viel Chlornatrium  enthält,  direct  nach  den  Atomgewichtstabellen, 
welche,  wie  oben  angegeben,  fordern  : 
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x  =  0,09478  Kali  und 
y  =  0,07946  Natron, 

und  setzt  voraus ,  dass  nach  dem  Umwandeln  dieser  Salze 
in  0,3575  g  schwefelsaurer  Salze  die  darin  enthaltene  Menge 
Schwefelsäure  richtig  =0,18330  gefunden  worden  sei,  so  giebt 
die  Gleichung : 

y  =  0,1833  .  4,19782  —  0,3575  .  1,92777 

für  y  den  Werth  0,07954  statt  0,07946,  also  nur  eine  Differenz 
von  0,00008  als  Beweis,  dass  die  berechneten  und  mit  der  fünf- 
ten Decimale  abgebrochenen  beiden  Factoren  in  der  Gleichung 
für  y  genau  genug  sind.  Es  kann  daher  diese  Formel  unbedenk- 
lich in  praktischen  Gebrauch  gezogen  werden. 

Die  Zuverlässigkeit  dieser  Methode  hängt  einmal  von  der 
Richtigkeit  dieser  Factoren ,  ein  andermal  aber  auch  von  der 
vollständigen  Unlöslichkeit  der  Fluorkieselalkalien  in  der  Mi- 
schung von  absolutem  Alkohol  und  Aether  und  ausserdem  noch 
von  der  Bestimmung  der  Schwefelsäure  ab.  Wenige  Milligramme 
Verlust  an  dem  Niederschlage  vom  schwefelsauren  Baryt  ver- 
schieben bei  geringen  Mengen  Alkali  das  Verhältniss  vom  Kali 
zum  Natron  ansehnlich,  wenn  man  dieselben  nach  obiger  Formel 
berechnet. 

Was  den  zweiten  Punkt  anbetrifft ,  so  habe  ich  mehrmals 
den  folgenden  Versuch  wiederholt,  der  noch  etwas  Bemerkens- 
werthes  in  dem  Verhalten  des  Kalis  und  Natrons  zum  Fluorkiesel- 
anilin beiläufig  mit  zu  Tage  gefördert  hat. 

Ich  wog  ein  einziges  Milligramm  Chlornatrium  ab,  löste  in 
drei  bis  vier  Tropfen  Wasser,  fügte  vier  bis  fünf  Cubikcentimeter 
absoluten  Alkohol  hinzu,  in  welchem  ich  vorher  unter  Zusatz  von 
zwei  Tropfen  Salzsäure  0,05  g  Fluorkieselanilin  gelöst  hatte,  und 
goss  diese  Lösung  zu  der  ersteren.  Es  entstand  sofort  eine  Trü- 
bung und  nach  einigen  Stunden  lag  auf  dem  Boden  desGefässes 
eine  flockige  Schicht  von  Kieselfluornatrium,  dessen  Menge  keinen 
Zweifel  darüber  Hess,  dass  die  ganze  in  einem  Milligramm  Chlor- 
natrium enthaltene  Natronmenge  ausgefällt  sein  musste. 

Als  ich  denselben  Versuch  mit  einem  und  auch  mit  zwei 
Milligrammen  Kieselfluorkalium  wiederholte,  fiel  kein  Nieder- 
schlag ,  oder  nur  eine  Spur  davon ,  auch  dann ,  wenn  ich  die 
salzsaure,  mit  Fluorkieselanilin  versetzte  Flüssigkeit  zur  Trockne 
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dunstete  und  den  Rückstand  mit  schwach  angesäuertem  abso- 
luten Alkohol  übergoss  und  Aether  hinzumischte. 

Die  Affinität  des  Anilins  zur  Kieselfluorwasserstoffsäure  ist 
allerdings  so  gross,  dass,  wenn  man  absoluten  Alkohol  stark  mit 
Salzsäure  versetzt  und  darin  reichlich  Kieselfluoranilin  bei  Siede- 
hitze auflöst,  aus  dieser  Lösung,  welche  salzsaures  Anilin  und 
freigemachte  Kieselfluorwasserstoffsäure  enthält,  beim  Erkalten 
die  Salzsäure  wieder  frei  wird,  während  das  regenerirte  kiesel- 
fluorwasserstoffsaure  Anilin  in  glänzenden  breiten  Blättern  aus- 
krystallisirt.  Geringe  Mengen  von  Kali  vermögen  grösseren  Quan- 
titäten des  Anilinsalzes  also  nicht  die  Kieselfluorwasserstoffsäure 
zu  entziehen,  und  hierin  liegt  offenbar  der  Grund,  dass  man  bei 
Anwendung  des  Kieselfluoraniiins  zum  Ausfällen  des  Kalis,  wie 
ich  oben  angegeben  habe,  einen  geringen  Verlust  erleidet.  Das 
Natron  hat  zur  Kieselfluorwasserstoffsäure  eine  viel  grössere  Af- 
finität als  das  Kali. 

Vermeidet  man  dieses  Anilinsalz  und  behandelt  ein  Milli- 
gramm Chlorkalium  nach  der  neuen  Methode,  so  fällt  auch  aus 
diesem  Salz  das  Kali  ebenso  vollkommen,  wie  aus  der  gleichen 
Quantität  Chlornatrium  das  Natron  als  Fluorkieselverbindung 
heraus. 

Ich  löste  ein  Milligramm  Chlorkalium  und  ein  Centigramm 
Chlorcalcium  in  zwei  Cubikcentimetern  Wasser  auf,  mischte 
dazu  zwei  Centigramme  amorphe  Kieselsäure  und  einige  Cubik- 
centimeter  Fluorwasserstoffsäure  und  dunstete  zur  Trockne. 
Hiernach  übergoss  ich  den  kaltgewordenen  Rückstand  mit  zwei 
Cubikcentimetern  schwach  mit  Salzsäure  angesäuerten  abso- 
luten Alkohol.  Das  Chlorcalcium  löste  sich  unter  der  Hand  zu 
einer  wasserklaren  Flüssigkeit,  aber  unten  lag  fest  an  der  Schale 
i  deutlich  sichtbar  eine  Schicht  Fluorkieselkalium  ,  welche  nach- 
her mit  vier  bis  fünf  Cubikcentimeter  Aether  ausgewaschen  und 
in  ein  Becherglas  gebracht ,  eine  so  starke  Trübung  und  später 
einen  verhältnissmässig  so  starken  Bodensatz  lieferte,  dass  man 
nun  ebenso  bestimmt  wie  vom  Natron  aussagen  kann ,  dass  die 
Fluorkieselalkalien  in  der  Mischung  von  Aether  und  absolutem 
Alkohol  bis  auf  einen  nicht  anzugebenden  Bruchtheii  von  einem 
Miligramm  oder  absolut  unlöslich  sind. 

Was  den  dritten  Punkt,  die  genaue  Bestimmung  der  Schwefel- 
säure durch  Baryt,  anbetrifft,  so  weiss  man  ,  dass  der  gefällte 
schwefelsaure  Baryt  zuweilen  die  Eigenschaft  behält,  mit  dem 
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Waschwasser  durch  das  Filter  zu  gehen,  auch  wenn  man  beim 
Ausfällen  der  Schwefelsaure  ganz  vorschriftsmässig  verfuhr.  Ich 
kann  dagegen  folgendes  ganz  sichere  Hulfsmittel  angeben.  Man 
fällt,  wie  üblich,  die  Schwefelsäure  bei  Siedehitze,  macht  den 
Niederschlag  durch  Kochen  der  Flüssigkeit  krystallinisch,  lässt 
Zeit  zu  völligem  Absetzen ,  und  decantirt  die  klare  Flüssigkeit 
so  weit  als  möglich.  Hiernach  rührt  man  den  Niederschlag  mit 
dem  Glasstabe  vollständig  auf  und  lässt  dazu,  ohne  zu  erhitzen, 
unter  stetem  Umrühren  vier  bis  fünf  Tropfen,  je  nach  der  Menge 
Flüssigkeit,  einer  Lösung  von  10  g  Benzoeharz  in  200  ccm  Al- 
kohol fallen.  Das  sich  ausscheidende  Harz  vereint  die  feinen 
Partikeln  des  gefällten  schwefelsauren  Baryts  so  sehr,  dass  man 
den  ganzen  Niederschlag  ohne  Weiteres  auf  das  Filter  bringen 
und  nachher  mit  siedendem  Wasser  in  ganz  kurzer  Zeit  voll- 
ständig auswaschen  kann,  wobei  keine  Spur  vom  Niederschlage 
mit  durch  das  Filter  geht.  Die  geringe  Menge  Harz,  welche  er 
enthält,  verbrennt  beim  Glühen  desselben,  ohne  eine  Reduction 
zu  bewirken,  und  es  ist  leicht,  den  geglühten  Niederschlag  mit 
einigen  Tropfen  verdünnter  Schwefelsäure  anzufeuchten,  scharf 
zu  trocknen  und  nochmals  abzuglühen,  um  einen  Gewichtsver- 
lust von  daher  oder  von  der  Einwirkung  der  Filterkohle  auszu- 
gleichen. Ich  habe  diese  Prüfung  wiederholt  angestellt  und 
niemals  eine  Gewichtsveränderung  nach  diesem  zweiten  Glühen 
wahrgenommen.  Zur  Bestimmung  der  Filterasche  war  eine  An- 
zahl der  Filter  vorher  auch  mit  Schwefelsäure  verbrannt. 

Hat  man  phosphorsäurefreie  und  kalkarme  Silicate  zu  ana- 
lysiren,  so  wird  das  Verfahren  noch  viel  einfacher,  weil  man  in 
diesem  Falle  nicht  nöthig  hat,  die  Fluorkieselalkalien  mit  ange- 
säuertem Aetheralkohol  auszuziehen.  Man  löst  das  Mineral  in 
Fluorwasserstoffsäure,  dunstet  zur  Trockne,  Ubergiesst  und  er- 
hitzt den  Rückstand  mit  concentrirter  Schwefelsäure ,  bis  die 
Alkalien  in  sauerschwefelsaure  Salze  umgewandelt  worden  sind 
und  Ubersättigt  mit  Aetzammoniak.  Man  bringt  wieder  zur 
Trockne,  Ubergiesst  den  Rückstand  mit  der  Lösung  von  einfach 
kohlensaurem  Ammoniak,  und  verfährt  zur  Gewinnung  der  rei- 
nen neutralschwefelsauren  Alkalien  gerade  so  wie  oben  ange- 
geben worden  ist. 
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Hat  man  complicirte  Silicate,  etwa  einen  Gneis  oder  Granit 
quantitativ  zu  analysiren,  so  ist  es  gerathen,  in  einem  Quantum 
des  Minerals:  Kieselsäure,  die  Sesquioxyde  und  Erden  für  sich 
und  die  Alkalien  in  einem  anderen  Quantum  desselben  zu  be- 
stimmen. Bezüglich  der  Analyse  auf  diese  letzteren  Basen  ver- 
weise ich  auf  die  in  unseren  Berichten  über  die  Sitzung  vom 
23.  April  d.  J.  gemachten  Mittheilungen. 

Der  Gang  der  quantitativen  Analyse  auf  die  übrigen 
Bestandtheile  ist  bekannt.  Man  scheidet  unter  Einhaltung  er- 
fahrungsmässig  festgestellter  Vorsichtsmassregeln  dieselben  in 
folgender  Ordnung  aus  dem  mit  kohlensaurem  Natron  aufge- 
schlossenen Mineral:  zuerst  die  Kieselsaure,  darauf  Eisenoxyd 
und  Thonerde  zusammen ,  aus  dem  Filtrat  eine  geringe  Menge 
Mangan  und  in  dem  Filtrat  von  diesem  die  Kalkerde  und  zuletzt 
die  Talkerde.  Von  geringen  Beimengungen,  z.  B.  von  Phosphor- 
säure, die  fast  jedes  natürliche  Silicat,  das  eine  Gebirgsmasse 
ausmacht,  enthält,  ebenso  von  dem  Vorkommen  von  Fluor, 
Titansäure,  Zinnoxyd  u.  a.,  sieht  man  dabei  ab.  Wo  die  Be- 
stimmung eines  dieser  Begleiter  gefordert  wird,  muss  eine 
besondere  Analyse  darauf  mit  viel  grösseren  Mengen  des  Mine- 
rals nachträglich  ausgeführt  werden. 

Bei  dem  üblichen  Gange  der  Silicatanalyse  löst  man  das 
mit  kohlensaurem  Natron  aufgeschlossene  Mineral  in  verdünnter 
Salzsäure  und  dunstet  darauf  zur  Abscheidung  der  Kieselsäure 
zur  Trockne. 

Ich  habe  bereits  1872  (Bonitirung  der  Ackererde  2.  Aufl. 
S.  118)  vorgeschlagen,  zur  Zersetzung  der  Schmelze  und  Ab- 
scheidung der  Kieselsäure  statt  der  Salzsäure  Salmiaklösung 
anzuwenden ,  weil  man  dabei  die  Flüssigkeit  in  offener  Schale 
eindunsten  kann ,  ohne  einen  Verlust  durch  Spritzen  derselben 
zu  erleiden  ,  die  Methode  aber  erst  seit  einiger  Zeit  weiter  aus- 
gearbeitet. In  der  Form  ,  in  der  ich  sie  hier  gebe,  soll  sie  die 


•)  Vorgetragen  und  zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  24.  Juli 
1882. 
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ältere  übliche  nicht  entbehrlich  machen.  Da  man  aber  bei 
Analysen  von  Silicaten,  deren  Resultate  nicht  zu  einer  bestimm- 
ten chemischen  Formel  führen ,  doch  immer  mindestens  zwei 
Analysen  macht,  so  empfiehlt  es  sich,  die  folgende  Methode  bei 
der  zweiten  Analyse  zur  Controle  der  ersten  in  Anwendung 
zu  bringen. 

Man  schmilzt  zuerst  zwei  Gramme  des  feingeriebenen  Mi- 
nerals mit  zehn  Grammen  kohlens.  Natron  zusammen.  Nach 
vollständigem  Erkalten  des  Tiegels  bringt  man  die  Schmelze, 
welche  stets  von  selbst  ringsum  vom  Tiegel  abspringt,  in  eine 
Schale  von  mindestens  zwei  Decimeter  Durchmesser  und  über- 
giesst  sie  darin  mit  200  Cub.-Centim.  Wasser.  In  den  Tiegel 
bringt  man  etwas  Wasser,  erhitzt  dieses  einmal  bis  zum  Sieden, 
worauf  sich  alle  Schmelze,  welche  sich  höher  im  Tiegel  durch 
Spritzen  der  Masse  angesetzt  hat  ,  leicht  loslöst,  und  giesst  alles 
Wasch wasser  aus  dem  Tiegel  mit  in  die  Schale.  Man  lässt  die 
Schale  nun  volle  achtundvierzig  Stunden  bei  gewöhnlicher  Tem- 
peratur stehen.  Die  Schmelze  quillt  in  reinem  Wasser  von  selbst 
auf.  Man  rührt  alle  sechs  bis  acht  Stunden  einigemal  mit  dem 
Glasstabe  um,  bis  der  harte  Kern  derselben  wieder  bloss  liegt 
und  fügt  nun  erst  die  zur  Zersetzung  erforderliche  Menge  Sal- 
miaklösung hinzu  und  dunstet  damit  zur  Trockne*). 

Hiernach  übergiesst  man  den  Inhalt  der  Schale  mit  destil- 
lirtem  Wasser  und  lässt  während  einer  Viertelstunde  gelinde 
sieden. 


*)  Das  Aufweichen  erfolgt  schneller,  wenn  man  die  Schale  an  einen 
massig  warmen  Ort  stellt.  Unter  keiner  Bedingung  darf  man  die  Salmiak- 
losung früher  hinzusetzen  ,  als  der  Kern  der  Schmelze  vollkommen  aufge- 
weicht ist.  Schmelzen  mit  grösseren  Mengen  kohlensaurem  Natron ,  mit 
fünfzehn  und  zwanzig  Grammen ,  giebt  allerdings  eine  leichter  lösliche 
Masse,  man  hat  dafür  aber  auch  wieder  so  viel  mehr  derselben  zu  lösen, 
so  dass  dabei  kein  Vortheil  herauskommt.  Am  besten  ist  es,  die  Lösung  in 
längerer  Zeit  bei  gewöhnlicher  Temperatur  zu  bewerkstelligen. 

Die  Salmiaklösung  muss  man  seihst  bereiten.  Aller  käufliche  sogenannte 
reine  Salmiak  enthält  in  zehn  Grammen  bis  an  zwei  Milligramme  Kalk  und 
Talkerde.  Das  erforderliche  Quantum  findet  man,  indem  man  einmal  zehn 
Gramme  kohlensaures  Natron  in  Wasser  löst,  mit  Lakmus  färbt  und  nun 
conc.  Salzsäure  hinzusetzt,  bis  die  Lösung  sich  rothet.  Man  wird  hierzu  in 
der  Regel  an  dreissig  Cub.-Centim.  Salzsäure  verbrauchen.  Man  misst  dar- 
auf die  doppelte  Menge,  also  sechzig  Cub.-Centim.,  Salzsäure  ab  und  sättigt 
dieselbe  vollständig  mit  Ammoniak,  ein  geringer  Ueberschuss  von  letzterem 
schadet  nicht,  und  mischt  diese  Lösung  zu  dem  Inhalt  der  Schale. 
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Es  gehen  hierbei  Manganchlorür ,  phosphorsaures  Mangan- 
oxydul,  der  Kalk  und  die  Talkerde  in  Lösung.  Man  filtrirt  die- 
selbe ab  und  behält  auf  dem  Filter  ein  Gemenge  von  freier  in 
Wasser  und  Sauren  unlöslich  gewordener  Kieselsäure  mit  den 
unzersetzt  gebliebenen  Silicaten  der  Sesquioxyde. 

Aus  dem  Filtrate  scheidet  man  zuerst  das  Manganoxydul 
und  phosphorsaure  Manganoxydul.  Ist  letzteres  vorhanden,  so 
geht  die  Lösung  nur  so  lange  klar  durch  das  Filter,  als  sie  con- 
centrirt  abfliesst.  Später,  wenn  dieselbe  durch  weiteres  Wasch- 
wasser verdünnt  wird,  scheidet  sich  das  phosphorsaure  Man- 
ganoxydul im  Filtrate  als  eine  milchweissliche  Trübung  aus, 
und  macht  hierdurch  die  Gegenwart  von  Spuren  Phosphorsäure 
im  Minerale  kenntlich.  Man  wäscht,  unbekümmert  um  diese 
Trübung,  den  Rückstand  auf  dem  Filter  vollständig  aus,  bis  die 
ablaufende  Flüssigkeit,  mit  Salpetersäure  angesäuert  und  mit 
Silberlösung  versetzt,  keine  Reaction  auf  Salzsäure  mehr  erken- 
nen lässt  und  dunstet  darauf  alles  Filtrat  bis  auf  4  50  CG.  in 
einer  geräumigen  Schale  wieder  ein.  Die  Abscheidung dieser 
geringen  Mengen  von  Mangan  macht  bei  diesem  Verfahren  die- 
selben Umstände  wie  bei  dem  alten  bisher  üblichen. 

Man  fallt  nun  das  Mangan  durch  Schwefelammonium,  das 
vorher  völlig  mit  Schwefel  gesättigt  worden,  oder  besser  ,  man 
oxvdirt  es  durch  Zusatz  von  Chlorwasser  zu  der  mit  Ammoniak 
etwas  alkalisch  gemachten  Lösung,  worauf  es  nach  4 — 6 stündi- 
gem Stehen  der  Lösung  in  einem  Wasserbade  von  50 — 60°Cels. 
sich  vollständig  abscheidet,  wenn  man  Sorge  dafür  trägt,  die 
Flüssigkeit  durch  zeitweiligen  Zusatz  von  Ammoniak  stets  alka- 
lisch zu  erhalten.  Ist  dieselbe  während  dieser  Zeit  einmal  durch 
Ammoniakverlust  sauer  geworden ,  so  löst  sich  von  dem  Man- 
ganoxydniederschlage  etwas  wieder  auf  und  man  muss  von 
Neuem  wieder  Chlorwasser  hinzusetzen  und  digeriren. 

Hat  sich  der  Niederschlag  von  Manganoxyd  und  phosphor- 
saurem Manganoxyd  auf  dem  Roden  der  Schale  in  Flocken  ab- 
gesondert, so  ist  die  Flüssigkeit  vollkommen  klar  und  alle 
Kalkerde  und  Talkerde  in  Lösung. 

Man  filtrirt  nun  diese  Lösung  durch  ein  Filter,  das  die 
Grösse  hat,  später  die  ganze  Kieselsäure  aufnehmen  zu  können, 
die  sich  bis  jetzt  noch  mit  den  Silicaten  der  Sesquioxyde  auf 
dem  ersten  Filter  befindet,  wäscht  es  aus,  dunstet  das  Filtrat 
mindestens  auf  200  C.  C.  ein  und  fällt  daraus  in  bekannter 
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Weise  den  Kalk  mittels  Oxalsäure  und  die  Talkerde  durch 
Phosphorsäure. 

Hiernach  schreitet  man  zur  Bestimmung  der  Kieselsäure 
und  der  Sesquioxyde  auf  dem  ersten  Filter.  Man  breitet  das- 
selbe auf  der  Glasplatte  aus,  schiebt  den  Inhalt  mittels  des  Glas- 
stabes in  eine  Schale,  spritzt  das  Filter  ab,  presst  es  aus,  trocknet 
und  verbrennt  es  und  spült  die  Asche  mit  Wasser  mit  in  die 
Schale.  Hiernach  fügt  man  die  hinreichende  Menge  Salzsäure 
hinzu  und  dunstet  zur  Trockne.  Den  Rückstand  säuert  man  mit 
Salzsäure  nicht  zu  schwach  an ,  und  tiltrirt  darauf  die  Kiesel- 
säure durch  dasselbe  Filter,  auf  welchem  man  die  Manganoxyd- 
ausscheidungen gesammelt  hat ,  welche  letztere  von  der  sauren 
Flüssigkeit  nun  wieder  gelöst  und  nachher  mit  ausgewaschen 
werden.  Auf  dem  Filter  bleibt  darnach  die  Kieselsäure  rein 
zurück.  Das  Filtrat  übersättigt  man  zuerst  schwach  mit  Ammo- 
niak, fügt  darauf  unter  stetem  Umrühren  100  C.  C.  frisch  ge- 
sättigtes Chlorwasser  hinzu,  mischt  einige  Zeit  und  übersättigt 
stark  mit  Ammoniak  und  lässt  zwölf  Stunden  stehen  ,  um  dann 
den  Niederschlag  von  manganhaltigem  Eisenoxyd  und  von  der 
Thonerde  abzufiltriren,  der  auch  die  vorhandenen  geringen 
Mengen  Phosphorsäure  mit  enthält.  Das  Eisen  bestimmt  man 
am  besten  in  einer  neu  aufgeschlossenen  Quantität  durch  Titri- 
ren  mit  Chamäleonlösung. 

Bei  dem  üebelstande,  dass  man  bei  Anwendung  dieses  zwei- 
ten Verfahrens  die  zuerst  erhaltene  Schmelze  zwei  Tage  lang 
muss  aufweichen  lassen  ,  der  übrigens  unmerklich  wird ,  wenn 
man  während  dieser  Zeit  die  Alkalibestimmung  ausführt,  hat 
die  neue  Methode  einige  Vorzüge  vor  der  alten,  üblichen.  Man 
braucht  beim  Zersetzen  der  Schmelze  durch  Salmiak  keinerlei 
Vorrichtung,  um  einen  Verlust  durch  Spritzen  der  Flüssigkeit  zu 
verhüten,  wenn  man  dieselbe  bei  80— 90°  C.  abdunstet,  und 
da  man  Kalk  und  Talkerde  vor  der  Ausfällung  der  Sesquioxyde 
entfernt  hat,  so  erhält  man  diese  letzteren,  wenn  man  ihre 
Lösung  mit  Ammoniak  versetzt  hat  und  zwölf  Slunden  lang 
stehen  lässt,  frei  von  Talkerde  und  von  kohlensaurem  Kalk.  Ich 
muss  zum  Schluss  allerdings  noch  bemerken,  dass  ich  bisher 
nur  solche  Silicate  unter  den  Händen  hatte,  welche  einen  gerin- 
gen Gehalt  an  Kalk  und  Talkerde  besassen  und  dass  die  neue 
Methode  daher  bei  anderen  Silicaten  noch  durch  die  ältere  con- 
trolirt  werden  muss. 
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Es  ist  häufig  erwünscht  in  Silicaten  die  Gegenwart  des 
Fluors  nachzuweisen,  so  z.  B.  in  den  Fällen ,  wo  man  in  Dünn- 
schliffen Rutil ,  Topas  und  Flussspath  erkannt  zu  haben  glaubt. 
Qualitativ  findet  man  das  Fluor  leicht ,  wenn  man  das  fein  ge- 
riebene Silicat  in  eine  kleine  tubulirte  Retorte  bringt,  reichlich 
mit  conc.  Schwefelsäure  übergiesst  und  einen  trocknen  Luft- 
strom hindurchleitet,  während  man  die  Mischung  in  der  Retorte 
auf  50  bis  60°  C.  erwärmt,  und  das  entwickelte  Fluorkieselgas 
in  ein  Reagensglas  leitet ,  das  man  zu  einem  Drittel  mit  Aetz- 
ammoniaklösung  gefüllt  hat.  Die  Schwefelsäure  veranlasst,  wohl 
in  Folge  eines  Rückhaltes  von  salpetriger  Säure ,  dabei  für  sich 
allein  zwar  schon  das  Entstehen  grauer  Nebel  über  dem  Spiegel 
der  Flüssigkeit,  auch  dann,  wenn  man  statt  einer  wässerigen 
Ammoniaklösung ,  Alkohol  oder  eine  Mischung  von  Aether  und 
Alkohol,  die  man  vorher  mit  Ammoniakgas  gesättigt  hat,  an- 
wendet. Sobald  aber  Fluorkiesel  mit  übergeht,  werden  die 
Nebel  intensiv  weiss  und  bei  etwas  grösseren  Mengen  eines 
fluorhaltigen ,  so  z.  B.  von  fünf  Centigrammen  Kryolith,  er- 
scheint dann  nach  mehreren  Stunden  ein  Absatz  von  Fluor- 
kieselammonium ,  wenn  man  ammoniakalischen  Aetheralkohol 
vorgelegt  hat. 

Das  sicherste  Verfahren  aber ,  um  über  die  Quantität  sol- 
cher in  Silicate  eingesprengter  fluorhaltiger  Minerale  ein  Urtheil 
zu  gewinnen,  ist  folgendes. 

Man  entwickelt  wie  vorhin  durch  Erwärmen  des  gepulverten 
Minerals  in  einer  Retorte  mit  conc.  Schwefelsäure  Fluorkieselgas 
bei  50 — 60°  Cels.  und  leitet  das  entwickelte  Gas  mittels  eines 
Stromes  trockner  Luft  aus  der  Retorte  in  einen  engen  Glascylin- 
der  von  zwei  Decimeler  Höhe,  der  zu  einem  Viertel  mit  einer 
Lösung  von  einigen  Decigrammen  Anilin  in  30  Cub.-Centim. 
einer  Mischung  von  gleichen  Theilen  Alkohol  und  Aether  ange- 
füllt worden  ist.  Das  Anilin  muss  man  kurz  vorher  destillirt 
haben  und  farblos  anwenden.  Der  Luftstrom  muss  so  regulirt 
werden,  dass  pro  Secunde  eine  einzige  Luftblase  durch  die  Ani- 
linlösung hindurchgeht.  Unterhält  man  den  Luftslrom  in  solcher 
Weise  volle  zwei  Stunden  lang,  so  beobachtet  man,  wenn  Fluor 
zugegen  ist,  gewöhnlich  schon  vor  Ablauf  der  ersten  Stunde  die 
Ausbildung  eines  weissen  Absatzes  im  unteren  Ende  des  Gas- 
leitungsrohres, soweit  dieses  in  die  Anilinlösung  eintaucht,  und 
bei  Mengen  Fluor,  welche  fünf  Centigrammen  Kryolith  ent- 
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wickeln ,  eine  starke  Trübung  durch  ausgeschiedenes  Fluorkie- 
selanilin. 

Ein  Centigramm  Kryolith,  der  54  p.Ct.  Fluor  enthält,  giebt 
diesen  Beschlag  auch  noch.  Derselbe  lässt  sich  mit  der  Feder- 
fahne leicht  loslösen  und  durch  Eintauchen  in  die  Flüssigkeit, 
indem  man  diese  einigemal  durch  Ansaugen  des  Gasleitungs- 
rohres aufsteigen  lässt,  ausspülen.  Setzt  man  hiernach  etwa 
drei  Tropfen  einer  mässig  concentrirten  Lösung  von  Aetznatron 
in  absolutem  Alkohol  hinzu .  so  verliert  die  krvstallinisch  flim- 
mernde  Trübung  dieses  Ansehen  und  es  legt  sich  binnen  einer 
Viertelstunde  eine  Wolke  von  ausgeschiedenem  Fluorkieselna- 
trium auf  den  Boden  des  Cylinders,  von  der  Dicke,  dass  man 
den  fünften  Theil  davon  noch  vollkommen  würde  erkennen 
können.  Ich  glaube  daher,  dass  man  ein  Milligramm  Fluor  auf 
diesem  Wege  noch  mit  Sicherheit  nachweisen  kann. 

Dass  man  erst  eine  Anilinlösung  und  nicht  gleich  eine  Lö- 
sung von  Aetznatron  in  Aetheralkohol  anwendet,  hat  den  Grund, 
die  Ausscheidung  von  kohlensaurem  Natron  zu  verhüten ,  das 
sich  möglicher  Weise  bilden  könnte,  wenn  man  einen  mittels 
Schwefelsaure  getrockneten  Luflstrom  so  lange  Zeit  durch  die 
Lösung  leitete.  Vielleicht  lässt  sich  annähernd  das  Fluor  quan- 
titativ auf  die  Weise  bestimmen,  dass  man  diesen  Niederschlag 
auf  einem  Filter  von  bekanntem  Aschengehalt  sammelt,  trocknet 
und  sammt  Filter  mit  Schwefelsäure  erhitzt  und  zuletzt  glüht, 
um  aus  dem  erhaltenen  Gewicht  schwefelsauren  Natrons  das 
Fluor  zu  berechnen. 
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Die  folgende  Note  bezweckt  nur  eine  einfache  Methode  zu 
entwickeln  zur  Auffindung  der  allgemeinen  Lösung  gewisser 
Differentialgleichungen  von  der  Form  : 

wobei  a,  ß,  y,  ö,  e,  f,  x  gegebene  Functionen  von  sc,  y  allein 
sind.  Dabei  wird  sich  von  selbst  die  Reduction  der  Form  I)  auf 
einige  einfachere  Typen  darbieten ;  doch  ist  dies  zunächst  noch 
Nebenzweck. 

Das  System  linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung : 

,  du  du  .  w 

r,-tt 

ist,  wie  die  Elimination  von  w  zeigt,  äquivalent  der  lin.  part. 
Diffgl.  2.  O.: 

Soll  nun  umgekehrt  die  Gleichung  I)  auf  ein  System  1)  zu- 
rück fuhrbar  sein,  so  muss  dieselbe  die  Form  2)  besitzen,  d.  h. 
es  muss  möglich  sein  durch  Bestimmung  der  vier  Grössen  A,  jt, 
i/,  q  den  fünf  Gleichungen  : 

|  a  ob  A     %ß  =  kQ  +  [iv,   y  =  fx  q, 
3)<.      ,  ,  dp         d  o 

identisch  zu  genügen. 

*j  Zum  Druck  übergeben  in  der  Sitzung  am  24.  Juli  1 884. 


«) 
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Um  nun  die  Bedingung  für  die  Verträglichkeit  der  Glei- 
chungen 3)  zugleich  mit  den  eventuellen  Auflösungen  nach  L 
v,  q  zu  finden ,  drücken  wir  zunächst  X,  ^  durch  v,  q  aus, 
was  auf  algebraischem  Wege  ausführbar  ist ;  dabei  bleiben  uns 
fürv,  q  noch  drei  Gleichungen  übrig,  deren  Auflösbarkeit  Uber 
die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  3)  entscheidet. 

Sind  a  und  y  nicht  beide  Null,  so  kann  man  die  Bezeichnung 
der  Variablen  x  und  y  so  wählen,  dass  a  nicht  Null  ist,  wobei 
dann  auch  v  verschieden  von  Null  wird.  Nach  Erledigung  des 
Falles  a  =)=  0  wird  dann  später  nur  noch  der  Fall  a  =  y  =  0  für 
sich  zu  betrachten  sein. 

Aus  3)  folgt : 

l  Q  -¥  (.1  V  =  %  ß, 

l  q  —  in  v  =  ±  %  Vß*  —  ay  =  2  J,  wie  wir  abkürzend 
schreiben  wollen ;  also : 

Iq  =  ß  -h  J,    uv  =  ß  —  z/  und : 

v       r  v         v  a 

Die  Werthe  von  X,  \i  in  den  letzten  beiden  Gleichungen  3} 
eingesetzt  giebt: 

Widersprechen  diese  Gl.  der  dritten  Relation  zwischen  v 

und  q  nicht,  d.  h.  ergeben  sie     =         ,  so  ist  das  System  3) 

wirklich  auflösbar  und  wir  können  sofort  die  Werthe  von 
r,  £  angeben. 

Bildet  man:  —  vd«-^  so  kommt : 

yl  y  7 

und  dieser  Differentialgleichung  muss     =  genügen.  — 

Setzen  wir  noch : 

so  wird  die  Bedingung  für  die  Auflösbarkeit  von  3)  :  Ä'=  0  für 
eines  der  beiden  Zeichen  von  J. 
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Ist  nun  wirklich  A  =  0 ,  so  ergeben  sich  folgende  Werthe 
der  A,  fi,  v,  q  als  Auflösungen  von  3)  : 


5) 


-i        «  ß  —  4 

v  7  ~  y  1 


wo  der  Grösse  ^/  dasjenige  Zeichen  beizulegen  ist,  für  welches 
die  Relation  A'  =  0  erfüllt  ist. 

In  Worten  lautet  dieses  Ergebniss :  » Ist  unter  der  Voraus- 
setzung a  4=  0  die  durch  4)  definirte  Grösse  A'  für  eines  der 
beiden  Zeichen  von  z/=0,  so  ist  die  Gleichung  I)  einem  System 
von  der  Form  1)  aequivalent,  dessen  Coefficienten  [i,  v.  q  sich 
aus  den  Gleichungen  5)  ergeben.« 

v  bestimmt  sich  durch  Integration  der  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichung \  .  Ordnung  zwischen x  u.  y:  ady  —  (ß  —  J)dx 
=  0  und  durch  eine  Quadratur. 

Noch  bleibt  der  specielle  Fall  a  =  y  =  0  zu  betrachten, 
in  welchem  die  Gleichungen  3)  die  Gestalt  annehmen  : 


3a) 


*ß  =  lf>  +  tlV,    8  mm  l  ||  +  fl  . 


Wir  wollen  nun  annehmen,  dass,  wenn  eine  der  beiden 
Grössen  6  und  e  nicht  =  0  ist,  dies  6  sei,  so  dass  also  v  wieder 
nicht  verschwinden  darf.  Dann  bleibt  nur  noch  die  Möglich- 
keit X  mm  q  =  0,  um  den  ersten  Gleichungen  3a)  zu  genügen, 
das  zieht  aber  e  =  0  nach  sich ,  so  dass  also  die  Bedingung  für 
die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  3a)  wird  : 

4a)    6  =  0. 

Die  Auflösungen  selbst  aber  werden  : 

sa)     i-e-o,  «„-«/»*r, 

und  zwar  gelten  diese  Ausdrücke  auch  dann,  wenn  d  =  e  =  0. 

Damit  sind  offenbar  alle  Fälle,  in  denen  eine  Differential- 
gleichung I)  einem  Systeme  4)  äquivalent  sein  kann,  erschöpft. 

§2. 

Ist  nun  4)  respective  4a)  nicht  erfüllt ,  ist  also  I)  nicht  an 
und  für  sich  schon  einem  System  I)  aequivalent.  so  ist  es  doch 
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noch  möglich  (mit  einer  Ausnahme  allerdings)  die  Gleichung  I) 
so  zu  Iransformiren,  dass  nach  der  Transformation  die  Gleichung 
4)  respective  4a)  identisch  besteht.  Dies  lässt  sich  aber  nicht 
durch  Einführung  neuer  Variablen  |,  an  Stelle  von  y  errei- 
chen ;  denn  sind  die  |,  r{  wirklich  unabhängige  Functionen  der  ac, 
y,  was  ja  nöthig  ist,  so  kann  das  neue  AT,  welches  die  Trans- 
formation ergiebt,  ebensowenig  verschwinden  wie  das  alte. 

Wir  müssen  vielmehr  für  t  eine  neue  Unbekannte  w  ein- 
fuhren, welche  eine  Function  von  .x,  /  ist  und  zwar  muss 
diese  Umformung  die  Gestalt  haben  t  %  w  V ,  wo  t  und  V 
noch  unbestimmte  Functionen  von  x,  y  allein  sind,  denn  nur  in 
diesem  Falle  bleibt  die  Gleichung  I)  bei  der  Transformation 
linear. 

v  können  wir  hier  sofort  =  0  setzen  und  so  geht  die 
Gleichung  I)  durch  die  Substitution  t  mm  w  %  über  in : 

und  zwar  ist : 


et  =  a  x ,  (f  ss  ß  t,  /  =  y  r,  j  =  1      —  «'  /  =  z/  r, 

'-«•5=  +  !>sf+»*. 


bx  T  •/ dy 

xt  —  a  5—^  —2>7  t — r  y  ^—j  —  ö  c  £  -r-' 

o  x2         (    ö  x  Oy      '  öf  ox  Oy 

r  =  c 

Soll  nun  die  neue  Gleichung  1)  —  wir  nehmen  zunächst 
wieder«  0  an  —  einem  Systeme  i)  äquivalent  sein,  so  muss 
für  eines  der  beiden  Zeichen  von  J  die  Gleichung  bestehen : 

Die  Werthe  6)  hierin  eingesetzt  geben : 

man  erhält  also  für  r  die  Differentialgleichung: 

'      0~x  a     b~y  t  J 

Für  jede  Lösung  r  dieser  Gleichung  7)  wird  l')  einem 
Systeme  I)  äquivalent,  ausgenommen  wenn  J  =  0. 
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Ist  J  =  0,  so  wird  K'  =  t  K ,  also  ist  dann  die  transfor- 
mirte  Differentialgleichung  1')  zugleich  mit  1)  einem  System  \) 
äquivalent  oder  nicht. 

Ist  in  I)  speciell  «  =  y  =  0,  aber  ö  und  e  beide  4=  0>  a'so 
4a)  nicht  erfüllt,  so  erhalt  man  das  Gleichungssystem : 


6a) 


a  =  /  =  0,    (T  =  ß  r, 


Soll  nun  die  neue  Gleichung  1)  einem  System  1)  äquivalent 
sein,  so  muss  e  verschwinden,  also  r  eine  Lösung  sein  der 
Gleichung : 

7a)  tß*Z  +  ,i-0. 

Diese  Resultate  lassen  sich  so  aussprechen  : 

»Jede  Gleichung  I)  in  der  J  4=  0  ist,  lässt  sich  durch  Inte- 
gration einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  zwischen  x1  y 
und  eine  Quadratur  auf  eine  Form  bringen ,  in  der  sie  einem 
Systeme  4)  äquivalent  ist.« 

Die  Aufstellung  des  Systems  \)  selbst  erfordert  noch  die 
Bestimmung  von  v  aus  der  Gleichung : 

wobei  hier  immer  dasselbe  Zeichen  von  /f  und  4  zu  wählen  ist, 
welches  vorher  in  7)  genommen  war,  und  umgekehrt. 

Die  Gleichung  für  v  nimmt  nun  nach  6)  die  Gestalt  an: 

^  =  cc  ^  +  {ß  —  J)      ,  wo  für  t  die  Lösung  von  7)  zu 

setzen  ist. 

Die  Ermittelung  von  r  und  v  erfordert  also  sicher  die  Inte- 
gration der  beiden  Differentialgleichungen  a  dy  —  [ß  ±  J)  dx 
=  0  und  ausserdem  noch  zwei  Quadraturen.  Das  ist  aber  der 
ungünstigste  Fall;  ist  a  =  y  =  0,  so  hat  man  nur  Quadraturen 
auszuführen,  um  r  und  v  und  damit  das  System  \  )  zu  bestimmen. 

»Die  vollständige Zurückführung  einer  Gleichung  I),  in  der 
d  4=  0  ist,  auf  ein  System  \)  erfordert  im  ungünstigsten  Falle 
die  Integration  zweier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
\.  Ordnung  und  zwei  Quadraturen.« 
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Die  beiden  Gleichungen  a  dy  —  [ti  +J)  dx  =  0  lassen 
sich  in  die  eine  zusammenziehen : 

a  dy1  —  2  ß  dx  dy  +  y  dx2  =  0  , 
denn  der  Factor  a,  den  wir  ja  verschieden  von  Null  annahmen, 
kann  weggelassen  werden,  a  dy2  —  %ßdxdy  -\-y  dx2  =  0  ist 
aber  die  Gleichung  der  Charakteristiken  der  Gleichung  1  und 
diese  Charakteristiken  spielen  in  allen  Theorien  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  besonders  seit 
Ampöre  eine  grosse  Rolle.  Wir  werden  es  mehr  mit  den  linea- 
ren partiellen  Differentialgleichungen  1 .  Ordnung  von  der  Form 
7)  zu  thun  haben. 

§3. 

Das  System  \  )  lässt  sich  immer  allgemein  integriren.  wenn 
x  =  0  ist,  denn  in  diesem  Falle  bestimmt  sich  ja  u  durch  eine 
lineare  partielle  Differentialgleichung  \.  Ordnung  und  /  des- 
gleichen, wenn  einmal  u  bekannt  ist. 

Es  liegt  daher  die  Frage  nahe,  wann  sich  eine  Gleichung  I 
so  umformen  liisst,  dass  sie  einem  Systeme  1)  äquivalent  wird, 
bezüglich  bleibt,  dabei  aber  die  unbekannte  Function  selbst 
nicht  mehr  enthält. 

Es  sei  wieder  a  =)=  0  und  J  4=  °-  Die  neue  Differentialglei- 
chung soll  einem  System  1)  äquivalent  sein,  also  muss  die  an- 
zuwendende Substitution  die  Form  haben  :  t  =  t  iv,  wo  t  eine 
Lösung  von  7)  ist.  Verlangt  man  ausserdem  noch,  dass  die  neue 
Gleichung  f)  w  nicht  enthalte ,  so  muss  x  =  0  werden  .  d.  h. 
es  muss  t  ausserdem  noch  eine  Lösung  der  folgenden  Gleichung 
sein  . 

'    a  b  x2        ^  bxby       1  b  y-  bx      ^  fry  T' 

Jede  Lösung  t  von  7)  genügt  nun  identisch  den  folgenden 
Differentialgleichungen : 

d  t      ß  +  J  b  t  K 

7J    5*  +"JT^  ~  T  TD' 

b*r      ß  +  J    b*x  bx  b  ß  +  J  b     K         K  bx 

a     bx  by       bybx     et  bx  %J       *d  bx  ' 

Ö2r  ß+J  b2x  bx  b  ß  +  J__  b  K  K  bx 
bxby         «  51/  5~y     «    ~~  T  b  y  %J      1  d  by 

Diese  drei  Gleichungen  multipliciren  wir  respective  mit 


Digitized  by  Google 


Partielle  Differentialgleichungen  2.  Ordnung.  45 

d,  a,  ß  —  z/,  addiren  alles  und  unter  Benutzung  der  Gleichung  4), 
der  Definitionsgleichung  von  Ä',  bekommen  wir: 

a  d  x2        "  üxby      'dt/2  da;      €  5^/  by 

Diese  Gleichung  reducirt  sich  noch  bedeutend,  weil  t  der 
Gleichung  7)  genügt ,  und  wir  finden ,  dass  t  mit  7)  zugleich 
eine  Lösung  ist  der  Differentialgleichung : 

A1       d2  x  ö2t  d2z       .  dz  dz 

Die  Vergleichung  mit  8)  zeigt  sofort ,  dass  t  nur  dann  eine 
Lösung  von  8)  sein  kann ,  wenn  für  eines  der  beiden  Zeichen 
von  J  identisch  stattfindet  die  Gleichung : 

»Ist  a  4=  0,  J^z  0  und  10)  identisch  erfüllt,  so  bringt  jede 
Lösung  t  von  7)  die  Gleichung  1)  auf  die  Form  1')  und  es  wird 
x  aa  0,  1')  aber  einem  System  1)  äquivalente 

Ist  hingegen  10)  nicht  identisch  erfüllt,  so  ist  es  mit  unsern 
Mitteln  nicht  möglich,  I)  auf  eine  Form  l  zu  bringen,  die  einem 
System  1)  äquivalent  wird  und  für  die  x'  verschwindet. 

Hier  wollen  wir  noch  des  Falles  <d  =  0  gedenken.  Wenden 
wir  auf  eine  Gleichung  I),  in  der  0  ist,  die  Substitution  t  = 
t  w  an,  so  ist  die  erhaltene  Gleichung  f)  immer  zugleich  mit  I) 
einem  Systeme  1)  äquivalent  oder  nicht.  Wenn  daher  nur  r 
eine  Lösung  der  Gleichung  8)  ist,  wird  x  immer  =  0,  also  I') 
von  w  frei  werden. 

»Istz/  —  0,  so  braucht  man  nur  eine  Lösung  x  der  verkürz- 
ten Gleichung  I),  nämlich  der  Gleichung  8)  zu  kennen,  um  durch 
die  Substitution  t  =  t  w  eine  Differentialgleichung  1')  zu  er- 
halten, in  der  x'  =  0  ist,  also  iv  selbst  nicht  vorkommt. 
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§*• 

Wir  untersuchten  vorhin  ,  wann  eine  Lösung  r  von  7  zu- 
gleich die  Gleichung  8),  welche  für  J  =  0  aus  I)  entsteht.  befrie- 
digt; um  nunmehr  das  £  der  Gleichung  I)  mit  zu  berücksichti- 
gen, ersetzen  wir  7)  durch  die  allgemeinere  Form : 

wo  a  eine  uns  ganz  zur  Verfügung  stehende  Function  von  j.} 
ist.  Wir  fragen  dann,  unter  welchen  Bedingungen  gentigt  eint 
Lösung  von  11  zugleich  der  Gleichung  I),  und  so  werden  wir 
eine  Methode  gewinnen,  eine  ganze  Classe  von  Differentiale  - 
chungen  der  Form  I)  allgemein  zu  integriren. 

Kine  ganz  ähnliche  Rechnung  wie  die  bei  der  Ableitut. 
von  9)  aus  7)  durchgeführte  zeigt,  dass  jede  Lösung  r  von  I! 
zugleich  auch  der  Differentialgleichung  genügt : 

Die  Gleichung  12  geht  aber  in  I  über,  wenn  40)  erfüllt 
und  ausserdem  a  der  Gleichung  genügt : 

«)  ■fe+Ü»-')  !;  +  •(' + 

In  14)  und  43)  ist  natürlich  das  Zeichen  von  J  zu  wählen 
für  welches  4  0  identisch  besteht.  Wir  haben  also: 

»Ist  a  4=  0  J  4=  0,  und  10)  erfüllt,  so  ist  jede  Lösungr  de! 
Gleichung  41),  darin  für  o  eine  Lösung  von  13)  gesetzt,  auch 
eine  Lösung  von  I). « 

Aber  noch  mehr:  unter  Voraussetzung  10)  ist  die  Glei- 
chung l)  weiter  nichts  als  das  Resultat  der  Elimination  von  ff 
aus  11)  und  13),  und  so  ergiebt  sich: 

»Die  Gleichung  I)  ist  unter  der  Voraussetzung  10)  aequiva- 
lent  dem  System  linearer  partieller  DiflTerentialgleichungoD 
4.  Ordnung  11)  und  13),  darin  nur  t  für  r  gesetzt.« 

Die  allgemeine  Lösung  x  des  Systems  11)  13),  ist  daher  auch 
aligemeine  Lösung  von  I).  Nun  bestimmt  aber  die  Gleichung  13 
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die  Function  a,  dieser  Werth  in  11)  eingesetzt  giebt  eine  line- 
are partielle  Differentialgleichung  1 .  Ordnung  für  r,  die  auch 
lösbar  ist.  Die  vollständige  Integration  des  Systems  1  1)  1 3)  er- 
fordert daher  die  Integration  der  beiden  Differentialgleichungen 
der  Charakteristiken  von  I)  und  sonst  nur  noch  Quadraturen. 
Auf  I)  übertragen,  giebt  das : 

»Ist  a  =)=  0>  d  4=  0  und  10)  erfüllt,  so  lässt  sich  die  Glei- 
chung I)  allgemein  integriren  und  zwar  sind  dazu  nöthig  die 
Integration  zweier  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  und 
blosse  Quadraturen.« 

Erwähnt  sei  hier  noch ,  dass  die  allgemeine  Lösung  von  I) 
sich  sofort  hinschreiben  lässt  in  dem  Falle  x  =  0,  £  =  0  und 
K  =  0  für  beide  Zeichen  von  J. 

Hier  ist  a  =  0  eine  Lösung  der  Gleichung  13)  und  da  10) 
für  jedes  der  beiden  Zeichen  von  J  erfüllt  wird,  so  ist  jede 
Lösung  der  beiden  Gleichungen : 

'  öx  a  Oy 

eine  Lösung  von  I) .  Man  braucht  daher  nur  die  beiden  Differen- 
tialgleichungen arfy  —  (ß  ±  J)  dx  =  0  zu  integriren;  zwei 
willkürliche  Functionen  ihrer  respectiven  Integrale  geben  addirt 
die  allgemeine  Lösung  von  I). 

Beispiel.  (I)  a^+^  +  ttg-  =0. 

a  =  x2,  ß  =  0,    /  =  1 ,    d  =  x,    £  =  x  =  £  =  0 , 

J-±ix,  JE  =  ±  4)  BO, 

also  besteht  1 0)  für  beide  Zeichen  von  J. 

ö  t       i  b  t 

Die  Gleichungen  14')  werden  :   ^  +  —  j-  =  0  • 

—  =  ±  idy,  xe  +  <2/  =  const. 

x 

t  ss  (p  ^x  e  ,2/j  +xp  |cce  ~~ ty^  ist  daher  die  allgemeine  Lö- 
sung von  I) . 

Der  Fall  a  =  y  =  0  lässt  eine  ganz  analoge  Behandlung  zu, 
wie  der  allgemeine  cc  =j=  0,  doch  wollen  wir  die  Rechnung  hier 
nicht  durchführen,  denn  das  Resultat  ist  wesentlich  dasselbe. 
Es  ergiebt  sich  demnach  : 
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Für  alle  Gleichungen  I),  welche  J  ^  0  haben  und  10)  be- 
friedigen, ist  die  ZurUckfUhrung  auf  ein  System  1)  unnöthig, 
da  für  sie  ein  System  11)  13)  existirt,  welches  sofort  aufgestellt 
werden  kann  und  die  allgemeine  Integration  von  I)  ermöglicht. 


§5. 

Man  kann  nun  umgekehrt  ein  System  11)  43)  mit  unbe- 
stimmten Coefficienten  analog  dem  System  1)  aufstellen  und  die 
Gleichung  1)  untersuchen,  welcher  ein  solches  System  11)  13) 
äquivalent  ist.  Darauf  wollen  wir  aber  jetzt  nicht  eingehen, 
sondern  um  die  Reduction  solcher  Differentialgleichungen  I) 
durchzuführen,  welche  10)  nicht  erfüllen,  kehren  wir  zu  dem 
System  1)  zurück,  auf  welches  jede  Gleichung  1)  zurückgeführt 
werden  konnte ,  ausgenommen  den  unter  allen  Gleichungen  I) 
überhaupt  sehr  exceptionellen  Fall: 

J  =  0,   aber  K  =(=  0. 

Diesen  Fall  schliessen  wir  aus  und  können  daher  voraus- 
setzen, dass  die  Gleichung  I)  schon  die  Form  hat,  in  welcher  sie 
einem  System  1)  äquivalent  ist,  dass  also  A'=  0  ist  für  eines 
der  beiden  Zeichen  von  d.  Unter  dieser  Voraussetzung  erhalten 
wir  für  I)  immer  ein  System  von  der  Form : 

.  du  du  y 

dl  dl 
V  55  +   »  Jy  =  "  ' 

Hieraus  aber  erhält  man  unter  Benutzung  der  Gleichungen  5)  : 
wobei  v  bestimmt  ist  durch : 

&v  =  Tx+  V  ~  4  5;  * 

Jetzt  vereinfachen  wir  das  System  14)  und  damit  zugleich 
die  zugehörige  Differentialgleichung  2.  Ordnung  für  t  durch  Ein- 
führung neuer  unabhängiger  Variablen  17  an  Stelle  von  sc,  y, 
wo  die  J,  r]  natürlich  unabhängige  Functionen  von  x,  y  sein 
müssen.  Hierdurch  gehen  die  Gleichungen  14)  über  in: 


») 


Ii) 
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lä-f(a  S5  +    +     5?)  +  91  {«  Ji+  ^  +  ^)      =  V  "  • 

Bei  den  Gleichungen  15)  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 

[.  Fall.  z/4=0.  Wir  können  dann  f,  rj  so  bestimmen,  dass 

in  15)  |~  und  ^  wegfallen,  wenn  wir  nämlich  f,  q  definiren 
durch  die  Gleichungen : 


16) 


Dabei  erhält  das  System  1 5)  die  Form : 

-«Si'^-O"  ■•■£)* 

In  der  Differentialgleichung  für  t,  welche  sich  hieraus 
ergiebt,  kommen  nur        ,  *j  noch  vor,  d.h. 

»Jede  Differentialgleichung  I),  in  der  J  ^  0  ist,  kann  auf 
die  Form  gebracht  werden : 

und  zwar  erfordert  diese  Reduclion  ausser  der  Integration  der 
beiden  Differentialgleichungen  der  Charakteristiken  von  I)  nur 
noch  Quadraturen. « 

II.  Fall.   J  =  0. 

In  diesem  Falle  verschwinden        und  *X  aus  den  Glei- 
ÖJ?  Ot) 

chungen  15),  wenn  man  q  definirt  durch:  =0. 

Man  kann  daher  noch  eine  Bedingung  hinzufügen,  etwa 
dass  die  zweite  Gleichung  15)  die  Form  annehmen  soll:  ^  =  t, 
und  erhält  so  die  Bedingungen : 


18) 


/   b  I      fl  d 


d  »7       fl  d  » 

Math.-phys.  Classe.  1662. 


da?       r  Oy 
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Das  System  15:  nimmt  daher  die  Form  an  : 

du  v2 

in  =  «-  (« 1 +  ö . 

und  die  zugehörige  Differentialgleichung  für  /  wird : 

[*t  +  Q-  Also: 

»Jede  Gleichung  I),  für  welche  J  =  0  und  Ä'  =  0  ist,  lasst 
sich  durch  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
1 .  Ordnung  und  durch  Quadraturen  auf  die  Form  bringen : 

19)  «  ^  =  xf  +  r«. 

19)  ist  aber  eine  lineare  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zwischen  t  und  f,  so  dass  also  in  diesem  Falle 
die  Integration  der  Gleichung  I)  auf  gewöhnliche  Differential- 
gleichungen führt. 

4  7)  und  19)  sind  die  Normalformen,  auf  welche  wir  alle 
Gleichungen  I),  in  denen  nicht  zugleich  J  =  0  und  Ä'  =(r  0  ist. 
bringen  können. 

Anmerkung.  Dass  Systeme  von  ähnlicher  Form,  wie  unser  System  4) 
durch  eine  partielle  Differentialgleichung  2.  Ordnung  ersetzt  werden  kön- 
nen, hat  schon  P.  du  Bois-  Heymond  »Beitrage  zur  Interpretation  der  partiel- 
len Differentialgleichungen  mit  drei  Variablen«,  Leipzig  1864,  p.  41,  bemerkt, 
ohne  jedoch  umgekehrt  die  Differentialgleichungen  2.  Ordnung  wirklich  auf 
solche  Systeme  zurückzuführen.  Die  Reduction  ferner  aller  Gleichungen 
von  der  Form  I)  auf  eine  Form,  in  der  a  =  y  =  0,  oder  ß  =  y  n  0  ist,  je 
nachdem  J  =J=  0  °der  —  0  'st,  hat  bereits  Ampere  durchgeführt  und  auch 
du  Bois-Heymond  giebt  im  §  95  pag.  203  seiner  Beiträge  diese  Reduction 
an.  Aber  dass  man  ,  wenn  d  =j=  0  ist »  auch  e  immer  noch  zum  Ver- 
schwinden bringen  kann  (siehe  Gleichung  47),  scheint  noch  nicht  bemerkt 
zusein.  Hingegen  zeigt  Lie  in  seiner  »Integration  durch  bestimmte  Inte- 
grale (Archiv  for  Mathematik  etc.)»  dass  im  Falle  4  =  0  alle  Gleichungen 
I  auf  eine  von  den  beiden  Formen  gebracht  werden  können  : 

Letzteres  Resultat  haben  wir  in  Gleichung  19)  auf  einem  anderen  Wege  ge- 
wonnen. 
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M.  W.  Drobisch,  Bericht  über  die  bei  der  diesjährigen  Revi- 
sion der  Leipziger  Universitäts-Wittwen-  und  Waisencasse  ange- 
wandten Rechnungmethoden  *] . 

Als  im  Jahre  1848  bei  uns  zur  Vorbereitung  einer  Univer- 
sitäts-Wittwen- und  Waisencasse  eineCommission  niedergesetzt 
wurde,  die  aus  den  Professoren  Wilhelm  Weber,  Möbius  und 
mir  bestand,  wurden  derselben  durch  Vermittelung  Weber's 
die  Grundzüge  der  Methode  bekannt ,  nach  welcher  Gauss  im 
Jahre  1845  den  Stand  der  Göttinger  Professoren-Wittwencasse 
untersucht  hatte.  Diese  Methode  stellt  sich  die  Aufgabe,  durch 
Rechnung  die  Grösse  der  Obliegenheiten  der  Casse  zu  bestim- 
men: 1)  gegen  die  vorhandenen  Wittwen  und  Waisen;  2)  gegen 
die  von  den  gegenwärtigen  Ehepaaren  zu  erwartenden  Wittwen 
und  Waisen ;  3)  gegen  die  zur  Zeit  nicht  verheiratheten  Mitglie- 
der, sofern  sie  sich  noch  verehelichen  und  Wittwen  und  Waisen 
hinterlassen  können;  endlich  4)  gegen  die  der  Casse  künftig 
beitretenden  Mitglieder  hinsichtlich  ihrer  Wittwen  und  Waisen. 
Es  bleibt  dann  nur  noch  zu  untersuchen  übrig,  ob  die  Mittel 
der  Casse  zureichend  sind ,  um  allen  diesen  Anforderungen  an 
sie  Genüge  zu  leisten.  Da  das  Statut  unserer  im  Jahre  1851  be- 
gründeten  Wittwen-  und  Waisencasse  festsetzte,  dass  alle  zehn 
Jahre  eine  Prüfung  des  Standes  der  Casse  vorzunehmen  sei ,  so 
ist  dies  in  den  Jahren  1861  ,  1871  und  1881  durch  zu  diesem 
Zweck  niedergesetzte  Commissionen  geschehen,  und  haben  sich 
an  denselben  der  Reihe  nach  die  Collegen  Möbius  und  Scheib- 
ner, Scheibner  und  Rruhns,  Scheibner  und  Adolph  Mayer  ge- 
meinschaftlich mit  mir  beiheiligt.  Bei  allen  drei  Revisionen 
wurde  die  Gauss'sche  Untersuchungsweise  festgehalten,  die  uns 
aber  in  extenso  erst  im  Jahre  1873  durch  die  im  4.  Bande  von 
Gauss'  Werken  veröffentlichte  Abhandlung :  »Anwendung  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  auf  die  Bestimmung  der  Bilanz 
der  Wittwencassen«  bekannt  wurde.  Da  jedoch  die  Gauss'schen 

*)  Vorgelegt  und  zum  Druck  übergeben  am  14.  November  1882. 

4* 
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Berechnungsarien  zum  Theil  sich  auf  vieljährige  bei  der  Göttin- 
ger  Professoren-Witt  wencasse  gemachte  Erfahrungen  gründe- 
ten, deren  Ergebnisse  auf  unsere  Verhaltnisse  nicht  übertraghar 
waren,  so  musste  es  versucht  werden,  in  einigen  Punkten  an- 
dere Wege  einzuschlagen ,  und  wrurde  es  mir  überlassen  ,  die- 
selben zu  ermitteln  und  in  Vorschlag  zu  bringen.  Was  sich  mir 
nun  zuletzt  als  das  Angemessenste  dargestellt  hat  und  in  den 
nachfolgenden  Paragraphen  motivirt  ist,  hat  sich  zwar  der  Zu- 
stimmung der  Herren  Collegen  Scheibner  und  Mayer  zu  erfreuen 
gehabt,  doch  sind  dieselben  mit  der  gegenwärtigen  Veröffent- 
lichung dieses  Versuchs  völlig  einverstanden,  da  hierdurch  der 
Kritik  Gelegenheit  gegeben  wird,  sich  darüber  auszusprechen, 
und,  wie  das  Urtheil  auch  ausfallen  möge,  dieses  der  nächsten 
Revision  nur  zu  statten  kommen  kann.  Vielleicht  werden  da- 
durch auch  Mittheilungen  über  die  Grundsätze  veranlasst,  nach 
welchen  an  anderen  Universitäten  als  Göttingen  und  Leipzig  der 
Stand  der  Professoren  -  Wittwen  -  und  Waisencassen  geprüft 
wird.  — Noch  sei  bemerkt*  dass,  um  über  das  ganze  bei  unserer 
letzten  Revision  angewandte  Verfahren  Rechenschaft  abzulegen, 
in  den  ersten  vier  Paragraphen  auch  einige  allgemein  bekannte 
Formeln  aufgenommen  und  abgeleitet  worden  sind.  Erst  nach 
Abschluss  der  Revision  sind  noch  die  Paragraphen  14,  15  und  18 
hinzugekommen. 

§»• 

Rei  allen  Anwendungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnuni: 
auf  menschliche  Lebensverhältnisse  wird  grundsätzlich  ange- 
nommen ,  dass  jedes  männliche  oder  weibliche  Individuum  bis 
zum  höchsten  seinem  Geschlecht  erreichbaren  Alter,  welches 
die  dabei  zu  Grunde  gelegte  Sterblichkeitstafel  angiebt,  zu  leben 
hoffen  darf,  jedoch  mit  einer  bei  jedem  höheren  Lebensjahre 
sich  vermindernden  Wahrscheinlichkeit.  Hierauf  beruht  zu- 
nächst die' Bestimmung  der  Grösse  des  Capitals,  das  eine  Witt- 
wencasse  besitzen  muss,  um  einer  im  Alter  von  f  Jahren  stehen- 
den Wittwe  bis  an  ihr  Lebensende  alljährlich  die  Pension  p 
zahlen  zu  können. 

Bezeichnet  nämlich  L  die  durch  die  Sterblichkeitstafel  ge- 
gebene Zahl  der  im  Alter  f  lebenden  Frauen,  und  h+n  die  Zahl 
derselben,  die  nach  n  Jahren,  also  im  Alter /'-h  n,  noch  am  Le- 
ben sind,  so  ist 
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h 

die  Wahrscheinlichkeit,  dass  eine  /"Jahre  alte  Frau  nach  n  Jah- 
ren noch  leben  wird.  Ist  sie  nun  eine  Wittwe,  welche  die  Pen- 
sion /)  zu  beziehen  hat  ,  so  ist  der  wahrscheinliche  Werth  der 
nach  n  Jahren  fälligen  Rate  derselben 

'/±»  » 
</  1 

Bezeichnet  ferner  r  den  Zinsfuss,  zu  welchem  die  Wittwencasse 

ihre  Capitalien  mit  Zins  auf  Zins  nutzt,  so  ist,  wenn  man  —  =  q 

setzt,  der  auf  die  Gegenwart  discontirte  Werth  der  vorstehen- 
den Pensionsrate 

d.  i.  das  Capital,  welches  die  Casse  gegenwärtig  besitzen  muss, 
um  diese  Rate  nach  11  Jahren  zahlen  zu  können.  Setzt  man  nun 
in  diesem  Ausdruck  successiv  n  =  4,  2,  3,  ...  5,  wo  dann  f+s 
das  höchste,  Frauen  erreichbare  Alter  (nach  Brune's  Sterb- 
lichkeitstafel 99  Jahre)  ist,  und  zieht  die  Summe,  so  ist 

rf  fyn  e  +  lr+*  f  +  lr+»  ?3  +  ■  ■  •  +  lr+*  **)  =  PRr  •  •  •  •  M 

das  Capital ,  das  die  Casse  besitzen  muss ,  um  der  Wittwe  bis 
an  ihr  Lebensende  die  jährliche  Pension  p  zahlen  zu  können. 
Der  numerische  Werth  von  Rf  ist  der  gegenwärtige  der  Leib- 
rente \  einer  f  Jahre  alten  Frau.  Wir  haben  denselben  für 
jede  der  vorhandenen  Wittwen  der  von  Haltendorff  seiner 
deutschen  Bearbeitung  von  David  Jones'  Schrift:  »Leibrenten 
und  Lebensversicherungen«  (Hannover  1859)  beigegebenen, 
nach  Brune's  Sterblichkeitstafel  berechneten  Tafel  der  Leibren- 
ten (S.  234)  entnommen.  Da  das  Alter  der  vorhandenen  Witt- 
wen bis  auf  Zehntel  des  Jahres  genau  bestimmt  wurde,  so  ergab 
sich  der  Werth  der  Leibrente  durch  eine  einfache  Interpolation. 

Da  die  der  Sterblichkeitstafel  entnommenen  Zahlen  lf  und 
lf+n  nur  angeben,  wieviele  aus  einer  sehr  grossen  Zahl 
von  Frauen  durchschnittlich  im  Alter  f  und  f  4-  n  leben, 
so  hat  die  Berechnung  des  Zahlenwerthes  von  pRf  für  die  ein- 
zelne Wittwe  keine  irgendwie  zuverlässige  Bedeutung.  Denn 
es  kann  nicht  angenommen  werden,  dass  die  Lebensfähigkeit 
einer  jeden  gerade  die  durchschnittliche  der  Frauen  ihres 
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Alters  sei.  Nur  bei  einer  sehr  grossen  Zahl  von  Wittwen 
wird  die  nach  ihrem  Alter  berechnete  Summe 

der  Summe,  die  auf  die  Pensionen  sämmtlicher  Wittwen  zusam- 
mengenommen wirklich  verwendet  worden  ist  (welche  selbst- 
verständlich erst  nach  ihrem  Absterben  sich  ermitteln  Iässt), 
nahe  gleich  sein. 

Hieraus  folgt  von  selbst,  dass  bei  einer  Wittwencasse  wie 
die  unsrige ,  wo  die  Zahl  der  vorhandenen  Wittwen  immer  nur 
eine  sehr  mässige  sein  wird  (sie  betrug  32  am  Ende  des  Jahres 
1881),  die  Vorausberechnung  des  für  die  Pensionen  der  Witt- 
wen erforderlichen  Capjtals  nicht  eine  sehr  genaue  Bestätigung 
durch  die  nachfolgende  Erfahrung  erwarten  darf.  Dasselbe  gilt 
von  den  weiteren  Berechnungen  des  Capitalbedarfs  der  Gasse 
für  die  künftig  zu  erwartenden  Wittwen  und  Waisen.  Denn 
Uberall  kann  bei  uns  und  allen  ähnlichen  Anstalten  »dem  Ge- 
setz der  grossen  Zahlen«  nur  unvollkommen  Gnüge  ge- 
than  werden. 

§2. 

Sind  Waisen  vorhanden,  so  sei  7t  die  Pension ,  welche 
eine  a  Jahre  alte  Waise  bis  zur  erlangten  Mündigkeit,  d.  i.  bis 
zum  vollendeten  ,«ten  (bei  uns  21sten)  Lebensjahre  alljährlich 
zu  beziehen  hat.  Dann  ist  dieselbe  eine  nächst — a  Jahren  auf- 
hörende Leibrente.  Bezöge  die  Waise  dieselbe  bis  an  ihr  Le- 
bensende, so  wäre  ihr  gegenwärtiger  Werth 

7t  Ha. 

OfFenbar  aber  muss  davon  abgezogen  werden  der  auf  die  Gegen- 
wart discontirte  Werth,  den  die  Leibrente  7t  zu  der  Zeit,  zu 
welcher  die  Waise  mündig  geworden  ist,  also  nach  fi — «  Jahren 
hat.  Da  dann  die  Waise  p  Jahre  alt  ist,  so  ist  dieser  Werth, 
wenn  r  der  Zinsfuss, 

**« 

Da  es  aber  nicht  gewiss,  sondern  nur  im  Grade  -j£  wahrschein- 

lieh  ist ,  dass  die  Waise  das  Jahr  ihrer  Mündigkeit  vollenden 
wird,  so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  nach  fi — cc  Jahren  an- 
hebenden Leibrente  rt  nur 
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folglich  der  gegenwärtige  Werth  der  ganzen  Waisenpension, 
und  somit  der  Capitalbedarf  der  Casse  für  eine  solche  Waise 

 (2) 

Die  Zahlenwerthe  von  Ra,  flw,  la  und  /w  findet  man ,  nach  De- 
p  a  r c i  e  ux's  Sterblichkeitstafel  berechnet,  bei  Hattendorf  a.  a.  0. 
S.  284. 

§3. 

Für  ein  Ehepaar,  in  welchem  der  Mann  m,  die  Frau  /"Jahre 
alt  ist,  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  die  Frau  nach  n  Jahren 

noch  leben  wird,  ^y1*  ,  die  Wahrscheinlichkeit  aber,  dass  der 

V 

Mann  dann  gestorben  sein  wird,  wenn  /„,  und  lm+n  in  Bezug 

auf  ihn  die  analoge  Bedeutung  haben  wie  L  und  l,+n  in  Be- 

l 

Ziehung  auf  seine  Frau,  1  — ,  folglich  die  Wahrscheinlich- 

'in 

keit,  dass  die  Frau  nach  n  Jahren  Wittwe  sein  wird, 

vi  — tri" 

Hat  sie  nun  als  Wittwe  die  jahrliche  Pension  p  zu  beziehen ,  so 
ist,  wenn  sie  /' 4-  n  Jahre  alt  geworden ,  der  wahrscheinliche 
und  auf  die  Gegenwart  discontirte  Werth  derselben,  wenn  wieder 

y  =  o  gesetzt  wird, 

\  b       '   Im*/    )PQ  ' 
und  diese  Summe  das  der  Casse  erforderliche  Capital ,  um  die 
nach  n  Jahren  fällige  Pensionsrate  zahlen  zu  können.  Setzt  man 
in  diesem  Ausdruck  successiv  n  =  I,  2,  3,  ...  z  und  zieht  die 
Summe,  so  kommt 

In  diesem  Ausdruck  ist  der  Minuend ,  wenn  man  f  •+-  z  =  99 
setzt,  vermöge  Formel  (1),  offenbar  pRf.  Der  Subtrahend  aber 
ist,  wenn  in  demselben  (da  nach  Brune  das  höchste  den  MUn- 
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nern  erreichbare  Alter  94  Jahre  beträgt)  z  =  94  —  m  gesetzt 
wird,  der  gegenwärtige  Werth  einer  Kente  welche  das  Ehe- 
paar .  so  lange  als  Mann  und  Frau  noch  mit  einander  ehelich 
verbunden  leben,  zu  beziehen  hätten,  eine  Ve  rb  indungs- 
rente.  Bezeichnet  man  den  Werth  derselben  durch  pVm,p 
so  ist  der  gegenwärtige  Werth  der  künftigen  Wittwenpension 
der  Frau 

V  fßf  -  V,n,f)  (3) 

Ihre  künftige  Wittwenpension  kann  demnach  als  eine  gleich 
grosse  Leibrente  derselben  auf  Lebenszeit  betrachtet  werden, 
die  jedoch  während  der  Jahre,  welche  sie  mit  ihrem  Manne  noch 
verbunden  lebt,  in  Wegfall  kommt.  Die  Zahlenwerthe  von  Vni)f 
giebt  für  den  Zinsfuss  r  =  1,035  Hattendorff  a.  a.  0.  S.  240  ff. 
Sind  m  und  fbis  auf  Zehntel  des  Jahres  gegeben,  so  bedarf  es 
zur  Ermittelung  von  Vmr  einer  dreifachen  Interpolation. 

Wird  nun  für  jede  der  jetzt  noch  verheiratheten  Frauen 
nach  der  vorstehenden  Formel  der  Wrerth  ihrer  künftigen  Witt- 
wenpension berechnet,  so  ist  die  Summe  das  Capital,  dessen  die 
Casse  bedarf,  um  die  Pensionen  aller  von  den  jetzigen  Ehe- 
paaren zu  erwartenden  Wittwen  bestreiten  zu  können,  das  sich 
aber  durch  die  Zahlung  derselben  zuletzt  gänzlich  aufzehrt. 

Da  die  Zahl  der  Ehepaare  jederzeit  grösser  sein  wird,  als 
die  der  vorhandenen  Wittwen*),  so  scheint  insofern  der  berech- 
nete Capitalbedarf  für  die  zu  erwartenden  Wittwen  grösse- 
ren Anspruch  auf  Bestätigung  durch  die  nachfolgende  Erfahrung 
zu  haben,  als  der  für  die  bereits  vorhandenen  Wittwen  be- 
rechnete. Aber,  wie  schon  Gauss  bemerkt  hat,  kann  der  Be- 
rechnung des  jetzigen  Werthes  der  Pension  der  künftigen  WTittvve 
eines  jetzt  noch  verheiratheten  Mannes  nicht  ganz  die  Zuverläs- 
sigkeit beigelegt  werden,  wie  der  der  Pension  einer  jetzt  schon 
vorhandenen  Wittwe.  Denn  bei  einem  Ehepaar  kann  sowohl 
die  Frau  ihren  Mann  ,  als  auch  der  Mann  seine  Frau  tiberleben, 
und  für  das  Eine  wie  für  das  Andere  lässt  sich  der  Grad  der 
Wahrscheinlichkeit,  dass  es  geschehen  wird,  aus  dem  Alter  der 
Ehegatten  ableiten.  Nun  hat  zwar,  wenn  der  Mann  seine  Frau 
überlebt,  also  Wittwer  wird,  die  Casse  keine  Ausgabe  zu  be- 
streiten ;  im  Gegentheil  kommen  ihr  dann  die  jährlichen  Bei- 
träge des  Mannes  zur  künftigen  Wittwenpension  seiner  Frau, 

♦)  Näheres  hierüber  folgt  in  §  16. 
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die  er  bis  zu  ihrem  Tode  gezahlt  hat,  ohne  jegliche  Gegenleistung 
zu  Gute.  Da  aber  Wittwer  sich  häufig  wieder  verheirathen, 
und  überdies  dann  meistens  ihre  zweiten  Frauen  weit  jünger 
sind  ,  als  ihre  ersten  bei  ihrem  Ableben  waren,  so  steht  der 
Gasse  ausser  der  Fürsorge  für  die  Wittwenpension  der  jetzigen 
Frau  auch  noch  die  unter  den  angegebenen  Umständen  leicht 
länger  dauernde,  daher  ein  grösseres  Capital  fordernde  Pensio- 
nirung  einer  zweiten  Frau  in  Aussicht  und  erwächst  ihr  daraus 
eine  eventuelle  Mehrbelastung,  die  sich  jedoch  jeder  Vorausbe- 
stimmung durch  Rechnung  gänzlich  entzieht. 

Der  nach  der  Formel  (3)  berechnete  Capitalbedarf  der  Casse 
für  die  künftigen  Wittwenpensionen  der  Frauen  vermindert  sich 
durch  die  jährlichen  Beiträge  ihrer  Ehemänner.  Sei  b  der  Bei- 
trag, den  ein  m  Jahre  alter  Mann,  so  lange  als  er  mit  seiner  Frau 
ehelich  verbunden  lebt,  alljährlich  zu  entrichten  hat,  so  ist  dies 
offenbar  eine  Verbindungsrente,  deren  gegenwärtiger  Werth 

Ist  aber,  wie  bei  unserer  Anstalt,  der  Mann  verpflichtet,  für  den 
Fall,  dass  er  seine  Frau  Uberlebt,  seine  Beiträge,  auch  wenn  er 
sich  nicht  wieder  verheirathet ,  bis  an  sein  Lebensende  fortzu- 
zahlen, so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  er  nach  n  Jahren 
noch  leben,  seine  Frau  aber  gestorben  sein  wird, 

'tr"  (<-'*?)• 

daher  der  auf  die  Gegenwart  discontirte  Werth  seines  nach  n 
Jahren  als  Wittwer  zu  zahlenden  Beitrags 

Im  hui/     I     f  * 

Setzt  man  nun  successiv  n  =  4,  2,  3,  .  .  .z ,  wo  z  =  94  —  m, 
und  zieht  die  Summe,  so  kommt 

wo  Rm  der  gegenwärtige  Werth  der  Leibrente  \  eines  m  Jahre 
alten  Mannes,  und  ist  dadurch  der  gegenwärtige  Werth  der 
eventuell  nach  dem  Tode  seiner  Frau  zu  zahlenden  Beiträge  be- 
stimmt.  Da  nun  der  Werth  der  bei  Lebzeiten  seiner  Frau  zu 
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zahlenden  Beiträge  bVmf  war,  so  ist  der  jetzige  Werth  aller 
von  ihm  überhaupt  zu  zahlenden  Beiträge 

bH„,  (*') 

Durch  Abzug  desselben  von  dem  nach  Formel  (3)  bestimmten 
gegenwartigen  Werthe  der  künftigen  Wittwenpension  seiner 
Frau  reducirt  sich  der  Capitalbedarf  der  Casse  für  dieselbe  auf 

Die  Summe  der  hiernach  für  alle  vorhandenen  Ehefrauen  be- 
rechneten Werthe  giebt  den  Capitalbedarf  der  Casse  für  die  Ge- 
sammtheit  der  von  den  jetzigen  Ehepaaren  zu  erwartenden 
Witt  wen. 

Da  bei  uns  auch  jedes  noch  nicht  verheiralhete  Mitglied 
verpflichtet  ist,  auch  wenn  es  unverheirathet  bleibt,  den  Bei- 
trag zu  leisten ,  so  ist  der  jetzige  Werth  aller  seiner  Beiträge 
nach  Formel  (4*)  zu  bestimmen. 

Der  Capitalbedarf  der  Casse  für  die  Pensionen  der  von  den 
vorhandenen  Ehepaaren  zu  erwartenden  Waisen  ist  bei  den 
früheren  Revisionen  am  Ende  der  Jahre  1861  und  1871  nach 
den  Ergebnissen  der  Untersuchung  des  Standes  der  Göttinger 
Professoren-Wittwencasse,  die  Gauss  im  Jahre  1845  ausgeführt 
hatte,  bestimmt  worden.  Gauss  hatte  gefunden,  dass  in  Göttin- 
gen die  Summe  der  bis  dahin  den  WTittwen  wirklich  ausgezahl- 
ten und  auf  den  Zeitpunkt  des  Beitritts  ihrer  Männer  zur  Witt- 
wencasse  discontirten  Pensionen  sich  zu  der  Summe  der  bis 
dahin  den  Waisen  wirklich  ausgezahlten  und  auf  denselben 
Zeitpunkt  (den  des  Beitritts  ihrer  Väter)  discontirten  Pensionen 
sich  verhielt  wie  6:1.  Er  nahm  daher  für  Göttingen  als  Regel 
an ,  dass  daselbst  nach  den  bis  dahin  gemachten  Erfahrungen 
auch  für  die  Pensionen  der  künftig  zu  erwartenden  Waisen 
ein  Sechstel  des  berechneten  Werth  es  der  Pensionen  der  zu 
erwartenden  Wittwen  anzusetzen  sei.  Diese  Regel,  die 
überdies,  wie  Gauss  selbst  bemerkt,  schon  früher  Kritter  auf- 
gestellt, aber  nach  seinem  Urtheil  nicht  zulänglich  begründet 
hatte,  wurde  auch  bei  uns  adoptirt.  Das  nach  derselben  für  die 
Waisen  erforderliche  Sechstel  des  Werthes  der  Wittwenpensio- 
ncn  betrug  in  den  Jahren  1861  und  1871  bezw.  11966  und 
18455  Thlr.,  und  hätten  von  dem  letzteren  Capital  die  Pensio- 
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nen  von  133^  Thlr.  für  18,  durchschnittlich  \  Jahre  alte  Wai- 
sen bis  zu  ihrer  Mündigkeit  bestritten  werden  können. 

Aber  diese  Annahme,  dass  zur  Deckung  der  Waisenpensio- 
nen ein  Sechstel  des  jetzigen  Werthes  der  künftigen  Wittwen- 
pensionen  der  vorhandenen  Ehefrauen  erforderlich  sei ,  hat  die 
bei  unserer  Wittwen-  und  Waisencasse  gemachte,  nunmehr  30- 
jährige  Erfahrung  nicht  entfernt  gerechtfertigt.  Denn  es  ist 
wahrend  dieser  Zeit  ein  einzigesmal  (innerhalb  des  ersten  Jahr- 
zehnts) vorgekommen ,  dass  drei  Töchter  eines  Professors  zu 
Waisen  wurden  und  als  solche  einige  Jahre  lang  Pensionen  zu  je 
1 00  Thlrn.  bezogen ,  deren  auf  das  Todesjahr  ihres  Vaters  dis- 
contirter  Werth  noch  nicht  1600  Thlr.  betrug.  Nun  kann  zwar 
unsere  Anstalt  in  Zukunft  hinsichtlich  der  Zahl  der  Waisen  weit 
ungünstigere  Erfahrungen  als  bisher  machen.  Indess  hat  sich 
doch  auch  in  Göttingen  das  angegebene  Verhältniss  seit  1845 
erheblich  geändert.  Gauss  selbst  fand  dasselbe  im  J.  1851,  wo 
ihm  eine  grössere  Anzahl  von  Fällen  zur  Vergleichung  und  Be- 
rechnung vorlag,  gleich  7:1,  was  uns  aber  erst  nach  Veröffent- 
lichung des  4.  Bandes  seiner  Werke  im  J.  1873  bekanntwurde. 
Nach  einer  Mittheilung  seines  Nachfolgers,  des  Herrn  Professor 
Dr.  Schering,  hat  sich  aber  seit  1851,  wie  die  Revisionen  der 
Göttinger  Writtwencasse  in  den  Jahren  1860,  1865,  1870,  1875 
und  1880  erwiesen  haben,  daselbst  das  Verhältniss  zwischen 
den  Werthen  der  Wittwen-  und  der  Waisenpensionen  ununter- 
brochen gesteigert,  so  dass  es  am  Ende  des  Jahres  1880  gleich 
971  :  100,  also  fast  10  :  1  war.  Dieses  Verhältniss  ergab  sich 
aus  der  Vergleichung  der  Werlhe  der  seit  Gründung  der  Göttin- 
ger Gasse  an  71  Wittwen  und  10  Waisen  wirklich  ausgezahlten 
Pensionen. 

Dass  nun  bei  uns  aus  den  Erfahrungen  des  so  kurzen  Zeit- 
raums von  30  Jahren,  innerhalb  dessen  von  63  verstorbenen 
Mitgliedern  45  Wittwen,  aber  nur  3  Waisen  hinterlassen  wur- 
den ,  nach  der  Gauss'schen  Methode  sich  keine  Regel  auch  nur 
für  die  nächste  Zukunft  würde  ableiten  lassen ,  liegt  auf  der 
Hand.  Da  uns  aber  ganz  unbekannt  war,  wie  viele  unmündige 
Kinder  die  84  Ehepaare  und  32  Wittwen  des  Jahres  1881  hat- 
ten, und  wie  viele  also  überhaupt  Waisen  werden  könnten, 
so  haben  wir  uns  auf  folgende  Art  zu  helfen  gesucht. 
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§6. 

Da  nach  der  bei  uns  bis  jetzt  gemachten  Erfahrung  auf  ein 
Jahrzehnt  durchschnittlich  eine  Waise  kam,  so  nahmen  wir 
dagegen  an ,  dass  in  dem  bevorstehenden  nächsten  Jahrzehnt 
zehn  Waisen  zu  erwarten  seien  ;  gewiss  eine  für  dieCasse  sehr 
ungünstige  Voraussetzung.  Da  nach  dem  Statut  unserer  Casse 
nur,  wenn  drei  oder  mehr  Waisen  von  denselben  Eltern  vor- 
handen sind ,  sie  zusammengenommen  eine  volle  Wittwenpen- 
sion  von  400  Thalern  zu  beziehen  haben ,  diese  aber  auf  f  und 
|  einer  solchen  Pension  sinkt,  wenn,  nachdem  eine  oder  meh- 
rere der  älteren  Waisen  mündig  geworden,  bezw.  nur  noch  zwei 
oder  eine  Minderjährige  vorhanden  sind ,  so  kann  die  Pension, 
die  auf  eine  einzelne  Waise  kommt,  nie  mehr,  wohl  aber  weniger 
als  Thaler  betragen.  Das  folgende  Tafelchen  giebt  nun  die 
Werthe,  den  diese  Pension  zu  der  Zeit,  zu  welcher  die  Minder- 
jährigen zuWTaisen  wurden,  für  alle  Waisen  von  0  bis  20  Jahren 
an  und  ist  nach  der  obigen  Formel  (2)  berechnet. 


Alter 

Werth 

Alter 

Werth 

der  Waiße 

ihrer  Pension 

der  Waise 

ihrer  Pension 

0  Jahre 

1217,3  Thlr. 

11  Jahre 

1067,2  Thlr. 

1  » 

1558,0 

12 

a 

980,4  » 

2  » 

1561,6 

» 

13 

u 

888,9  » 

3  » 

1545,7 

» 

14 

M 

792,9  » 
686,3  ». 

4  » 

1516,0 

» 

15 

» 

5  » 

1472,1 

» 

!  16 

M 

588,1  » 

6  »» 

1419,8 

» 

17 

» 

479,8  » 

7  » 

1360,2 
1294,9 

u 

18 

M 

367,1  • 
249,9  » 

8  » 

» 

19 

» 

9  » 

1224,7 

» 

20 

» 

127,6  » 

10  i 

1148,8 

Die  Summe  dieser  24  Werthe  beträgt  21547  Thlr.;  es  ist 
demnach  der  mittlere  Werth  einer  Waisenpension 

4026  Thlr. 

Er  fällt  sehr  nahe  auf  das  Alter  von  4  4|  Jahren.  Die  in  dem 
nächsten  Jahrzehnt  zu  erwartenden  40  Waisen  von  diesem  mitt- 
leren Alter  können  sich  aber  in  sehr  verschiedener  Weise  auf 
dasselbe  vertheilen.  Es  wird  genügen,  folgende  Fälle  zu  unter- 
scheiden. 

4)  Wird  nach  4,  2,  3.  ...  40  Jahren  je  eine  Minderjährige 
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zur  Waise,  so  ist  der  auf  die  Zeit,  wo  sie  Waise  wurde,  discon- 
tirte  Werth  der  mittleren  Pension  derselben  von  1026  Thlrn., 
wenn  r  =  1,035, 

I0ä6  (±  +  J,  +  £  +  ...  +  1)  =  1026 •  --7=  8531  Thlr. 

2)  Treten  nach  1,  3,  5,  7,  9  Jahren  je  zwei  Waisen  zu- 
gleich ein,  so  ist  der  discontirte  W'erth  ihrer  mittleren  Pensionen 

2052  (1  +  -L  +  -1  +  . . .  +  -L)  =  2052 .  JLjp  =  8681  Thlr. 

3)  Treten  nach  1  und  4  Jahren  je  drei  Waisen  und  nach 
7  und  10  Jahren  je  zwei  Waisen  zugleich  ein,  so  ist  der  discon- 
tirte Werth  ihrer  Pensionen 

3078  j-i  +       +  2052  (i      -Ü  =5656  4-  3068  =  8724  Thlr. 

4)  Treten  nach  1  und  5  Jahren  je  4  W:aisen  und  nach  9  Jahren 
je  zwei  Waisen  zugleich  ein,  so  ist  der  discontirte  Werth  ihrer 
Pensionen 

4104  |-1  +  ±)  +  2052  •  i  =  7421        1506  =  8927  Thlr. 

Hiernach  konnten  nun 

9000  Thlr. 

als  zureichend  für  die  Pensionen  der  10  im  nächsten  Jahrzehnt 
zu  erwartenden  Waisen  angesehen  werden.  Diese  Summe  ist 
der  18.  Theil  des  gegenwärtigen  Werthes  der  künftigen  Wittwen- 
pensionen  (a  400  Thlr.)  der  im  Jahre  1881  noch  verheiratheten 
Frauen.  Und  so  haben  wir  für  diesesmal  an  die  Stelle  des 
früheren  Sechstels  ein  Achtzehntel  des  Werthes  der  künf- 
tigen Wittwenpensionen  gesetzt. 

§7. 

Da  die  zur  Zeit  nicht  verheiratheten  Mitglieder  (seien 
sie  Ledige  oder  Wittwer)  sich  möglicher  Weise  noch  verhei- 
rathen  können,  so  hat  die  Casse  die  Verpflichtung,  auch  für  die 
eventuell  von  ihnen  hinterlassenen  Wittwen  und  Waisen  zu 
sorgen.   Da  es  aber  ganz  unbestimmbar  ist,  ob  alle  oder  nur 
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ein  Theil  derselben  heirathen,  und  wann  diess  geschehen  wird, 
so  kann  hier  unter  allen  Umständen  nur  eine  hypothetische 
Abschätzung  versucht  werden. 

Gauss  verfuhr  hierbei  folgendermaassen.  Er  betrachtete 
alle  Nichtverheirathete  als  bereits  verheirathet  und  setzte  den 
Capitalbedarf  der  Casse  für  die  Pensionen  der  von  jedem  nicht- 
verheirathelen  Mitglied  künftig  zu  hinterlassenden  Wittwen  und 
Waisen  gleich  dem  Capitalbedarf.  welcher  durchschnittlich 
auf  die  Pensionen  der  Wittwen  und  Waisen  eines  verheira- 
theten  Mitglieds  kommt.  Es  verhält  sich  hiernach  der  für  die 
Gesammtheit  der  Hinterlassenen  derNichtverheiratheten  er- 
forderliche Capitalbedarf  zu  dem  Capitalbedarf  für  die  Gesammt- 
heit der  Hinterlassenen  der  Verheiratheten  wie  die  Zahl  der  er- 
steren  zu  der  Zahl  der  letzteren.  Da  bei  uns  im  J.  1881  auf  84 
verheirathete  Mitglieder  14  nichtverheirathete  (unter  welchen 
6  Wittwer)  kamen,  so  war  nach  dieser  Annahme  zur  Zeit  der 
Capitalbedarf  für  die  Wittwen  und  Waisen  der  Nichtverheira- 
theten  ein  Sechstel  des  Capitalbedarfs  für  die  Wittwen  und 
Waisen  der  Verheiratheten  und  betrug 

25456  Thlr. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  die  Casse  für  die  Hinter- 
lassenen der  Nichtverheiralheten  ein  nach  dieser  Methode  be- 
rechnetes Capital  reservirt,  sie  auf  den  äussersten  Fall,  der  vor- 
kommen kann,  gerüstet  ist;  wobei  indess  doch  noch  einee- 
wendet  werden  könnte ,  dass ,  wenn  Männer  in  späteren  Jahren 
heirathen ,  sie  gewöhnlich  sich  Frauen  wählen ,  die  bedeutend 
junger  sind  als  die  Frauen  durchschnittlich  im  Verhältniss 
zu  dem  Alter  ihrer  Männer  zu  sein  pflegen.  Wollte  man  dies 
berücksichtigen,  so  w  ürde  allerdings  eine  noch  grössere  Summe 
als  die  nach  Gauss  berechnete  für  die  Hinterlassenen  der  Nicht- 
verheiratheten  gefordert  werden  müssen. 

§8. 

Indessen  kann  man  bei  dieser  Abschätzung  ^doch  auch  von 
folgendem  Gesichtspunkte  ausgehen.  Der  Annahme,  dass  alle 
Nichtverheirathete  sich  noch  verehelichen  werden,  ja  dass  sie 
sogar  als  bereits  verheirathet  zu  betrachten  sind,  steht  die  ent- 
gegengesetzte gleich  berechtigte  Möglichkeit  gegenüber,  dass 
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alle  unverheirathetbleiben  werden*;.  In  diesem  Falle 
ist  aber  der  nach  ihrem  Alter  berechnete  gegenwärtige  Werth 
ihrer  Beiträge  ein  rei ner  C  a pi  ta lgewin n  für  dieCasse  ohne 
jegliche  Gegenleistung.  Bei  uns  betrug  im  J.  1881  dieser  Werth 
der  Beiträge  der  14  Nichtverheiratheten  2619  Thlr.  Zieht  man 
diesen  eventuellen  Gewinn  von  dem  angegebenen  eventuellen 
Bedarf  ab ,  so  bleibt  nur  noch  ein  Capitalbedarf  der  Gasse  von 

22837  Thlrn. 

In  dem  uns  vorliegenden  concreten  Falle  sind  wir  aber  noch 
einen  Schritt  weiter  gegangen.  Von  den  drei  ältesten  nicht  ver- 
heirateten Mitgliedern  im  Alter  von  70,2,  72,4  und  79,4  Jahren 
glaubten  wir  mit  grosser  Wahrscheinlichkeit  annehmen  zu  dürfen, 
dass  sie  sich  nicht  noch  verehelichen  werden.  Die  11  jüngeren, 
deren  durchschnittliches  Alter  53,6  Jahre  war,  betrachteten  wir, 
wie  Gauss,  als  verheirathet,  und  zwar  mit  um  8  Jahre  jüngeren 
Frauen.  Denn  dies  ist  in  runder  Zahl  der  Altersunterschied 
zwischen  den  Ehemännern  und  ihren  Frauen ,  der  bei  uns  in 
dem  letzten  Jahrzehnt  sich  fast  ganz  gleich  blieb**).  Hieraus  er- 
gab sich  als  der  nach  dem  Alter  dieser  Ehepaare  berechnete 
gegenwärtige  Werth  der  Pensionen  ihrer  eventuellen  Wittwen 
und  Waisen 

23512  Thlr. 

Da  aber  der  gegenwärtige  Werth  der  Beiträge  dieser  1 1  Mit- 
glieder 

2451  Thlr. 

betrug,  so  blieben  als  Capitalbedarf  der  Casse 

21061  Thlr. 

Weil  jedoch  in  dem  entgegengesetzten  Falle ,  dass  auch  diese 
11  jüngeren  Mitglieder  wie  die  3  ältesten  unverheiratet  bleiben, 
der  Werth  der  Beiträge  aller  1 4  Nichtverheiratheten  im  Betrag 
von  2619  Thlr.  der  Casse  als  Reingewinn  zufliessen  würde,  so 


*)  Bei  uns  waren  von  den  18  Nichtverheiratheten  d.  J.  1871  bis  zu 
Ende  d.  J.  1881  durch  den  Tod  ausgeschieden  3,  ebensoviel  durch  Beru- 
fung an  andere  Universitäten ;  es  blieben  also  nur  12  an  der  Casse  bethei- 
ligt. Von  diesen  hatten  sich  inzwischen  3  verheirathet ,  9  aber  waren  un- 
verheiratet geblieben,  und  zu  diesen  noch  hinzugekommen  4  zu  Wittwern 
gewordene  Mitglieder  und  1  noch  Lediger. 

**)  Er  betrug  genauer  8,3  Jahre  im  J.  1871  und  8,2  imJ.  1881  und  bleibt, 
auch  wenn  man  das  Jahr  1861  hinzunimmt,  wo  er  7,4  war,  durchschnitt- 
lich 8  Jahre. 
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setzten  wir  nach  Abzug  dieser  Summe  von  der  vorstehenden 
schliesslich  den  Capitalbedarf  der  Gasse  für  die  eventuellen 
1 1 1  m  erlassenen  aller  Nichtverbeiratheten  gleich 

18442  Thlr. 

Es  ist  uns  jedoch  erst  später  bemerklicb  geworden ,  dass 
vielmehr  das  arithmetische  Mittel  zwischen  dem  even- 
tuellen Capitalbedarf  und  Capitalgewinn  als  der  richtige  Werth 
des  für  die  Nichtverheiratheten  in  Ansatz  zu  bringenden  Capi- 
tals  zu  betrachten  ist,  so  dass,  wenn  der  erstere  durch  a,  der 
letztere  durch  6  bezeichnet  wird. 

a  -b 
i 

das  für  die  Nichtverheiratheten  zu  reservirende  Capital  aus- 
drückt. Es  besagt  dies  dasselbe  wie :  dass  die  Voraussetzungen, 
unter  denen  einerseits  ein  Capitalbedarf,  andrerseits  ein  Capital- 
gewinn sich  ergiebt,  beide  nur  im  Grade  ^  (dem  Mittel  zwischen 
Wahrscheinlichem  und  Unwahrscheinlichem  im  engern  Sinne) 
wahrscheinlich  sind,  also  den  wahrscheinlichen  Ca- 
pitalbedarf und  den  absoluten  Werth  des  wahrschein- 
lichen Capitalgewinns  ausdrückt.  Hiernach  reducirt  sich  im 
vorliegenden  Falle  das  für  die  Nichtverheirathenden  zu  reser- 
virende Capital  auf 

9221  Thlr. 

Berechnet  man  genauer  für  jedes  einzelne  der  1  1  als  bereits 
mit  um  8  Jahre  jüngeren  Frauen  verheirathet  angenommenen 
Mitglieder  den  jetzigen  Werth  der  Pensionen  ihren  Wittwen 
und  Waisen,  so  erhalt  man  dafür 

22951  Thlr. 
Der  Werth  ihrer  Beiträge  bleibt 

2451  Thlr., 

und  so  ist  der  eventuelle  Capitalbedarf  der  Casse  für  sie 

20500  Thlr. 

Andrerseits  ist,  wenn  alle  14  Mitglieder  unverheirathet  bleiben, 
der  Capitalgewinn  der  Casse,  wie  zuvor, 

2619  Thlr., 

und  somit  das  für  die  Nichtverheiratheten  in  Ansatz  zu  brin- 
gende Capital  sogar  nur 

|  (20500  -  2619)  =  8940|  ™r- 
Im  Allgemeinen  möchte  es  jedoch,  wie  uns  jetzt  scheint,  künftig 
räthlicher  sein ,  keines  der  ältesten  nicht  verheirateten  Mit- 
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glieder  von  der  Möglichkeit  sich  noch  zu  verehelichen,  auszu- 
schliessen;  und  zwar  nicht  bloss  desshalb,  weil,  wenn  wider 
Erwarten  ein  solcher  Fall  dennoch  eintritt ,  die  Casse  mit  einer 
oft  eine  lange  Reihe  von  Jahren  zu  zahlenden  Wittwenpension 
belastet  wird,  sondern  auch,  weil  die  sehr  geringe  Wahrschein- 
lichkeit, die  eineVerheirathung  in  hohen  Jahren  an  und  für  sich 
hat,  compensirt  wird  durch  die  sehr  grosse  Wahrscheinlichkeit, 
welche  die  Heirath  eines  jüngeren  Nichtverheiratheten  unter 
Unistanden  (z.  R.  wenn  er  schon  verlobt  ist)  haben  kann. 

Hutten  wir  im  vorliegenden  Falle  für  alle  1 4  Mitglieder  die 
Möglichkeit  der  Verheirathung  angenommen,  so  würde  die  ge- 
naue Rerechnung  geben :  für  ihre  Wittwen  und  Waisen 

26418  Thlr., 

und  nach  Abzug  des  Werthes  ihrer  Beiträge  von  2619  Thlr., 

23799  Thlr. 

als  Gapitalbedarf  der  Casse  für  dieselben.  Da  nun  der  even- 
tuelle Capitalgewinn  der  Casse  gleichfalls  2619  Thlr.  betrügt, 
so  würde  das  für  die  14  Nichtverheiratheten  zu  reservirende 
Capital  sein 

$  (23799  -  2619)  =  10590  Thlr. 

§9. 

Wie  noth wendig  es  für  eine  Anstalt  wie  die  unsrige  ist, 
auch  das  Capital  zu  bestimmen ,  das  die  Casse  besitzen  muss, 
um  davon  die  Pensionen  der  Hinterlassenen  aller  künftig 
eintretenden  Mitglieder  bestreiten  zu  können ,  geht  ein- 
fach aus  der  Ueberlegung  hervor,  dass  die  für  die  Pensionen 
der  bereits  vorhandenen  und  von  den  jetzigen  Mitgliedern  zu 
erwartenden  Wittwen  und  Waisen  berechneten  Capitalien, 
wenngleich  sie  mit  Zins  auf  Zins  genutzt  werden,  sich  doch 
durch  die  Auszahlung  dieser  Pensionen  zuletzt  ganz  aufzehren, 
daher,  da  inzwischen  eine  ganze  Reihe  neuer  Mitglieder  einge- 
treten ist,  die  Casse  schon  gegenwärtig  ein  Capital  besitzen 
muss,  das,  mit  Zins  auf  Zins  genutzt,  die  Pensionen  der  Hinter- 
lassenen aller  dieser  Na  chfo  1  ger  der  jetzt  lebenden  Mitglieder 
deckt. 

Gauss  hat  dieses  Capital  für  Göttingen  auf  folgende  Weise 
zu  ermitteln  gesucht.  Er  discontirte  die  Reiträge,  welche  seit 
Gründung  der  Göttinger  Wittwencasse  bis  zum  Jahre  1851  von 

Math.-phys.  Classe.  18S2.  5 
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verstorbenen  oder  sonst  ausgeschiedenen  Mitgliedern  an  die 
Casse  gezahlt  worden  waren ,  auf  den  Zeitpunkt  ihres  Beitritts 
und  erhielt  hieraus,  nach  Division  der  Summe  dieser  diseon- 
tirlen  Beitrüge  durch  die  Zahl  der  eingetretenen  und  wieder 
ausgeschiedenen  Mitglieder,  den  durchschnittlichen  Werth  der 
Beiträge  eines  Mitglieds  zur  Zeit  seines  Eintritts.  Ebenso  dis- 
contirte  er,  wie  schon  in  §  5  bemerkt  wurde,  die  Pensionen, 
die  innerhalb  desselben  Zeitraums  den  Wittwen  und  Waisen 
wirklich  ausgezahlt  worden  waren  ,  auf  den  Zeitpunkt  des  Ein- 
tritts der  Männer  der  ersteren  und  der  Väter  der  letzteren,  und 
erhielt  durch  Division  dieser  Summe  mit  der  Zahl  der  Wittwen 
bezw.  der  Waisen  den  durchschnittlichen  Werth  einer  Witt- 
wen- und  einer  Waisenpension  für  den  angegebenen  Zeitpunkt  . 
Durch  Subtraction  des  so  bestimmten  durchschnittlichen  Werthes 
der  Beiträge  eines  Mitglieds  von  der  Summe  der  auf  dieselbe 
Weise  bestimmten  durchschnittlichen  Werthe  einer  Wittwen- 
und  einer  Waisenpension  erhielt  er  nun  das  Capital,  das  die 
Casse.  aus  eignen  Mitteln  auf  eine  Pension  (der  Wittwen  und 
Waisen  zusammengenommen;  durchschnittlich  verwendet  hatte. 
Sei  dieses  Capital  =  c ,  so  muss ,  wenn  jährlich  e  i  n  Ehepaar 
eintritt,  der  Casse  jährl  ich  die  Summe  c  zur  Bestreitung  der 
künftigen  Wittwen-  und  Waisenpensionen  für  dieses  Paar  zu- 
fliessen.  Gauss  nahm  dabei  stillschweigend  an,  dass  die  Summe 
c  auch  für  die  Zukunft  (wenigstens  für  die  nächste)  sich  ziem- 
lich gleich  bleiben  werde.  Besitzt  nun  die  Casse  ein  Capital, 
welches  die  Summe  can  jährlichen  Zinsen  abwirft,  so  ist 
durch  dessen  Zinsenertrag,  wenn  jährlich  nicht  mehr  als  ein 
Ehepaar  eintritt ,  für  alle  Zeiten  der  Pensionsbedarf  für  die  von 
allen  diesen  Ehepaaren  zu  erwartenden  Wittwen  und  Waisen 
gedeckt.  Bezeichnet  r  =  1,035  den  Zinsfuss,  so  ist  dieses  Ca- 
pital gleich 

c  200 


Wieviele  Ehepaare  aber  im  Durchschnitt  jährlich  eintreten, 
darüber  lässt  sich,  wie  Gauss  selbst  bemerkt,  etwas  Sicheres 
nicht  feststellen.  Er  entschloss  sich  zuletzt,  im  Jahre  1851  da- 
für 2£  anzunehmen.  Aber  sein  Nachfolger,  Herr  Professor  Dr. 
Schering,  hat  sich  neuerdings  genöthigt  gefunden,  diese  Zahl 
auf  3|  zu  erhöhen.  Vorausgesetzt,  dass  seit  jener  Zeit  derW  erlh 
von  c  sich  in  Göttingen  nicht  merklich  geändert  hat  (was  doch 
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wohl  anzunehmen  ist),  würde  daher  jetzt  das  für  die  Hinterlas- 
senen  aller  künftig  der  Casse  beitretenden  verheiratheten  Mit- 
glieder in  Göttingen  mit 

l00c 

anzusetzen  sein. 

§  10. 

Von  diesen  für  Göttingen  giltigen  Bestimmungen  konnten 
wir  keinen  unmittelbaren  Gebrauch  machen ,  aber  auch  nicht 
nach  den  bei  unsrer  Casse  gemachten  Erfahrungen  mittels  der- 
selben Methode  den  Werth  von  c  bestimmen ,  da  der  Zeitraum 
von  30  Jahren  zu  kurz  schien,  und  Überdies  nicht  einmal  die 
dazu  erforderlichen  Data  in  genügender  Vollständigkeit  vorhan- 
den waren.  Wir  haben  indess  den  Werth  von  c  aus  unsern  Er- 
fahrungen, wie  folgt,  abzuleiten  versucht. 

In  den  letzten  20  Jahren,  innerhalb  welcher  weit  häufiger 
als  früher  auswärtige  Gelehrte  von  bereits  erlangtem  Ruf  unsrer 
Universität  gewonnen  und  Theilhaber  an  der  Wittwencasse  wur- 
den, ist  das  durchschnittliche  Alter,  in  welchem  die  eintreten- 
den Mitglieder  zur  Zeit  ihres  Eintritts  standen,  sich  sehr  gleich 
geblieben.  Die  57  von  1862  bis  1871  Eingetretenen  waren 
durchschnittlich  40,4  Jahre,  die  31  von  1872  bis  1881  Einge- 
tretenen durchschnittlich  39,8  Jahre  alt.  Es  kann  demnach  das 
durchschnittliche  Alter  eines  Mitglieds  zur  Zeit  seines  Eintritts 
in  runder  Zahl  zu  40  Jahren  angenommen  werden.  Diese  Zahl 
hat  überdies  schon  an  sich  eine  gewisse  innere  Wahrschein- 
lichkeit. Denn  selten  wird  jetzt  bei  uns  ein  Privatdocent  unter 
30  Jahren  zum  Professor  mit  Besoldung  ernannt  werden ,  und 
ebenso  selten  ein  auswärtiger  Professor  von  viel  über  50  Jahren 
an  unsre  Universität  berufen  werden ,  so  dass  sich  auch  schon 
desshalb  40  Jahre  als  das  mittlere  Alter  eines  Eintretenden  dar- 
stellen. Da  nun  auch,  wie  schon  zuvor  (§  8)  bemerkt  wurde, 
der  durchschnittliche  Altersunterschied  zwischen  den  verheira- 
theten Mitgliedern  und  ihren  Frauen  sich  sehr  gleich  geblieben 
ist,  die  Frauen  nämlich  im  Durchschnitt  8  Jahre  jünger  sind  als 
ihre  Männer,  so  ist  anzunehmen,  dass  ein  verheirathetes  Mit- 
glied zur  Zeit  seines  Eintritts  40  Jahre,  und  seine  Frau  32  Jahre 
alt  sein  wird.  Für  ein  solches  Ehepaar  ist  aber  der  nach  Formel  (3) 

5* 
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berechnete  Werth  der  künftigen  Wittwenpension  der  Frau  von 
400  Thlrn. 

1833,16  Thlr., 
der  I8te  Theil  derselben,  als  Werth  der  Waisenpension, 

101,84  Thlr., 

der  Werth  der  Wittwen-  und  Waisenpension  zusammen  ge- 
nommen also 

1935,00  Thlr. 

Hiervon  kommt  aber  in  Abzug  der  nach  Formel  (4*j  berechnete 
jetzige  Werth  der  jährlichen  Beiträge  des  Mannes  von  20  Thlr., 
der,  um  das  dem  Beitrag  gleiche  Eintrittsgeld  vermehrt, 

325,68  Thlr. 

betrügt.  Es  ist  demnach  der  Capitalbedarf  der  Casse  zur 
Deckung  der  Wittwen-  und  Waisenpension  dieses  Ehepaars 

c  =  1609,32  Thlr. 
Träte  nun  jährlich  nur  ein  solches  Ehepaar  ein,  so  würde  die 
Casse,  wenn  sie  im  Besitz  eines  Capitals  von 

"°  c  =  45981  Thlr. 

wäre,  von  den  Zinsen  desselben  (zu  3^  Procent)  die  Pensionen 
der  Hinterlassenen  aller  künftig  eintretenden  verheiratheten  Mit- 
glieder bestreiten  können. 

Um  aber  wenigstens  annähernd  die  Zahl  der  im  Durch- 
schnitt jährlich  Eintretenden  zu  bestimmen,  ergab  sich,  dass 
von  1852  bis  1881  zwar  119  Mitglieder  eingetreten,  von  diesen 
aber  14  durch  Annahme  auswärtiger  Stellungen  wieder  ausge- 
schieden waren.  Es  verblieben  daher  als  Theilhaber  an  dem 
Beneficium  der  Casse  nur  105,  und  man  wird  demnach  sagen 
können,  dass  in  30  Jahren  nur  soviel  Mitglieder  fürdieDauer 
eingetreten  sind,  woraus  für  die  durchschnittliche  Zahl  der 
jährlich  Eintretenden  sich  ergiebt 

3i, 

wie  neuerdings  in  Göttingen,  und  hiernach  ein  Capital  von 

3,5  •  45981  =  160934  Thlr., 
das  sich  zu  3-$  Procent  verzinst,  bei  uns  zureHcht,  um  die  Pen- 
sionen der  Hinterlassenen  aller  künftig  der  Crisse  beitretenden 
verheiratheten  Mitglieder  zu  decken. 

Die  Unsicherheit  der  Methode  giebt  sich  jedoch  dadurch  zu 
erkennen,  dass  eine  Vergrösserung  oder  Verminderung  der  an- 
genommenen Zahl  der  jährlich  Eintretenden  um  pur  0,1  das 
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berechnete  Capital  um  4598  Thlr.  bezw.  vergrössern  oder  ver- 
mindern würde. 

§11. 

Schon  desshalb  haben  wir  es  versucht,  dieses  Capital  noch 
nach  einer  andern  Methode  zu  bestimmen.  Es  kam  aber  dazu 
noch  der  Umstand ,  dass  bei  uns  die  Zahl  der  an  der  Casse  be- 
theiligten Mitglieder  nicht,  wie  anderwärts,  eine  geschlos- 
sene, constanteist,  sondern  dieselbe  sich  seit  der  Grün- 
dung der  Anstalt  höchst  bedeutend  vergrössert  hat.  Denn  diese 
Zahl  war  im  J. 4851  nur  63,  aber  1861  bereits  auf  72,  1871  auf 
95,  endlich  1881  auf  98  gestiegen.  Noch  rapider  ist  die  Zahl 
der  verheiratheten  Mitglieder  gewachsen.  Denn  sie  betrug 
in  den  Jahren  1851  und  1861  nur  52,  dagegen  77  im  J.  1871  und 
84  im  J.  1881.  Es  kam  daher  zunächst  in  Frage:  um  wieviel 
muss  das  Capital  der  Casse  vergrössert  werden, 
wenn  die  Zahl  der  verheiratheten  Mitglieder  für 
immer  um  eines  vermehrt  wird? 

Es  wurde  hierbei  der  Fall  ins  Auge  gefasst,  dass  eine  neue 
ständige  Professur  errichtet  werde,  die  nach  dem  Tode  des 
für  dieselbe  berufenen  Inhabers  aufs  Neue  besetzt  wird,  und 
das  Nämliche  in  Bezug  auf  diesen  ersten  und  alle  späteren  Nach- 
folger gilt.  Da  eine  solche  Professur  selten  später  als  ein  Jahr 
nach  dem  Tode  des  bisherigen  Inhabers,  aber  auch  selten  früher 
als  ein  halbes  Jahr  nach  diesem  Zeitpunkt  wieder  besetzt  zu 
werden  pflegt,  so  sind  diese  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Sei  allgemein  fi  das  durchschnittliche  Alter  eines  eintre- 
tenden Mitglieds,  cp  das  seiner  Frau ,  so  ist  zuerst  das  für  die 
Pensionen  der  künftigen  Wittwe  und  Waisen  dieses  Ehepaars 
erforderliche  Capital  c  zu  berechnen.  Folgt  diesem  Ehepaar  ein 
zweites  von  demselben  Alter  ein  Jahr  nach  dem  Tode  des  Mannes 
im  ersten  Paar  nach,  so  muss  zur  Zeit  seines  Eintritts  für  seine 
künftigen  Ilinterlassenen  wiederum  ein  Capital  c  in  der  Casse 
vorhanden  sein.  Es  wird  dasein,  wenn  die  Casse  schon  ein 
Jahr  vorher,  also  zur  Zeit  des  Todes  des  vorigen  Inhabers  der 

Stelle ,  ein  Capital  besitzt ,  da  dieses  durch  den  Zinsenzu- 
schlag nach  einem  Jahre  auf  c  angewachsen  ist.  Der  gegen- 
wärlige  Werth  des  Capitals  — ,  d.  i.  derjenige,  den  es  zur  Zeit 
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des  Eintritts  des  Mannes  im  ersten  Ehepaar  hat,  ist  aber  offen- 
bar der  gegenwartige  Werth  der  Lebensversicherung  dieses 

Mannes  auf  die  (mit  seinem  Tode  auszuzahlende)  Summe  — •  Be- 
zeichnet daher  /,„  den  gegenwärtigen  Werth  der  Lebensver- 
sicherung eines  /t  Jahre  alten  Mannes  auf  die  Summe  \,  so  ist 

der  gegenwartige  Werth  des  Capitals  — 

Lfi  c 

r 

und  dies  das  Capital,  das  für  das  zweite  eintretende  Paar 
zur  Zeit  des  Eintritts  des  ersten  in  der  Casse  vorhanden 
sein  muss. 

Folgt  dem  zweiten  Ehepaar  wiederum  ein  Jahr  nach  dem 
Tode  des  Mannes  ein  drittes  Ehepaar  von  dem  nämlichen 
Alter  nach,  so  muss  aus  demselben  Grunde  für  seine  künftigen 
Hinterlassenen  zur  Zeit  des  Eintritts  des  zweiten  ein  Capital 

%  c,  folglich  schon  ein  Jahr  vorher,  also  zur  Zeit  des  Todes  des 

r  iL 
Mannes  im  ersten  Paar,  das  Capital  c  vorhanden  sein. 

'  1  r  r 

Der  Werth  desselben  zur  Zeit  des  Eintritts  des  ersten  Ehepaars 

ist  aber  Lu  —  ^  c,  d.  i. 
r  r    r  ' 


Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  ,  dass ,  wenn  dem  dritten 
Ehepaar  wieder  ein  Jahr  nach  dem  Tode  des  Mannes  ein  v  i  e  r  t  e  s 
von  dem  nämlichen  Alter  succedirt,  für  seine  künftigen  Hinter- 
lassenen zur  Zeit  des  Eintritts  des  ersten  Paares  ein  Capital 


vorhanden  sein  muss  u.  s.  f.  Succedirt  nun  in  dieser  Weise 
dem  ersteren  eine  unendliche  Reihe  von  Ehepaaren  im 
durchschnittlichen  Alter  von  y.  und  (p  Jahren ,  so  bedarf  die 
Casse  für  die  Hinterlassenen  des  ersten  Ehepaars  und  aller 
seiner  künftigen  Nachfolger  des  Capitals 

(<  [¥}3+  ■•• ininf) c- 

d-'-  r^=c'  <5> 

Succediren  die  Ehepaare  einander  ein  halbes  Jahr  nach  dem 
Tode  der  Männer,  so  hat  man  nur  r  mit  £  (r  -4-  \)  zu  vertäu- 
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sehen,  und  es  ist  dann  das  für  die  Hinterlassenen  Aller  erforder- 
liche Capital 

r+l-JI,-  ' 5  ) 

Die  Werthe  von  £„  können  entweder  nach  der  bekannten 


aus 


Formel  fy-f  [I  -  (r  -  i)      -  *  -  (<  +  fl,t) 

der  Tafel  der  Leibrenten  abgeleitet,  oder  direct  der  von  Hatten- 
dorf berechneten  Tafel  (S.  231  ff.)  entnommen  werden. 

Für  p  =  40  und  q>  =  32  ist  (§40)  c  =  1609,32,  ferner 
£   =  0,44933.    Hieraus  folgt 

c  =  2844,00  Thlr.  und  c"=  2882,07  Thlr. 
Im  Mittel  ist  also  der  Capitalbedarf  der  Casse  für  diese  unend- 
liche Reihe  von  Ehepaaren 

2863  Thlr., 

wovon  auf  alle  dem  ersten  nachfolgende  Paare 

1  254  Thlr. 

kommen.  Um  2863  Thlr.  muss  demnach  das  Capital  der  Casse 
verstärkt  werden,  wenn  die  Zahl  der  verheiratheten  Mitglieder 
für  immer  um  eines  vermehrt  wird. 


§12. 

Mit  Benutzung  der  Formeln  (5)  und  (5*j  kann  nun  auch 
nach  folgender  zweiterMethode  das  für  die  Hinterbliebe- 
nen aller  künftig  der  Casse  beitretenden  Mitglieder  erforder- 
liche Capital  bestimmt  werden,  wobei  jedoch  vorausgesetzt 
wird,  dass  die  gegenwärtige  Zahl  derMitglieder  für 
alle  Zukunft  sich  gleich  bleibt. 

Sei  m  das  Alter  eines  der  jetzt  lebenden  Mitglieder,  so 
muss,  wenn  ihm  einJahrnachseinemTode  eine  unend- 
liche Reihe  von  Ehepaaren  im  durchschnittlichen  Alter  von  p 
und  (p  Jahren  nachfolgt,  die  gleichfalls  ein  Jahr  nach  dem  Tode 
der  Männer  einander  succediren ,  für  die  Hinterlassenen  der- 
selben zur  Zeit  des  Todes  des  m -jährigen  Mitglieds 
nach  Formel  (5)  das  Capital 

in  der  Casse  vorhanden  sein.    Der  gegenwärtige  Werth  des- 


Digitized  by  Google 


72 


M.  W.  Drobisch. 


selben  ist  aber  der  der  Lebens  versicherun  g  dieses  Mannes 
auf  die  Summe  —  c  .  Bezeichnet  daher  Lm  den  jetzigen  Werth 
seiner  Lebensversicherung  auf  die  Summe  4,  so  ist 


das  Capital ,  das  die  Pensionen  der  Ilinterlassenen  aller  Nach- 
folger dieses  jetzt  lebenden  Mitglieds  deckt. 

Succediren  ihm  die  nachfolgenden  Ehepaare  ein  halbe> 
Jahr  nach  seinem  Tode  und  ebenso  diese  einander  ein  h a l bes 
Jahr  nach  dem  Tode  der  Vorgänger,  so  ist  wieder  nur  r  Dil 
\  [r  H-  1)  zu  vertauschen,  daher  dann  das  gesuchte  Capital  nach 
Formel  (5*) 


Berechnet  man  für  jedes  der  jetzt  lebenden  Mitglieder  nad 
seinem  Alter  dieZahlenwerthe  der  Formeln  (6i  und  (6*) ,  so  geben 
die  Summen  die  Grenzen,  zwischen  denen  das  Capital  liest 
das  zur  Deckung  der  Pensionen  der  Witlwen  und  Waiser 
aller  künftig  eintretenden  Mitglieder  in  der  Casse  vorhanden 
sein  muss. 


§13. 

Bei  der  Revision  unsrer  Casse  haben  wir  jedoch  folgende? 
abgekürzte  Verfahren  für  zulänglich  erachtet.  Von  den  am  Ende 
des  J.  1881  lebenden  Mitgliedern  waren  8  über  70  bis  84  Jabrr 
alt,  und  mögen  dieselben  als  Siebziger  bezeichnet  werden.  Fer- 
ner waren  26  Mitglieder  Sechziger,  31  Fünfziger,  25  Vierziger 
und  8  Dreissiger.  Nun  war  das  durchschnittliche  Alter 

der  8  Siebziger  76,6  Jahre, 

»   26  Sechziger  65,1  » 

»  31  Fünfziger  55,4  » 

*>  25  Vierziger  44,6  » 

»    8  Dreissiger  36,0  j» 

Durch  Anwendung  der  Formel  (6),  in  welcher  (nach  §  4  4}  c'  = 
2844  Thlr.  ist,  erhält  man  folgendes  Täfelchen ,  in  welchem! 
die  Zahl  der  jeder  der  5  Allersclassen  angehörigen  Mitglieder 
bezeichnet. 
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k 

m 

An 

8 

76,6 

0,82394 

26 

65,1 
55,4 

0,71814 

31 

0,60926 

25 

44,6 

0,49336 

8 

36,0 

0,41360 

k  c 

r 

18112  Thlr. 

51310  m 

51898  »» 

33892  » 

9092  « 


Hieraus  folgt 


2?k±fc  =  164304  Thlr. 


als  der  Gapitalbedarf  der  Casse,  wenn  die  Ehepaare  einander 
ein  Jahr  nach  dem  Tode  der  Manner  succediren.  Geschieht  dies 
schon  ein  halbes  Jahr  nach  dem  Tode  der  Männer,  so  drückt 


nach  Formel  (6*)  diesen  Gapitalbedarf  aus ,  wo  (nach  §11) 
c"  =  2882  Thlr.  ist.   Es  ist  aber 

A  r+1  C  -F^T  c'    2L  h  r  C' 

di«  2^5  -HS'  * 164304  *  169364  ™r- 

Es  fällt  also  der  Capitalbedarf  der  Casse  für  die  Pensionen  der 
Hinterlassenen  aller  künftig  eintretenden  Mitglieder  zwischen 
diese  beiden  Grenzwerthe  und  kann  demnach  im  Mittel  zu 

166834  Thlr. 

angenommen  werden.  Dieses  Capital  ist  um  5900  Thlr.  grösser 
als  das  nach  der  ersten  Methode  in  §  1 0  unter  der  Annahme, 
dass  im  Durchschnitt  jährlich  3^  Mitglieder  eintreten ,  gefun- 
dene. Nimmt  man  aber  für  diese  nicht  sicher  bestimmbare  Zahl 
3$,  also  nur  £  mehr  an,  so  giebt  jene  erste  Methode 

.166681  Thlr., 
also  fast  genau  denselben  Werth  wie  die  zweite. 

Diese  Berechnung  setzt  jedoch  voraus,  dass  alle  Nachfolger 
der  jetzigen  Mitglieder  verheirathet  sein  werden,  was  doch  nicht 
zu  erwarten  ist.  Nun  fand  sich  (§  10),  dass  von  den  105  seit 
1851  eingetretenen  Mitgliedern,  die  für  die  Dauer  Theilhaber 
an  der  Casse  blieben  und  theils  noch  leben ,  theils  verstorben 

95  19 

sind,  10  Dicht  sich  verehelichten,  also  nur  —  =  -—  der  Einge- 
tretenen verheirathet  waren.   Nimmt  man  nun  an ,  dass  dieses 
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Verhältniss  auch  künftig  ohngefähr  fortbestehen  wird,  so  ist 
das  gefundene  Mittel  von  166834  Thlr.  um  d.  i.  um  15889 
Thlr.  zu  vermindern,  und  redueirt  sich  dadurch  der  Capital- 
bedarf  für  die  Hinterlassenen  aller  künftig  eintretenden  Mitglie- 
der auf  150941  Thlr.  oder  in  runder  Zahl 

151000  Thlr. 

Bei  jeder  Vergrößerung  der  Zahl  der  an  der  Casse  Betheiligten 
um  ein  standiges  Mitglied  wird  aber  nach  §  1 1  wegen  der 
Hinterlassenen  desselben  das  Capital  der  Casse  um  2863  Thlr. 
verstärkt  werden  müssen. 

§  Ii- 

In  der  vorstehenden  Berechnung  (sowie  auch  im  Revisions- 
bericht) ist  der  durchschnittliche  Altersunterschied  der  Ehegal- 
ten für  die  eintretenden  Mitglieder  gleich  dem  der  Ehepaare 
Uberhaupt  gesetzt,  daher  zu  8  Jahren  angenommen  worden. 
Nachträgliche  Untersuchungen  haben  mir  jedoch  ergeben  ,  dass 
diese  Zahl  zu  hoch  und  dafür  richtiger  7  zu  setzen  ist ,  welche 
Altersdifferenz  aus  der  Vergleichung  von  71  seit  dem  Jahre  1861 
eingetretenen  Ehepaaren  resultirt.  Dass  sonach  der  durchschnitt- 
liche Altersunterschied  der  eingetretenen  Ehepaare  um  ein  Jahr 
kleiner  ist  als  der  der  Ehepaare  überhaupt,  rührt  daher,  dass 
an  dem  letzteren  die  zweiten  und  die  erstmaligen,  aber  spä- 
ten Heirathen  von  Mitgliedern  mit  viel  jüngeren  Frauen  einen 
sehr  wesentlichen  Antheil  haben.  So  war  z.  B.  im  Jahre  1881 
der  durchschnittliche  Altersunterschied  bei  1 2  Paaren ,  in  wel- 
chen die  Männer  in  vorgerückten  Jahren  theils  zum  ersten-, 
theils  zum  zweitenmal  sich  verheirathet  hatten,  21  Jahre,  dage- 
gen bei  den  übrigen  72  Ehepaaren  nur  6  Jahre. 

Ist  nun  die  Frau  eines  eintretenden  40jährigen  Mitgliedes 
nicht  32,  sondern  33  Jahre  alt,  so  ändert  sich  die  Rechnung 
wie  folgt. 

Der  jetzige  Werth  der  künftigen  Wittwenpension  der  Frau 
beträgt  dann  1783,12  Thlr.,  daher  der  der  W  aisenpension  99,06 
Thlr. ;  der  Werth  der  jährlichen  Beiträge  des  Mannes  mit  Ein- 
schluss  des  Eintrittsgeldes  bleibt  325,68  Thlr.  Folglich  ist  der 
Capitalbedarf  der  Casse  für  die  Wittwe  und  Waisen  dieses 
Ehepaars 

c  =  1556,50  Thlr. 
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Durch  Anwendung  der  zweiten  Methode  (§  11  und  13)  folgt 
hieraus  nach  den  Formeln  (5)  und  (5*) 

c  cx  2750,63  Thlr.  und  c"  =  2787,40  Thlr., 
indess  für  das  Ehepaar  von  40  und  32  Jahren 

c  =  2840,00  Thlr.  und  c"  =  2882,07  Thlr. 
war.    Da  nun  für  diese  letzteren  Werthe  nach  §  13 

^?k±fc  =  164304  Thlr. 

und  k        c"  =  1 69364  Thlr.  war, 

so  treten  jetzt  an  die  Stelle  dieser  Capitalien 

|Z!2i!  .  164304  =  158874  Thlr. 

2840,0 

und  •  169364  =  163804  Thlr. 

Es  ist  daher  der  Capitalbedarf  der  Casse  für  die  Wittwen  und 
Waisen  aller  künftig  eintretenden  Mitglieder,  sofern  sie  mit  um 
7  Jahre  jüngeren  Frauen  verheirathet  sind,  im  Mittel  mit 

161339  Thlr. 

anzusetzen.  Nehmen  wir  endlich  auch  hier  an,  dass  ^  der  ein- 
tretenden Mitglieder  unverheirathet  bleiben  werden,  so  vermin- 
dert sich  diese  Summe  um  15366  Thlr.  und  reducirt  sich  der 
Capitalbedarf  der  Casse  auf 

145973  oder  abgerundet  146000  Thlr., 
und  betragt  also  5000  Thlr.  weniger,  als  wenn  das  durchschnitt- 
liche Alter  eines  eintretenden  Paares  zu  40  und  32  Jahren  an- 
genommen wird. 

Endlich  sei  noch  bemerkt,  dass,  wenn  die  Zahl  der  an  der 
Casse  participirenden  Ehepaare  für  immer  um  eins  vergrössert 
und  das  Alter  der  eintretenden  Paare  zu  40  und  33  angenom- 
men wird,  nach  den  obigen  Werthen  von  c  und  c"  das  Capital 
der  Casse  im  Mittel  nur  um 

2769  Thlr. 

verstärkt  zu  werden  braucht,  also  um  94  Thlr.  weniger,  als  bei 
der  Annahme  des  Alters  der  eintretenden  Paare  von  40  und  32 
Jahren. 
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§45. 

Unter  allen  Umstünden  bleibt  jedoch  die  Berechnung  des 
Capitalbedarfs  für  die  Hinterlassenen  aller  künftig  der  Casse 
beitretenden  Mitglieder  eine  blosse  Abschätzung.  Denn  es 
lüsst  sich  nicht  annehmen ,  dass  die  Data ,  die  nach  der  ersten 
oder  nach  der  zweiten  Methode  in  Rechnung  gezogen  werden 
(das  durchschnittliche  Alter ,  die  anzunehmende  Zahl  der  jähr- 
lich eintretenden  Ehepaare,  die  Zahl  und  das  Alter  der  Mitglie- 
der, denen  sie  nachfolgen)  ,  für  die  ganze  Folgezeit  dieselben 
Werthe  behalten  werden.  Es  wird  daher  vielleicht  am  Ange- 
messensten sein,  bei  der  nächsten  Revision  die  Bestimmung  des 
Capitals,  das  für  alle  Zeiten  die  Pensionen  der  Wittwen  und 
Waisen  zu  decken  verspricht,  ganz  aufzugeben  und  sich  mit  der 
näher  liegenden  Zukunft  zu  begnügen,  nämlich  nur  den  Capi- 
talbedarf  zu  berechnen,  der  für  die  Pensionen  der  Wittwen  und 
Waisen  der  ersten  Nachfolger  sämmtlicher  jetziger  Mitglieder, 
also  für  die  Hinterlassenen  der  ersten  Generation  von 
Nachfolgern  erforderlich  ist.  Die  Beurtheilung  der  Zahlungs- 
fähigkeit der  Casse  erstreckt  sich  dann  zunächst  zwar  nur  auf 
den  Zeitraum  von  einigen  Decennien ,  nach  deren  Ablauf  die 
gegenwärtige  Generation  ausgestorben  sein  wird;  aber  sie 
verliert  dadurch  nichts  an  genügender  Sicherheit.  Denn  ergiebt 
es  sich,  dass  die  Mittel  der  Casse  zwar  die  Anforderungen  aller 
gegenwärtig  an  ihr  Betheiligten  vollständig  decken ,  aber  für 
die  Hinterlassenen  der  nächstfolgenden  ersten  Generation  nicht 
ausreichen ,  so  ist  dadurch  angezeigt,  dass  der  Fortbestand  der 
Anstalt  bedroht ,  mithin  schon  auf  Abhilfe  Bedacht  zu  nebmen 
ist.  Resultirt  dagegen  aus  der  Revision ,  dass  die  Casse  jeden- 
falls im  Stande  sein  wird ,  auch  die  für  die  nächste  Generation 
erforderlichen  Pensionen  zu  zahlen,  so  wird  die  nach  zehn  Jah- 
ren wieder  vorzunehmende  Revision  zeigen,  ob  dieses  günstige 
Resultat  sich  in  gleichem  oder  geringerem  Maasse  wiederholt, 
oder  im  Gegentheil  ein  Deficit  in  Aussicht  stellt.  Innerhalb  des 
Zeitraums  von  zehn  Jahren  wird  aber  kaum  der  dritte  Theil  der 
jetzigen  Mitglieder  ihren  nächsten  Nachfolgern  Platz  gemacht 
haben. 

Bei  dieser  Beschränkung  der  Aufgabe  besteht  übrigens  der 
ganze  Unterschied  der  Berechnungsweise  nur  darin,  dass  nicht 
mehr  eine  unendliche  Reihe  von  Ehepaaren  im  durchschnitt- 
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liehen  Alter  der  bisher  Eingetretenen  vorausgesetzt  wird ,  die 
den  jetzigen  Mitgliedern  successiv  nachfolgen,  sondern  für  jedes 
dieser  Mitglieder  ein  einziges  solches  Ehepaar.  Ist  nun  der 
für  die  Wittwen-  und  Waisenpensionen  desselben  erforderliche 
Capitalbedarf  =  c,  so  ist,  wenn  dieses  Ehepaar  einem  jetzt  m 
Jahre  alten  Mitglied  ein  Jahr  nach  seinem  Tode  nachfolgt,  der 
gegenwärtige  Werth  von  c 


wenn  es  aber  demselben  schon  ein  halbes  Jahr  nach  dessen 
Tode  nachfolgt, 

so  dass  nach  diesen  beiden  Voraussetzungen 

den  gegenwartigen  Werth  des  für  die  Wittwen-  und  Waisen- 
pensionen der  ganzen  nachfolgenden  ersten  Generation  nöthigen 
Capitals  angeben. 

Nach  dem  vorigen  §  ist  für  ein  Ehepaar,  in  welchem  der 
Mann  40,  die  Frau  33  Jahre  alt,  c  =  1556,5  Thlr.  Hiernach  ist 
für  die  fünf  Altersclassen  des  Jahres  1881  fofgendes  TaTelchen 
berechnet,  das  dem  in  §  13  gegebenen  correspondirt. 


k 

m 

8 

76,6 

0,82394 

9913  Thlr. 

i6 

65,1 

0,71814 

28079 

31 

55,4 

0,60926 

28403  » 

25 

44,6 

0,49336 

18549  >> 

8 

36,0 

0,41360 

4976  » 

Hieraus  folgt 

J?k±f-c  =  89920  Thlr. 

und 

Das  Mittel  aus  beiden  Werthen  ist  demnach 

90694  Thlr. 

Bleiben  von  den  98  nachfolgenden  Mitgliedern  ^  unverheira- 
tet, so  vermindert  sich  diese  Summe  um  8638  Thlr.  und  redu- 
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cirt  sich  der  Capitalbedarf  für  die  ganze  nachfolgende  erste  Ge- 
neration auf 

82057  Thlr. 

Nun  ergab  bei  uns  die  diesjährige  Revision ,  dass  das  Capital- 
vermögen  der  Casse  alle  Anforderungen  der  an  ihr  gegenwärtig 
Betheiligten  um  eine  Summe  Uberstieg,  die,  mit  Berücksichtigung 
des  in  §  8  verbesserten  Werthes  des  fllr  die  Nichtverheiratheten 
zu  reservirenden  Capitals, 

135848  Thlr. 

beträgt.  Der  Capitalbedarf  der  Casse  für  die  nachfolgende  erste 
Generation  ist  also  dadurch  mit  einem  Ueberschuss  von 

53791  Thlr., 

der  bereits  der  zweiten  Generation  zugute  kommt,  weit  mehr 
als  hinreichend  gedeckt,  und  die  Casse,  wenn  nicht  neue  uner- 
wartete Forderungen  an  sie  herantreten  und  sie  nicht  von  Ca- 
pitalverlusten  betroffen  wird,  jedenfalls  auf  mehrere  Decennien 
hinaus  für  zahlungsfähig  zu  erklären. 

Lässt  man  dagegen  die  im  vorigen  §  gefundene  Abschätzung 
des  Capitalbedarfs  für  alle  künftig  nachfolgende  Generationen 
im  Betrag  von 

145973  Thlr. 
gelten,  so  stellt  sich  allerdings  ein  Deficit  von 

10125  Thlrn. 

heraus,  zu  dessen  Beseitigung  aber  schon  jetzt  Veranstaltung  zu 
treffen,  nach  den  vorstehenden  Erörterungen  nicht  die  mindeste 
Veranlassung  vorliegt ,  so  dass  vielmehr  unbedenklich  das  Er- 
gebniss  der  nächsten  Revision  abgewartet  werden  kann,  und 
dies  um  so  mehr,  als  —  obgleich  seit  1873  die  Wittwenpensio- 
nen  von  300  auf  400  Thlr.  erhöht  worden  sind  —  sich  seitdem 
das  Capitalvermögen  der  Casse  doch  alljährlich  um  5000  bis 
6000  Thlr.  vergrössert  hat. 

Bei  Wittwencassen,  die  nur  einem  sehr  kleinen  Theile  nach 
durch  die  jährlichen  Beiträge  ihrer  Mitglieder,  vielmehr  haupt- 
sächlich durch  Capitalzinsen  und  Renten  aus  anderen  Cassen 
fortzubestehen  vermögen,  ist  es  von  grosser  Wichtigkeit,  wenig- 
stens annähernd  zu  bestimmen,  auf  wieviele  in  einem  Jahre 


Digitized  by  Google 


Rechningsmethoden  über  Wittwen-  und  Waisencassen.  79 

auszuzahlende  Wittwenpensionen   (ganz   abgesehen  von  den 
Waisen)  dieCasse  sich  gefasst  machen  muss.  Bei  uns,  wo  im  J. 
4  881  der  gegenwärtige  Werth  der  jahrlichen  Beiträge  der  84 
verheiratheten  Mitglieder  noch  nicht  dem  9ten  Theil  des  gegen- 
wärtigen Werthes  der  künftigen  Wittvvenpensionen  ihrer  Frauen 
gleich  kam,  ist  die  Beantwortung  der  Frage,  auf  wieviele 
gleichzeitig  lebende  Wittwen  im  Maximum  die  Casse  zu 
rechnen  hat,  ebenso  wichtig  als  schwierig,  besonders  desshalb, 
weil  die  Zahl  der  Mitglieder  keine  geschlossene  ist,  sondern  sie 
sich  bisher  fortwährend  vergrössert  hat.   Aber  auch  wenn  man 
annimmt ,  dass  diese  Zahl  künftig  sich  ziemlich  gleich  bleiben 
und  nicht  viel  über  100  steigen  wird,  würde  es  doch  sehr  ge- 
wagt sein ,  auf  eine  so  mässige  Zahl  die  Erfahrungen  überzu- 
tragen, die  Wittwencassen  gemacht  haben,  an  denen  viele  Hun- 
derte, ja  Tausende  betheiligt  sind.  Nach  einer  Mittheilung  des 
Herrn  Professor  Dr.  Heym  zählte  die  preussische  allgemeine 
Wittwenverpflegungsanstalt  im  J.  1856  ohngefähr  23000  Ehe- 
paare und  8000  Wittwen.    Es  kam  also  durchschnittlich  auf 
drei  Ehepaare  eine  Wittwe ,  und  dieses  Verhältniss  zeigen, 
wie  Prof.  Heym  hinzufügt,  auch  andere  Wittwencassen  im 
Beharrungszustande.    Dagegen  erklärte  sich  Gauss  sehr  ent- 
schieden sogar  gegen  das  früher  nach  einem  Gutachten  Krit- 
ter's  für  Göttingen  angenommene  Verhältniss,  wonach  auf  zwei 
Ehen  eine  Wittwe  gerechnet  wurde.  Er  findet  vielmehr,  dass 
die  einzigen  wirklichen  Erfahrungen,  auf  die  sich  hier  fussen 
lasse,  die  von  Price  im  J.  1773  mitgetheilten  seien,  wonach 
für  die  Gesammtheit  der  Pfarrer  und  Professoren  in  Schottland 
auf  667  stehende  Ehen  nach  einem  17jährigen  Durchschnitt 
380  Wittwen  kamen.  Gauss  setzt  daher  das  Verhältniss  zwi- 
schen den  Zahlen  der  stehenden  Ehen  und  der  Wittwen  gleich 
7  :  4,  und  rechnet  auf  die  42  verheiratheten  Göttinger  Professoren 
des  Jahrs  1845  nach  45  bis  50  Jahren  (wo  dann  der  Beharrungs- 
zustand eingetreten  sein  werde)  24  Wittwen,  meint  jedoch, 
dass  man  schon  nach  25  Jahren,  wenn  auch  nur  vorübergehend,  . 
auf  diese  Zahl  gefasst  sein  müsse,  und  hält  überhaupt  Schwan- 
kungen von  7  Pensionen  auf-  und  abwärts  für  möglich.  —  Un- 
sere Casse  würde  hiernach,  wenn  die  Zahl  von  84  verheira- 
theten Mitgliedern  sich  künftig  nicht  weiter  vermehren,  son- 
dern constant  bleiben  sollte ,  auf  48  Wittwen ,  und  selbst  mit 
Zugrundelegung  des  Verhältnisses  von  2  : 1  auf  42,  und,  wenn 
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man  das  Mittel  zwischen  beiden  Verhältnissen  nimmt,  auf  45 
gleichzeitig  lebende  Wittwen  rechnen  müssen. 

§  17. 

Sehr  einfach  lässt  sich  dagegen  nach  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung vorausbestimmen,  wieviele  von  den  jetzt  vor- 
handenen Wittwen  nach  einer  massigen  Zahl  von  Jahren  noch 
leben ,  und  wieviele  von  den  jetzigen  Ehefrauen  dann  Wittwen 
geworden  sein  werden ,  welche  Zahl  von  Wittwen  dann  also 
überhaupt  wahrscheinlich  vorhanden  sein  wird. 

Denn,  was  das  Erstere  betrifft,  so  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  eine  f  Jahre  alte  Frau  nach  n  Jahren  noch  leben 
wird.  Ihre  Existenz  zu  diesem  Zeitpunkt  ist  also  nicht  als  Ein- 
heit in  Ansatz  zu  bringen  (was  voraussetzen  würde ,  dass  ihr 
Leben  nach  n  Jahren  gewiss  wäre),  sondern  nur  mit  diesem 
Wahrscheinlichkeitsgrade.  Setzt  man  nun  successiv  für  f  das 
Aller  jeder  der  jetzt  vorhandenen  Wittwen,  so  giebt  die  Summe 

2llf  '•  w 

die  Zahl  der  Wittwen  an,  die  nach  n  Jahren  wahrscheinlich 
noch  am  Leben  sein  werden. 

Zweitens  ist  die  Wahrscheinlichkeit ,  dass  eine  f  Jahre  alte 
und  jetzt  noch  mit  einem  m  Jahre  alten  Manne  verheirathete 
Frau  nach  n  Jahren  Wittwe  sein  wird, 

'/    V  In,  V 

und  ist  für  diesen  Zeitpunkt  ihre  Existenz  als  Wittwe  gleich- 
falls nur  mit  diesem  Wahrscheinlichkeitsgrad  in  Ansatz  zu 
bringen.  Setzt  man  nun  für  f  und  m  die  Werthe,  die  sie  in 
jedem  der  jetzt  vorhandenen  Ehepaare  haben,  so  giebt  die 
Summe 

2  ,Jf   (»> 

die  Zahl  der  von  den  jetzigen  Ehepaaren  nach  n  Jahren  zu  er- 
wartenden Wittwen.  Die  Zahl  n  darf  aber  nicht  so  gross  ge- 
wählt werden ,  dass  nicht  ausserdem  von  den  innerhalb  dieses 
Zeitraums  eintretenden  Ehepaaren  schon  Wittwen  zu  er- 
warten wären.  Da  bei  uns  (nach  §  U)  das  durchschnittliche 
Alter  eines  eintretenden  Mitglieds  40  Jahre,  das  seiner  Frau 
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33  Jahre  ist,  so  ist,  wenn  wir  n  =  40  setzen,  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  die  Frau  eines  gegenwärtig  eintretenden  Mitglieds 
nach  10  Jahren  Wittwe  sein  wird. 

III*.  1^  =  0,1225, 

80U     7943  '  ' 

also  sehr  klein,  und  noch  viel  kleiner  für  die  in  den  folgenden 
Jahren  Eintretenden.  Es  ist  daher  nicht  leicht  zu  erwarten, 
dass  innerhalb  der  nächsten  10  Jahre  von  den  in  diesem  Zeit- 
räume eintretenden  Ehepaaren  eine  Frau  Wittwe  werden  wird, 
und  kann  demnach  n  =  10  gesetzt  werden. 

Wir  haben  nun  zuerst  für  n  =  10  die  Formel  (7)  auf  die 
jetzt  vorhandenen  32  W'ittwen  angewandt  und 

17,43 

gefunden.  So  viele  werden  also  nach  10  Jahren  wahrscheinlich 
noch  am  Leben  sein.  Ebenso  gab  die  Anwendung  der  Formel  (8) 
auf  die  jetzt  vorhandenen  84  Ehepaare 


So  viel  Frauen  werden  also  nach  10  Jahren  wahrscheinlich  Witt- 
wen geworden  sein.  Und  .somit  ist  die  Zahl  der  nach  10  Jahren 
wahrscheinlich  vorhandenen  Wittwen  Uberhaupt 

17,43  4-  21,89  =  39,32. 
Das  Jahr  der  nächsten  Revision  wird  entscheiden,  in  wieweit 
diese  Vorausberechnung  durch  dieThatsachen  Bestätigung  erhalt. 

Doch  wir  konnten  auch  schon  aus  den  bisher  bei  unsrer 
Anstalt  gemachten  Erfahrungen  erproben,  in  wieweit  diese  die 
Vorausbestimmungen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bestätigt 
haben. 

Die  Formel  (7),  auf  die  24  Wittwen  des  Jahres  1871  ange- 
wandt, ergab,  dass  von  ihnen  nach  10  Jahren  noch  leben  würden 

13,75. 

Es  lebten  aber  1881  in  der  That  noch  16,  also  2.25  mehr. 
Dagegen  gab  die  Formel  (8),  dass  von  den  77  Ehefrauen  des 
Jahres  1871  nach  10  Jahren  Wittwen  sein  sollten, 

18,19. 

Es  waren  aber  nur  16  Wittwen  geworden,  also  3,19  weniger. 
Hiernach  prognosticirte  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  für 
1881  überhaupt 

Math.-phjB.  Classe.  1SS2.  6 


Digitized  by  CjOOqIc 


M.  W.  Drobisch, 


13,75  +  18,19  =  31,94 
Wittwen,  und  waren  wirklich  vorhanden  32.  Denn  dass  eine 
von  den  Wittwen  des  J.  1871  sich  inzwischen  wieder  verhei- 
ralhet  hatte,  änderte  hieran  nichts.  Ebensowenig,  dass  der 
Abgang  dieser  Wittwe  durch  eine  solche  ersetzt  wurde,  deren 
Mann  erst  zwischen  1871  und  1881  eingetreten,  aber  auch 
gestorben,  daher  dieses  Ehepaar  nicht  unter  den  77  des  ersteren 
Jahres  inbegriffen  war. 

Eine  zweite  Prognose  bezog  sich  auf  die  Wittwen  und  Ehe- 
frauen des  J.  1861.  Von  den  22  Wittwen  dieses  Jahres  sollten 
nach  Formel  (7)  am  Ende  des  J.  1871  noch  am  Leben  sein 

11,48. 

Es  lebten  in  der  Thal  noch  12,  also  nur  0,52  mehr.  Dagegen 
war  nach  Formel  (8)  von  den  1861  vorhandenen  52  Ehefrauen  zu 
erwarten,  dass 

12,69 

im  J.  1871  Wittwen  sein  würden.  Es  waren  aber  wirklich 
15  Wittwen  geworden,  also  2,31  mehr.  Die  Vorausberech- 
nung gab  also  überhaupt 

11,48  +  12,69  =  24,17, 
die  Wirklichkeit  dagegen 

12  +  15  =  27  Wittwen, 
also  2,83  mehr.   Hieran  hatte  jedoch  die  Choleraepidemie  des 
J.  1866  einen  wesentlichen  Antheil.    Denn  dieser  unterlagen 
zwei  verheirathete  Mitglieder,  durch  welche  Epidemie  überdies 
zwei  andere  ihre  Frauen  verloren  und  zu  Wittwen)  wurden. 

Jedenfalls  wird  man,  wenn  auch  künftig  bei  jeder  Revision 
diese  Vorausberechnung  der  Wiltwenzahl  nach  10  Jahren  aus- 
geführt wird,  die  Grösse  der  Schwankungen  kennen  lernen, 
denen  unsere  Anstalt  wegen  der  nicht  hinlänglich  grossen 
Zahl  der  an  ihr  betheiligten  Personen  unvermeidlich  ausgesetzt 
ist.  Und  überdies  ist  es  auch  bei  jeder  Revision  der  Casse  von 
praktischem  Interesse,  zu  wissen,  ob  nach  Ablauf  von  10  Jahren 
eine  weitere  Vergrösserung  der  Zahl  der  Wittwen  in  Aus- 
sicht steht. 

§  18- 

Die  Ab-  und  Zunahme  der  wirklichen  Zahl  der  Wittwen 
innerhalb  der  letzten  20  Jahre  legt  folgende  Tabelle  dar. 
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Jahr 

■   

Zahl 
der  Wittwen 

Jahr 

Zahl 
der  Wittwen 

1861 

22 

1871 

27 

1862 

19 

1872 

22 

1  ODO 

4  U 

aa 
22 

1864 

19 

1874 

24 

1865 

18 

1875 

25 

1866 

21 

1876 

27 

1867 

22 

1877 

30 

1868 

21 

1878 

31 

1869 

24 

1879 

31 

1870 

24 

1880 

31 

1881 

32 

Es  geht  hieraus  hervor,  dass  im  zweiten  Jahrzehnt  die  Zahl 
der  Wittwen  in  jedem  einzelnen  Jahr  grösser  war  als  in  dem 
entsprechenden  Jahr  des  vorhergehenden  Jahrzehnts,  die  Unter- 
schiede aber  von  -t-  3  bis  -+■  4  0  variiren,  und  dass  von  1873 
an  die  Zahl  der  Wittwen  ohne  Rückgang  gestiegen  ist. 

Wir  fügen  noch  folgende  zweite  Tabelle  hinzu,  welche  für 
dieselben  Jahre  die  Zahlen  der  an  der  Casse  theilhabenden  Mit- 
glieder angiebt. 


Jahr 

Zahl 
der  Mitglieder 

Jahr 

Zahl 
der  Mitglieder 

1861 

72 

1871 

95 

1862 

77 

1872 

100 

1863 

77 

1873 

98 

1864 

77 

1874 

96 

1865 

86 

1875 

98 

1866 

83 

1876 

98 

1867 

85 

1877 

98 

1868 

87 

1878 

100 

1869 

89 

1879 

99 

1870 

94 

1880 

100 

1881 

98 

Auch  hier  giebt  die  Vergleichung  der  Zahlen  der  Mitglieder 
in  den  einzelnen  Jahren  des  zweiten  Jahrzehnts  mit  denen  der 
entsprechenden  Jahre  des  ersten  dasselbe  Resultat  wie  bei  den 
Wittwen;  die  Unterschiede  variiren  aber  von  -+-  6  bis  ■+•  23. 
Besonders  beachtenswerth  ist  jedoch ,  dass  in  dem  letzten  Jahr- 
zehnt die  Zahl  der  Mitglieder  sich  einem  Beharrungszu- 
stande niihert.  daher  wohl  erwartet  werden  darf,  dass  dieselbe 
künftig  nicht  viel  über  4  00  steigen  wird.   Bei  den  Wittwen  da- 

G  * 
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gegen  ist  ein  solcher  Beharrungszustand  erst  nach  mehreren 
Jahrzehnten  zu  erwarten.  Denn  er  kann  nicht  eher  eintreten, 
als  bis  die  Zahl  der  verheiratheten  Mitglieder  nahe  con- 
stant  geworden  ist,  und  diese  mit  Hinterlassung  von  Wittwen 
verstorben  sind.  Erst  dann  wird  sich  auch  ,  wenigstens  an- 
nähernd ,  bestimmen  lassen ,  in  welchem  Verhältniss  bei  uns 
durchschnittlich  die  Zahl  der  Ehen  zu  der  Zahl  der  Witt- 
wen steht. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es  endlich  noch,  zu  bemerken,  wie 
in  den  letzten  20  Jahren ,  in  welchen  der  Lehrkörper  unsrer 
Universität  einen  so  starken  Zuwachs  erhielt,  sich  die  Frequenz 
der  den  verschiedenen  Altersclassen  angehörigen  Theilhaber  an 
der  Wittwencasse  verändert  hat.  Von  den  72  Theilhabern  des 
Jahres  186t  waren  6  über  70  Jahr  alt,  19  Sechziger,  17  Fünf- 
ziger, 16  Vierziger  und  14  Dreissiger.  Im  Jahre  1871  gehörten 
von  den  95  Mitgliedern  diesen  fünf  Altersclassen  der  Reihe  nach 
10,  11,  30,  28,  16  an:  im  Jahre  1881  endlich  von  den  98  an 
der  Casse  Participirenden,  wie  schon  zuvor  bemerkt,  8,  26,  31 , 
25,  8.  InProcenten  ausgedrückt,  giebt  dies  folgende  Zusammen- 
stellung. 


1861 

1871 

1881 

Mittel 

Siebziger 

10,5  0/o 

8.2% 

9,0  0/0 

Sechziger 

26,4  » 

11,6  » 

26,6  » 

21,5  » 

Fünfziger 

23,6  «> 

31,7  » 

31,6  » 

29,0  » 

Vierziger 

22,2  » 

29,5  u 

25,5  » 

25,7  » 

Dreissiger 

19,4  » 

16,8  » 

8,2  » 

14,8  » 

Am  meisten  springt  hier  in  die  Augen  die  ununterbrochene 
Abnahme  der  Dreissiger.  Sie  erklärt  sich  aber  aus  der  inner- 
halb dieses  Zeitraums  verhältnissmässig  seltener  gewordenen 
Ernennung  einheimischer  Docenten  zu  besoldeten  Professoren 
und  der  häufigeren  Berufung  namhafter  auswärtiger  Gelehrten 
an  unsre  Universität. 
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intestinalis.  *) 

In  den  ersten  Tagen  des  November  1882  erhielt  ich  von 
dem  ersten  Assistenarzte  an  der  medieinischen  Ahtheilung  des 
Juliushospitals,  Herrn  Dr.  Seifert,  eine  Sendung,  enthaltend  die 
Probe  eines  Stuhlganges  von  einem  Individuum,  das  nach  einem 
fast  zwanzigjährigen,  in  französischen  und  holländischen  Kriegs- 
diensten verlebten  Aufenthalte  in  Mexico  und  Atschin  vor  etwa 
anderthalb  Jahren  nach  seiner  Heimat  zurückgekehrt  war  und 
wegen  einer  rheumatischen  Affection  der  Extremitäten  in  das 
Würzburger  Krankenhaus  aufgenommen  wurde.  In  Mexico  und 
später  auch  in  Atschin  will  Patient  mehrfach  an  Wechselfieber 
und  Dysenterie  gelitten,  nach  seinem  Austritte  aus  dem  hollän- 
dischen Dienste  aber  keinerlei  Unregelmässigkeiten  des  Stuhl- 
ganges mehr  bemerkt  haben.   Trotzdem  aber  enthielt  der  Koth 
desselben ,   wie  Herr  Dr.  Seifert  mir  schrieb ,  constant  eine 
grosse  Menge  kleiner ,  dem  blossen  Auge  unsichtbarer  Würm- 
chen, so  zahlreich,  dass  jedes  Tröpfchen  deren  4 — 6  aufwies, 
und  die  Gesammtmenge  in  jedem  Stuhlgange  immerhin  auf 
eine  Million  und  darüber  geschätzt  werden  konnte.  Einer 
späteren  Mittheilung  zufolge  war  es  besonders  der  mehr  flüssige 
Stuhl ,  in  dem  unsere  Würmer  häufig  vorkamen,  während  der 
compacte  weniger  damit  besetzt  war.    Blut  war  niemals  dem 
Stuhle  beigemischt.   »Die  Parasiten  zeigten  constant  die  gleiche 
Grösse,  einen  runden  Kopf,  schmales  spitzes  Schwanzende,  Oeso- 
phagusanschwellung,  doppelt  contourirten  Darmkanal  und  eine 
Andeutung  von  Geschlechtsorganen.«   Nach  Ansicht  des  Herrn 
Dr.  Stöhr  seien  die  Würmchen  die  Embryonen  von  Dochmius 
duodenalis. 

*,  Seinem  factischen  Inhalte  nach  vorgetragen  in  der  Sitzung  am 
18.  Dec.  1882;   zum  Druck  übergeben  am  12.  Marz  1883. 
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Bei  näherer  Untersuchung  der  vollkommen  frisch  und 
lebend  bei  mir  angekommenen  Wurmchen  ergab  sich  nun  in 
der  That  eine  grosse  Ähnlichkeit  mit  den  Jugendformen  des 
Dochmius.  Wie  diese,  so  hatten  auch  unsere  Würmchen  durch- 
aus die  Charaktere  einer  Rhabditis.  Aber  im  Einzelnen  fanden 
sich  doch  mancherlei  Unterschiede,  so  dass  eine  Identificiruniz  der 
beiden  Formen  unmöglich  war.  Nicht  bloss,  dass  unsere  Würm- 
chen zum  Theil  grösser  waren  (sie  besassen  0.45  —  0,58  —  0,6 
Mm.  in  Länge  und  0,016  —  0,02  Mm.  in  Dicke,  während  die 
Embryonen  von  Dochmius  sich  bereits  metamorphosiren,wenn  sie 
0,055  Mm.  lang  sind)  ,  auch  die  Beschaffenheit  des  Oesopha- 
gus und  der  Genitalanlage  charakterisirte  sie  als  eine  andere 
Species.  Während  die  drei  Abschnitte  des  ersteren,  der  nicht 
weniser  als  0,096  Mm.  maass,  Schürfer  sesen  einander  abce- 
setzt  waren ,  erschien  die  Genitalanlage  nicht  unbeträchtlich 
grösser  0,046  Mm.)  und  durch  den  Besitz  von  zwei  oder  drei 
und  noch  mehr  Kernen  ausgezeichnet.  Der  After  lag  in  einer 
Entfernung  von  0,06  Mm.  vor  dem  dünn  auslaufenden  pfriemen- 
förmigen  Schwanzende. 

Aber  nicht  bloss  die  Grösse  und  Organisation,  auch  das  Auf- 
treten im  frisch  gelassenen  Kothe  und  das  massenhafte  Vorkom- 
kommen^verboten  eine  Zusammenstellung  mit  den  rhabditisförmi- 
gen  Embryonen  des  Dochmius,  die  bekanntlich  nicht  als  solche 
ihren  Wirth  verlassen,  sondern  meist  erst  iy2— 2  Tage  nach 
der  Auswanderung  ihre  Eihaut  durchbrechen.  Dagegen  aber 
erinnerten  die  Würmer  durch  das,  was  sie  von  Dochmius  unter- 
schied, so  auffallend  an  die  von  Perroncito  in  seinen  Osservazioni 
elminthologiche  relative  alla  malattia  sviluppatasti  endemica  ne- 
gli  operai  del  Gottardo  (Roma  1880;  und  in  seiner  Abhandlung 
über  l'anhemia  dei  contadini,  fornaciai  e  minatori  (Torino  1881) 
neuerlich  genauer  beschriebenen  Embrvonen  der  sog.  Anguillula 
stercoralis  (Pseudorhabditis  stercoralis  Perronc),  dass  ich  kein 
Bedenken  trug ,  dieselben  als  solche  in  Anspruch  zu  nehmen 
und  meinem  Correspondenten  auch  in  diesem  Sinne  zu  berichten. 

Unter  dem  Namen  Anguillula  stercoralis  hat  Bavay  bekannt- 
lich in  den  Comptes  rendus  l)  einen  neuen  menschlichen  Ein- 
geweidewurm beschrieben ,  der  zuerst  von  Normand  in  Toulon 
bei  den  krank  von  der  Cochinchinesischen  Expedition  nach 


1)  Comptes  rendus  1876,  T.  83,  p.  694. 
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Frankreich  zurückkehrenden  Soldaten  aufgefunden  war  und  als 
die  Ursache  der  in  Cochinchina  endemischen  und  unter  den  da- 
selbst kriegführenden  Truppen  stark  grassirenden  Diarrhoe  in 
Anspruch  genommen  wurde  l) .  Im  ausgebildeten  Zustand  soll 
der  Wurm  eine  grosse  Übereinstimmung  mit  Dujardin  s  Rhab- 
ditis  lerricola  besitzen,  einem  in  humusreicher  Erde  verbrei- 
teten frei  lebenden  Rundwurme  von  höchstens  1  Mm.  Länge. 
Die  Vulva  nimmt  ungefähr  die  Mitte  des  Leibes  ein.  Sie  führt 
in  einen  zweihörnigen  Uterus,  dessen  Inhalt  aus  etwa  20 — 30 
Eiern  besteht,  die  meist  mit  entwickeltem  Embryo  den  mütter- 
lichen Körper  verlassen ,  den  erstem  mitunter  aber  auch  schon 
vorher  freigeben.  Die  Männchen  sind  an  ihrer  geringem  Grösse 
und  dem  eingekrümmten  kurzen  und  stumpfen  Schwanzende 
leicht  zu  erkennen.  Zwei  kleine  gekrümmte  Hornsläbchen,  die 
sich  nach  dem  freien  Ende  zu  verjüngen  und  einer  kurzen  und 
breiten  Sttitzlamelle  aufliegen,  bilden  den  Begattungsapparat. 

Man  findet  die  Würmchen  auf  verschiedenen  Entwicklungs- 
stufen äusserst  zahlreich  von  der  Gardia  bis  zum  Rectum,  aber 
nicht  bloss  im  Darme,  sondern  auch  in  den  Ausführungsgängen 
der  Bauchspeicheldrüse  und  der  Leber  bis  in  die  Gallenblase 
hinein.  In  dem  Stuhlgange  bleiben  dieselben  einige  Zeit  hin- 
durch unter  günstigen  Umständen  lebendig  und  entwicklungs- 
fähig, so  dass  man  die  Jugendformen  nach  Verlauf  von  etwa 
fünf  Tagen  auch  ausserhalb  des  Wirthes  in  geschlechtsreife 
Thiere  sich  umwandeln  sieht. 

So  ungefähr  lauten  die  Angaben  ,  die  Normand  und  Bavay 
über  die  Anguillula  (oder  Rhabditis]  stercoralis  gemacht  haben. 
Dem  Helminthologen  mussten  dieselben  kaum  minder  interessant 
erscheinen,  wie  dem  Pathologen,  denn  mit  der  bis  dahin  unbe- 
kannten Aetiologie  einer  anscheinend  sehr  gefährlichen  ende- 
mischen Krankheit  lehrten  sie  uns  zum  ersten  Male  einen 
menschlichen)  Eingeweidewurm  kennen  ,  der  nach  der  vor- 
liegenden Darstellung  nicht  nur  alle  Entwicklungsstadien  in 
seinem  Wirthe  verlebt,  sondern  auch  ausserhalb  desselben,  im 
Freien,  zur  Geschlechtsreife  heranwächst.  In  Etwas  wurde 
freilich  das  Ungewöhnliche  dieser  Erscheinung  dadurch  gemil- 
dert ,  dass  der  betreffende  Wurm  den  Rhabditiden  zugehörte, 
einer  Nematodengruppe ,  deren  Repräsentanten  für  gewöhnlich 

4)  Ibid.  1876,  T.  82,  p.  316  u.  T.  83,  p.  386. 
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nicht  als  Parasiten  leben ,  wohl  aber  im  Freien  Uberall  da  in 
Menge  anzutreffen  sind ,  wo  eiweisshaltige  Substanzen  in  Zer- 
setzung Ubergehen. 

Ich  muss  Übrigens  schon  hier  bemerken ,  dass  Bavay  in 
einem  bald  nach  Publication  seiner  ersten  Mittheilung  veröffent- 
lichten Nachtrage1;  hervorhebt,  dass  neben  der  Ang.  stercoralis 
in  dem  Darmkanale  der  Kranken  noch  eine  zweite  Nematoden- 
form  vorkomme,  die  sowohl  durch  ihre  Grösse  (2,20  Mm.),  wie 
durch  schlanke  Gestalt  und  Organisation  sehr  merklich  von  der 
erstem  verschieden  sei.  In  einem  Falle  wurde  dieselbe  freilich 
vermisst,  sonst  aber  immer,  wenngleich  meist  nur  in  geringerer 
Menge,  aufgefunden  und  zwar  vorzugsweise  im  obernTheile  des 
Dünndarms,  niemals  im  Dickdarm.  Alle  Exemplare,  die  Bavay 
undNormand,  der  auch  diese  WUrmer  zuerst  aufgefunden  hatte) 
beobachtete,  waren  weiblichen  Geschlechtes,  mit  einer  hinter  der 
Körpermitte  gelegenen  Vulva  und  einem  langen,  einfach  cylin- 
drischen  Oesophagus.  Die  Eier  waren  meist  in  nur  beschränkter 
Anzahl  (5 — 9;  vorhanden  und  wurden  bereits  vor  Ausscheidung 
eines  Embryo  nach  aussen  abgelegt.  Obwohl  die  Form  gene- 
risch  kaum  mit  der  Ang.  stercoralis  zusammenzustellen  war, 
glaubte  Bavay  dennoch  sie  (provisorisch)  gleichfalls  als  eine 
Anguillula  (A.  intestinalis)  bezeichnen  zu  sollen. 

Wir  werden  bei  einer  späteren  Gelegenheit  auf  diese  Anguil- 
lula intestinalis  und  die  Beziehungen,  in  denen  dieselbe  zu  der 
Rhabditis  stercoralis  steht ,  zurückkommen.  Einstweilen  ge- 
nügt es ,  auf  die  Coöxistenz  der  beiden  Formen  hingewiesen  zu 
haben. 

Der  eine  dieser  Parasiten ,  die  Rhabditis  stercoralis ,  also 
war  es,  dessen  Jugendform  ich  in  dem  mir  übersendeten  Stuhl- 
gange wieder  erkannt  zu  haben  glaubte. 

Natürlich,  dass  ich  mit  Rücksicht  auf  die  oben  angezogenen 
Beobachtungen  Bavay  s  alsbald  den  Versuch  machte,  die  Würm- 
chen zur  Geschlechtsentwicklung  zu  bringen.  Ich  übertrug  zu 
diesem  Zwecke  kleine  Portionen  des  wurmhaltigen  Kothes  in 
Uhrschälchen,  die  mit  einem  zweiten  kleinern  Schälchen  gedeckt 
und  dann  in  der  Brutmaschine  einer  Temperatur  von  26° — 28° 
R.  ausgesetzt  wurden.  Um  das  Austrocknen  des  Kothes  zu  ver- 
hindern, wurde  jedes  Versuchsschalchen  in  ein  kleines  wieder- 


I]  L.  c.  1877,  T.  84,  p.  266. 
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um  verdecktes  Giasbecken  gebracht,  dessen  Boden  mit  einer 
Wasserschicht  Übergossen  war. 

Die  Hoffnung,  durch  eine  derartige  Behandlung  die  jugend- 
lichen Würmer  zu  geschlechtsreifen  Thieren  zu  entwickeln, 
wurde  dadurch  bestärkt,  dass  Perroncito  nach  manchem  ver- 
geblichen Versuche  schliesslich  durch  seine  Experimente  gleich- 
falls zu  einem  positiven  Resultate  gekommen  war  l) .  Auch  die 
ungewöhnliche  Grösse  und  Bildung  der  Genitalanlage  schien  — 
nach  Analogie  der  bei  den  rhabditisförmigen  Embryonen  von 
Ascaris  nigrovenosa  (Rhabdonema  nigrovenosum  Lt.)  vorkom- 
menden Verhaltnisse  —  auf  den  raschen  Eintritt  einer  Ge- 
schlechtsentwicklung hinzuweisen2) . 

Meine  Erwartungen  sollten  nicht  getäuscht  werden.  Schon 
30  Stunden  nach  Üebertragung  in  die  Brutma- 
schine war  der  bei  Weitem  grösste  Theil  der  Ju- 
gendformen zu  völlig  entwickelten  männlichen 
und  w  eiblichen  Rhabditiden  geworden.  Die  Mehr- 
zahl hatte  bereits  den  Begattungsact  vollzogen ,  und  bei  man- 
chen Weibchen  war  der  Uterus  schon  mit  dicht  gedrängten  und 
zum  Theil  gefurchten  Eiern  angefüllt. 

Die  Annahme  einer  Täuschung  durch  fremde  Einwanderer 
wurde  durch  die  Schnelligkeit  und  Sicherheit  des  Erfolges 
ausgeschlossen.  Ich  brauchte  meine  Versuchsschälchen  nur  in 
der  oben  beschriebenen  Weise  zu  behandeln  —  und  der  freund- 
lichen Beihülfe  des  Herrn  Dr.  Seifert ,  den  ich  bereits  wenige 
Tage  nach  Übersendung  des  ersten  Stuhlganges  von  dem  Ge- 
lingen meiner  Zuchtversuche  in  Kennt niss  setzen  konnte3), 
hatte  ich  auch  später  noch  mehrfach  ein  reiches  Material  zu  ver- 
danken —  um  noch  vor  Ablauf  des  zweiten  Tages  die  Geschlechts- 
thiere  in  Menge  darin  vorzufinden,  vorausgesetzt  natürlich,  dass 
der  für  die  Versuche  verwendete  Roth  mit  lebenden  Jugendformen 
besetzt  war.  Wo  diese  fehlten,  wie  in  späterer  Zeit,  in  der  die 
Würmchen  durch  die  inzwischen  eingetretene  grössere  Kälte 

4)  L'anhemia  etc.  p.  57 — 62. 

i   Leuckart,  Parasiten  des  Menschen,  Bd.  II,  S.  140. 

3,  Mit  Anwendung  der  Brutmaschine  ist  es  auch  Herrn  Dr.  Seifert 
nachträglich  gelungen,  die  Geschlechtsthiere  zur  Entwicklung  zu  bringen. 
Zum  Zwecke  der  Züchtung  vermischte  Seifert  den  Koth  mit  Erde,  was 
leicht,  wenn  die  Erde  vorher  nicht  durch  hohe  Temperatur  gedörrt  ist, 
durch  die  Möglichkeit  fremder  Einscbleppung  zu  Täuschungen  Veranlas- 
sung giebt. 
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auf  dem  Wege  nach  Leipzig  regelmässig  zu  Grunde  gingen  — 
unsere  Parasiten  sind  gegen  niedrige  Temperaturen  überhaupt 
sehr  empfindlich  und  sterben  schon  ab,  bevor  das  Thermometer 
auf  den  Nullpunct  sinkt — ,  da  blieben  auch  die  Gesehlechts- 
thiere  aus.  Nur  in  einer  einzigen  Versuchsreihe  ergaben  meine 
Experimente  auch  unter  scheinbar  günstigen  Verhältnissen  ein 
negatives  Resultat.  Dieselbe  wurde  mit  einem  Rothe  angestellt, 
der  schon  bei  seiner  Ankunft  in  Leipzig  mit  hefepilzartigen 
Sporen  durchsetzt  war ,  die  in  der  Brutmaschine  dann  rasch  zu 
einem  dichten  Pilzgeflechte  auswuchsen  und  die  Anfangs  noch 
ganz  normal  sich  entwickelnden  Würmer  zum  Absterben 
brachten. 

Um  übrigens  die  Ergebnisse  meiner  Culturversuche  in 
jeder  Beziehung  sicher  zu  stellen,  habe  ich  mich  keineswegs 
auf  die  Untersuchung  der  gezüchteten  Geschlechtsthiere  be- 
schrankt ,  sondern  auch  deren  Entwickelungsweise  studirt, 
und  Schritt  für  Schritt  die  Veränderungen  verfolgt,  welche 
die  Jugendformen  in  den  ausgebildeten  Zustand  überführen. 
Wenn  ich  es  trotzdem  unterlasse,  hier  specieller  auf  diese  Vor- 
gänge einzugehen ,  so  geschieht  das  vornehmlich  mit  Rücksicht 
auf  den  Umstand,  dass  dieselben  in  allen  wesentlichen  Punclen 
mit  dem  übereinstimmen,  was  bei  den  verwandten  Formen  be- 
obachtet und  beschrieben  ist. 

Ich  erwähne  deshalb  nur  so  viel ,  dass  der  Übergang  in 
die  geschlechtsreife  Form ,  wie  das  übrigens  schon  von  Bavay 
hervorgehoben  ist,  durch  eine  Häutung  *)  vermittelt  wird.  Die 
Männchen  messen  um  diese  Zeit  etwa  0,58  Mm.  —  sie  sind  ge- 


1)  Perroncito  stellt  auffallender  Weise  die  schon  früher  von  mir  viel- 
fach beobachtete  und  beschriebene  Häutung  der  Nernatodenlarven  in  Ab- 
rede. Wohl  kennt  er  (auch  bei  unserer  Rhabd.  stercoralis)  die  Thatsache, 
dass  die  jugendlichen  Nematoden  zu  bestimmten  Zeiten  in  einer  hellen 
Scheide  stecken,  aber  er  erklärt  diese,  trotzdem  sie  sich  auf  das  Voll- 
ständigsteden Formverhältnissen  und  Bewegungen  des  Körpers  anschmiegt, 
für  eine  der  Trichinenkapsel  zu  vergleichende  Cyste,  welche,  wie  diese, 
durch  Erhärtung  eines  von  dem  Wurme  gelieferten  Secretes  entstehe  und 
gleich  ihr  auch  verkalken  könne  (!).  Gegen  die  Bezeichnung  Cyste  an  sich 
ist  natürlich  Nichts  einzuwenden.  Sie  wird  gelegentlich  auch  von  Schnei- 
der für  die  abgestossene  und  futteralartig  dem  Körper  aufliegende  Cuticula 
gebraucht.  Aber  Letzterer  erkennt  dabei  ausdrücklich  an  (Monographie 
der  Nematoden  S.  5031,  dass  diese  »Cyste«  nichts  Anderes  sei ,  als  die 
frühere  Larvenhaut. 
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gen  früher  nur  wenig  gewachsen  — ,  während  die  Weibchen 
inzwischen  eine  Länge  von  0,75  Mm.  und  darüber  erreicht 
haben.  Man  sieht  die  abgestossene  Haut  noch  eine  Zeit  lang  wie 
eine  helle  Scheide  dem  Geschlechtsthiere  aufsitzen,  erkennt  aber 
unter  derselben  bereits  deutlich  die  männlichen  so  gut,  wie  die 
weiblichen  Organe  mit  ihrer  charakteristischen  Gestaltung  und 
Ausmündung.  Die  beiden  Uteri  sind  Anfangs  freilich  so  wenig 
entwickelt,  dass  die  Spannweite  des  weiblichen  Apparates  kaum 
mehr  als  0,23  Mm.  beträgt,  wobei  allerdings  zu  berücksichtigen 
ist,  dass  die  Ovarialenden  nach  der  Vulva  zu  umgeschlagen  sind. 
Die  hornigen  Begattungsapparate  der  Männchen  haben  zunächst 
nur  eine  geringe  Festigkeit  und  ein  blasses  Aussehen.  Was  die 
specifische  Form  des  männlichen  Hinterleibsendes  betrifft,  so 
macht  sich  diese  erst  nach  dem  Abstreifen  der  Larvenhaut  be- 
merkbar ;  so  lange  letztere  noch  persistirt ,  ist  kaum  ein  Unter- 
schied zwischen  der  männlichen  und  weiblichen  Bildung  nach- 
zuweisen. Die  Häutung  selbst  geschieht  45 — 18  Stunden  nach 
der  Uebertragung  in  den  Brutapparat.  (In  der  Zimmertempera- 
tur (+  15°R.),  die  Nachts  allerdings  auf  7— 8°R.  fiel,  brauchten 
die  Würmchen  8 Tage,  bevor  sie  zur  Häutung  sich  anschickten.) 

Nachdem  die  alte  Haut  abgestreift  ist,  nehmen  die  Ge- 
schlechtsthiere ,  Männchen  wie  W'eibchen ,  unter  gleichzeitiger 
Fortentwickelung  der  Genitalien  und  Ausbildung  der  Ge- 
schlechtsstoffe weiter  an  Körpergrösse  zu.  Die  Männchen  wachsen 
durchschnittlich  bis  zu  0,7  Mm.  (Dicke  =  0,04  Mm.),  die  Weib- 
chen bis  1,2  Mm.  (Dicke  =  0,075  Mm.),  doch  trifft  man  nicht 
selten  auch  Exemplare  von  beträchtlicherer  Grösse,  Männchen 
von  4  Mm.  und  Weibchen  sogar  von  1,4  Mm.  Die  für  beide  Ge- 
schlechter so  charakteristische  Verschiedenheit  der  Körpergrösse 
spricht  sich  natürlich  auch  in  dem  Verhalten  des  Darmkanales 
aus,  besonders  des  Chylusdarmes ,  der  bei  den  Weibchen  fast 
um  die  Hälfte  länger  ist,  als  bei  den  Männchen,  obwohl  die 
Zahl  der  ihn  auskleidenden  ziemlich  flachen  Zellen,  die,  wie  ge- 
wöhnlich bei  den  Rhabditiden,  alternirend  in  zwei  Längsreihen 
einander  gegenüber  stehen,  bei  beiden  die  gleiche  ist,  und 
genau  dieselbe,  welche  schon  bei  den  Jugendformen  angetroffen 
wird  (jederseits  16 — 18).  In  den  ausgewachsenen  Thieren  sind 
die  Contouren  der  Zellen  freilich  nicht  selten  verwischt,  so  dass 
deren  Territorien  oftmals  nur  an  den  hellen  Kernen  sich  erken- 
nen lassen.  Der  Oesophagus  wächst  bei  der  Metamorphose  ver- 
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hällnissmässig  viel  weniger,  als  der  Chylusdarm ,  so  dass  er 
auch  bei  den  Weibchen  kaum  länger  wird,  als  0,16  Mm.  Bei 
den  Mannchen  bleibt  er  meist  um  ein  Geringes  hinter  dieser 
Grösse  zurück. 

Die  Bildung  dieses  Oesophagus  ist  im  Wesentlichen  die 
gleiche,  wie  bei  der  Larve,  nur  dass  die  charakteristischen  For- 
men desselben  weit  bestimmter  hervortreten,  als  das  früher  der 
Fall  war.  Der  orale  Theil  ist  von  den  drei  Abschnitten,  deren 
Existenz  schon  oben  erwähnt  wurde,  der  grösseste.  Er  nimmt 
etwas  mehr  als  die  Hälfte  des  gesammten  Apparates  in  An- 
spruch (0,9  Mm.)  und  erscheint  als  eine  nach  vorn  zu  wenig 
verjüngte  dicke  Walze ,  die  sich  hinten  abrundet  und  dann  in 
das  kaum  halb  so  dicke  cylindrische  Mittelstück  fortsetzt.  Mit 
letzterem  verbindet  sich  das  wiederum  verdickte  kugelförmige 
Endstück,  dessen  Durchmesser  etwa  0,03  Mm.  beträgt.  Im 
Innern  enthält  dasselbe  den  für  Rhabditis  so  charakteristischen 
Zahnapparat  ,  drei  conische  Spitzen,  die  schon  bei  den  Larven 
vorhanden  sind  und  hier  sogar  noch  deutlicher  hervortreten. 

Das  Kopfende  unserer  Würmer  ist  abgerundet  und  ohne 
lippenförmige  Vorsprünge,  obwohl  Bavay  und  auch  Perroncito 
solche  bei  den  Jugendformen  (allerdings  nur  undeutlich)  gesehen 
haben  wollen.  Wohl  aber  erkennt  man  im  Umkreis  der  Mund- 
öffnung vier  nicht  drei)  kleine  Cuticularverdickungen ,  die  bei 
hoher  Tubusstellung  durch  ihren  Glanz  auffallen  und  als  Ge- 
ftihlspapillen  in  Anspruch  zu  nehmen  sein  dürften.  Perroncito 
beschreibt  an  deren  Stelle  (bei  den  Geschlechtsthieren )  zwei 
Chitinzähne,  auf  die  er  in  einiger  Entfernung  nach  hinten  (der 
Abbildung  auf  p.  61  zufolge  am  Vorderende  des  Oesophagus) 
noch  zwei  andere  gleiche  Gebilde  folgen  lässt.  Ich  muss  die 
Existenz  dieser  vier  Zähne  in  Abrede  stellen,  und  kann  auch 
sonst  mit  der  Darstellung,  welche  der  italienische  Forscher  von 
der  Mundbildung  seiner  Pseudorhabditis  giebt,  mich  nicht  ein- 
verstanden erklären. 

Nach  Allem,  was  ich  über  die  allerdings  nicht  ganz  leicht 
zu  analysirenden  Verhältnisse  erkannt  zu  haben  glaube,  führt 
die  rundliche  Mundöffnung  unserer  Thiere  zunächst  in  ein 
Vestibulum,  das  bei  unbedeutender  Länge  eine  ziemlich  ansehn- 
liche Breite  besitzt,  so  dass  es  das  vordere  Oesophagealende 
umfasst.  und  dieses  in  Form  eines  flach  gerundeten  Zapfens  in 
dasselbe  hinein  vorspringt.   Die  das  Vestibulum  seitlich  über- 
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dachenden  Ränder  des  Kopfendes  besitzen  eine  verhältnissmäs- 
sig  beträchtliche  Dicke,  so  dass  sie  durch  ihr  Aussehen  im  op- 
tischen Querschnitte  leicht  die  Annahme  zweier  vorderen  Zähne 
möeen  veranlasst  haben.  Die  von  Perroncito  als  hintere  Zähne 
gedeuteten  Gebilde  beziehen  sich  auf  drei  hufeisenförmige  Chi- 
tinleisten, die  einzeln  den  drei  Muskelbalken  des  Oesophagealroh- 
res  am  vorderen  Ende  aufsitzen  und  mitjeinem  kleinen  Zahnvor- 
sprunge in  das  Vestibulum  hineinragen.  Die  Zahl  will  allerdings 
mit  Perroncito's  Angaben  nicht  recht  passen,  allein  die  Stellung 
der  Vorsprünge  bringt  es  mit  sich,  dass  in  bestimmter  Lage  im- 
mer nur  zwei  derselben  in  Sicht  kommen.  Und  diese  zwei  sind 
offenbar  von  Perroncito  für  die  einzigen  gehalten  worden. 

Bei  den  Jugendformen  hat  das  Vestibulum  eine  geringere 
Entwickelung.  Es  erscheint  als  ein  einfacher  cylindrischer  Hohl- 
raum, der  zwischen  Mund  und  Oesophagus  sich  einschiebt.  Die 
Zahnbewaflnung  fehlt  einstweilen  noch  vollständig.  Ebenso  las- 
sen sich  die  Tastpapillen  nicht  nachweisen,  obwohl  die  Bildung 
und  Form  des  Kopfendes  sonst  schon  die  spätere  ist. 

Noch  auffallender  übrigens,  als  die  Veränderungen  des  Kopf- 
endes, sind  die  Umgestaltungen ,  welche  das  männliche  Hinter- 
leibsende bei  dem  Übertritte  in  den  geschlechtsreifen  Zustand 
erleidet.  Während  dasselbe  bei  den  Weibchen  die  frühere 
schlanke  Kegelform  im  Wesentlichen  beibehält  und  höchstens 
insofern  etwas  verändert,  als  es  an  Länge  zunimmt  (0,4  Mm.) 
und  in  eine  fadenartig  dünne  Spitze  sich  auszieht,  die  gleich 
dem  vorhergehenden  schlankem  Schwanztheile  eine  leichte  Spi- 
raldrehung erkennen  lässt,  verwandelt  sich  das  Hinterleibs- 
ende der  männlichen  Thiere  in  einen  hakenförmig  eingekrümm- 
ten kurzen  Zapfen  (0,07  Mm.),  der  sich  nach  der  dünnen  Spitze 
zu  rasch  verjüngt  und  seine  conische  Form  um  so  stärker  her- 
vortreten lässt,  als  die  dem  übrigen  Leibe  aufsitzende  Basis 
durch  die  Geschlechtsorgane  und  den  mit  Sperma  gefüllten  un- 
teren Abschnitt  der  Genitalröhre  zu  einer  beträchtlichen  Dicke 
aufgetrieben  ist.  Die  beiden  Spicula,  welche  nicht  selten  aus 
der  Cloaköffnung  hervorsehen,  sind  bogenförmige  schlanke  Stäbe 
von  0,038  Mm.,  während  das  Zwischenstück  nur  0,02  Mm.  misst. 
Vor  der  Cloaköffnung  erkennt  man  an  der  meist  gleichfalls  ein- 
gekrümmten Bauchfläche  zwei  oder  drei  Paare  kleiner  Papillen. 
Postanale  Papillen  dagegen  Hessen  sich  nicht  nachweisen. 

Den  Begattungsact  habe  ich  nicht  zu  Gesicht  bekommen. 
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Nach  Bavay  ist  derselbe  von  nur  kurzer  Dauer.  Das  Männchen 
umfasst  dabei  mit  seinem  eingekrümmten  Hinlerleibsende  den 
Körper  des  Weibchens  auf  der  Höhe  der  Vulva. 

Nachdem  die  Begattung  stattgefunden  hat,  beginnt  der  Über- 
tritt der  Eier  in  den  Uterus.  Dieselben  besitzen  eine  etwas  el- 
lipsoidische  Form  Länge  =  0,07,  Breite  =  0,045  Mm.)  und  ent- 
halten unter  einer  zarten  Schalenhaut  einen  fast  kürnerlosen  blas- 
sen Dotter.  Der  Übertritt  geschieht  so  reichlich,  dass  der  Uterus 
mit  seinen  beiden  Schenkeln  schon  nach  kurzer  Zeit  mehr  als  die 
Hälfte  des  ganzen  Körpers  durchwachst  und  den  daneben  hin- 
ziehenden Darm  vollständig  zusammendrückt.  In  der  Regel 
werden  die  Eier,  besonders,  wie  es  scheint,  Anfangs,  so  lange 
dieselben  noch  in  grösserer  Anzahl  den  Eierstock  verlassen,  auf 
einem  späten  Stadium  der  Dotterklüflung  abgelegt.  In  andern 
Fällen  aber  wird  die  ganze  Embryonalentwickelung  im  Uterus 
durchlaufen.  Nicht  selten  trifft  man  auch  Weibchen,  deren  Em- 
bryonen frei  im  Ulerus  sich  bewegen,  und  sogar  solche,  deren 
Junge  nach  Durchbohrung  der  Uteruswand  und  Zerstörung  der 
Eingeweide  im  mütterlichen  Körper  bereits  um  ein  Beträcht- 
liches herangewachsen  sind,  wie  das  nicht  selten  auch  bei  andern 
Rhabditiden  der  Fall  ist.  In  der  Zimmertemperatur  bedürfen 
die  Eier  bis  zur  Entwickelung  der  Embryonen  eines  Zeilraums 
von  etwa  20 — 24  Stunden,  während  die  Zuchtgläser  der  Brut- 
maschine bereits  nach  40  Stunden,  von  der  Übertragung  an  ge- 
rechnet, eine  reiche  Descendenz  neben  den  Geschlechtsthieren 
aufweisen. 

Beim  Ausschlüpfen  besitzen  die  Embryonen  dieser  zweiten 
Generalion  eine  nur  geringe  Grösse  (0,22  Mm.)  und  ein  blasses 
Aussehen,  so  dass  die  Organisation  sich  schwer  analysiren 
lässt.  Doch  das  ändert  sich,  sobald  die  Würmchen  heranwach- 
sen. Schon  bei  einer  Grösse  von  0,25  Mm.  ergeben  sich  diesel- 
ben als  Geschöpfe,  die  nicht  bloss  in  Körperbildung,  sondern  auch 
im  innern  Bau  mit  den  Jugendformen  der  ersten  Generation  die 
grosseste  Ähnlichkeit  haben.  Nur  dass  sie  sich  durch  die 
schlanke  Form  ihres  Leibes  (Dicke  =  0,012  Mm.)  und  die  un- 
bedeutende Grösse  ihrer  Genitalanlage  von  ihnen  unterscheiden. 
Das  pfriemenförmige  Schwanzende  misst  0,07 Mm.,  und  der  drei- 
getheilte  Oesophagus  0,09 — 0,-1  Mm.  Im  Innern  des  kugel- 
igen Endstückes  erkennt  man  drei  klappende  Zähne ,  die  an 
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Grösse  freilich  um  Einiges  hinter  den  entsprechenden  Gebilden 
der  früheren  Embryonen  zurückstehen. 

Auf  dem  hier  kurz  geschilderten  Entwicke- 
lungstadium verharren  die  Nachkömmlinge  der 
freien  Generation,  bis  sie  zu  einer  Lange  von  0,5 
bis  0,6  (gewöhn  liehe  Grösse  0,55)  Mm.  herangewach- 
sen sind.  Dann  aber  geht  mit  ihnen  eine  eigen- 
tümliche Umwandlung  vor  sich.  Sie  unterliegen 
einer  Hiiutung,  verlieren  ihre  Rhabditis-Cha- 
raktere  und  werden  zu  \\\ü r m[e rn,  die  man  ihrer 
Organisation  nach  vielleicht  am  ehesten  gewissen 
jugendlichen  Strongyliden  oder  Filarien  verglei  - 
chen  könnte. 

Unter  der  abgestossenen  zarten  und  durchsichtigen  Cuti- 
cula  lässt  sich  die  Metamorphose  unserer  Würmchen  Schritt  für 
Schritt  verfolgen.  Sie  betrifft  vornehmlich  die  Endstücke  des 
Leibes,  den  Kopftheil  mit  dem  Oesophagus  und  das  Schwanz- 
ende. Das  letztere  verkürzt  sich  nach  der  Lösung  der  Guticula ; 
es  verliert  die  für  die  früheren  Zustünde  so  charakteristische 
Pfriemenform  und  verwandelt  sich  in  einen  schlanken  und  kur- 
zen (0,04  Mm.)  Fortsatz,  der  sich  nach  hinten  um  höchstens  die 
Hälfte  seines  Durchmessers  verjüngt  und  dann  abgestumpft  en- 
digt. Die  Seitenränder  sieht  man  in  Form  zweier  kleiner  Spitz- 
chen hervorragen.  Ähnliche  sog.  Schwanzpapillen  beobachtet 
man  bekanntlich  auch  bei  den  Jugendzuständen  anderer  Nema- 
toden z.B.  Cucullanus ,  nur  dass  zwischen  den  Spitzchen  hier 
noch  das  eigentliche  Schwanzende  einen  unpaaren  dritten  Vor- 
sprung bildet. 

Weit  auffallender  sind  die  Veränderungen  des  Oesophagus, 
welcher  nicht  bloss  die  klappenden  Zähne  verliert,  sondern  auch 
seine  frühere  Gliederung,  und  zu  einem  langen  Cy  linder(0, 24Mm. ) 
wird,  der  die  ganze  vordere  Hälfte  des  Wurmes  durchwächst 
und  erst  weit  hinten,  fast  genau  in  der  Mitte  des  Leibes,  in  den 
Chylusmagen  übergeht.  Bei  näherer  Untersuchung  lassen  sich 
aber  auch  noch  an  diesem  Oesophagus  trotz  seines  auf  den  er- 
sten Blick  ganz  gleichförmigen  Aussehens  die  früheren  drei  Ab- 
schnitte unterscheiden,  nur  dass  dieselben  beträchtlich  gestreckt 
sind  und  ohne  scharfe  Grenzen  in  einander  übergehen.  Am 
deutlichsten  ist  die  vordere  Abgrenzung  des  Mittelstückes,  wel- 
ches etwa  0,06  Mm.  hinter  der  Kopfspitze  beginnt  und  sich 
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durch  seine  geringere  Dicke  gegen  den  mehr  walzenförmigen 
Mundtheil  des  Oesophagus  merklich  absetzt.  Nach  hinten 
nimmt  dasselbe  freilich  an  Starke  zu,  so  dass  der  Übergang 
in  das  allmählig  anschwellende  kurze  und  bläschenförmige 
Endstück  kaum  mit  Sicherheit  zu  bestimmen  ist.  Die  Beob- 
achtung von  Übergangsstadien  lässt  übrigens  keinen  Zweifel, 
dass  dieses  Endstück  nur  wenig  in  die  Länge  wächst,  an  der 
Streckung  des  Oesophagus  also  nur  einen  geringen  Antheil 
bat.  Von  den  Zähnen  und  den  dieselben  bewegenden  Muskel- 
zügen  ist  keine  Spur  mehr  nachweisbar.  Wohl  aber  bemerkt  man 
in  der  hintern  Verdickung  zwei  oder  drei  ziemlich  grosse  helle 
Flecke,  die  vermuthlich  auf  Kernbildungen  hinweisen.  Die  Un- 
tersuchung des  histologischen  Baues  wird  übrigens  dadurch  er- 
schwert, dass  während  der  Metamorphose  der  Würmer  im  Um- 
kreis des  Oesophagus,  besonders  des  Mittelstückes ,  und  auch 
des  Chylusdarmes  zahlreiche  stark  lichtbrechende  Körner  sich 
ansammeln  und  die  Contouren  der  Eingeweide  mehr  oder  we- 
niger verdecken.  Die  Zellen  des  Chylusdarmes,  der  durch  das 
Auswachsen  des  Oesophagus  um  ein  Merkliches  verkürzt  wird, 
sind  nicht  mehr  so  deutlich  gegen  einander  abgegrenzt,  wie  das 
früher  der  Fall  war,  und  gleichfalls  mit  groben  Körnern  durch- 
setzt, welche  die  Kerne  oft  unsichtbar  machen. 

Im  Gegensatze  zu  den  Eingeweiden  besitzen  die  Körper- 
decken eine  äusserst  helle  und  durchsichtige  Beschaffenheit,  so 
dass  die  Seitenlinien  scharf  hervortreten.  Die  ausserordentliche 
Kleinheit  der  Geschlechtsanlage  ist  schon  früher  hervorgehoben. 

Über  die  Bildung  des  Kopfendes  bin  ich  nicht  völlig  in's 
Klare  gekommen ,  da  das  Aussehen  desselben  in  den  verschie- 
denen Contractionszuständen  wechselt.  Gegen  früher  ist  aber 
auch  hier  insofern  eine  Veränderung  eingetreten,  als  im  Umkreis 
der  Mundöffnung  eine  Anzahl  von  lippenartigen  Vorsprüngen 
—  ich  glaube  mehrfach  deren  vier  gezählt  zu  haben  —  vorhan- 
den ist. 

Um  zu  der  hier  geschilderten  Wurmform  sich  zu  entwickeln, 
bedürfen  die  Embryonen  der  zweiten  Generation  eines  Zeit- 
raums von  etwa  30—36  Stunden.  Am  vierten  und  fünften 
Züchtungstage  sieht  man  die  tilarienartigen  Larven  in  immer 
grösserer  Menge  auftreten,  und  nach  acht  Tagen  bilden  sie  über- 
haupt die  einzigen  Bewohner  der  Zuchtapparate.  Die  geschlechts- 
reifen  Rhabditen  sind  zu  Grunde  gegangen,  und  die  rhabditis- 
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förmigen  Jugendzustände  haben  sämmllich  ihre  Metamorphose 
durchlaufen.  Wo  beiderlei  Formen  neben  einander  vorkommen, 
lassen  sich  dieselben  übrigens  jederzeit,  selbst  dann,  wenn  sie 
von  gleicher  Grösse  sind,  gar  leicht  unterscheiden.  Nicht  bloss, 
dass  die  Würmchen  der  zweiten  Generalion  eine  schlankere 
Körperform  besitzen  und  in  oben  beschriebener  Weise  durch 
die  Beschaffenheit  ihres  Schwanzendes  und  Oesophagus  sich 
charakterisiren,  weit  rascher  noch  und  eben  so  sicher  lassen  sie 
daran  sich  erkennen,  dass  sie  mit  rapider  Geschwindigkeit  sich 
bewegen  und  ihren  Körper  starker  krümmen  und  schlangeln, 
als  die  mehr  starren  und  behäbigen  Rhabditiden. 

Eine  weitere  Veränderung  geht  mit  diesen  Larven  nicht 
vor  sich.  Selbst  eine  Grössenzunahme  ist  nicht  zu  constatiren, 
auch  dann  nicht,  wenn  es  gelingt,  die  Thiere  einige  Tage  hin- 
durch am  Leben  zu  erhalten.  Noch  am  zehnten  und  zwölften 
Zuchttage  zeigten  dieselben  in  meinen  Schälchen  ganz  die  frühem 
Verhältnisse.  Wohl  trifft  man  hier  und  da  auf  Exemplare,  die 
eine  etwas  betrachtlichere  Grösse  besitzen  —  ich  maass  einzelne 
von  0,6  Mm.  — ,  aber  es  sind  das  vermutlich  immer  nur  solche, 
welche  einer  etwas  grösseren  Jugendform  ihren  Ursprung  ver- 
danken. 

Nach  Verlauf  einer  Woche  nahm  übrigens  die  Zahl  der  Lar- 
ven in  meinen  Zuehtschälchen  immer  mehr  ab.  Die  W  ürmchen 
erlagen  dem  Nahrungsmangel,  wie  daraus  hervorging,  dass  die 
perivisceralen  Körner  al  Im  8  hl  ig  erblassten  und  einschmolzen. 
Oßenbar,  dass  unsere  Larven  für  eine  längere  Dauer  des  freien 
Lebens  eben  so  wenig  eingerichtet  sind,  wie  die  gleichfalls  aus 
rhabditisförmigen  Jugendzustanden  hervorgegangenen  Larven 
von  Dochmius  und  andern  Strongyliden 1 } .  Gleich  diesen  wer- 
den sie  ihre  Entwicklung  erst  dann  weiter  fortzusetzen  im 
Stande  sein,  wenn  sie  das  freie  Leben  mit  einem  parasitischen 
verlauscht  haben:  die  f  i  I  a  r  i  e  na  r  t  i  g  e  n  Larven  der  Rhab- 
dilis  stercoralis  müssen  mit  andern  Worten  in 
einen  geeigneten  Träger  über  wandern,  um  zur  vol- 
len Ausbildung  und  Geschlechtsreife  zurückzu- 
kehren. 

Den  hier  dargelegten  Beobachtungen  zufolge  zeigt  die  Le- 
bensgeschichte der  sog.  Anguillula  stercoralis  das  Bild  eines 


I)  Vgl.  Leuekarl,  Parasiten  des  Menschen,  Bd.  II,  S.  1 3 4  fT. 
Alath.-phys.  Clasx».  Iv»2.  7 
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Schmarotzerwurmes,  dessen  Embryonen  im  Freien  zu  geschlechts- 
reifen  Rhabditiden  heranwachsen  und  erst  in  deren  Nachkom- 
men wieder  zu  Enlozoen  werden,  eines  Thieres  also,  dessen 
cyclische  Entwicklung  eine  Wechselfolge  freier  und  parasiti- 
scher Generationen  aufweist. 

So  auffallend  diese  Erscheinung  ist,  so  steht  dieselbe  doch 
nicht  isolirt,  da  es  mir  schon  vor  zwanzig  Jahren  gelungen  ist, 
den  gleichen  Entwicklungsgang  bei  einem  Froschnematoden, 
der  sog.  Ascaris  nigrovenosa  (Rhabdonema  nigrovenosum  Lt.), 
nachzuweisen1.  Ich  habe  diese  Wechselfolge  verschiedener 
Generationen  als  Heterogonie  bezeichnet,  mit  einem  Namen,  den 
Ercolari  lieber  mit  Dimorphobiose  vertauscht  wissen  möchte2). 

Nach  Analogie  der  sog.  Ascaris  nigrovenosa  haben  wir  die 
geschlechtsreifen  Zustande  unserer  filarienarligen  Larven  bei 
dem  ursprünglichen  Wirlhe,  dem  Menschen  also,  zu  suchen. 
Der  Bau  der  Larven  aber  ist  der  Art,  dass  sie  un- 
möglich wieder  zu  einerRhabditisform  sich  ent- 
wickeln können.  Es  muss  ein  anderer  WTurm  sein,  der  aus 
ihnen  hervorgeht ,  eine  Art ,  die  sich  durch  Körperform  und 
Bildung  des  Oesophagus  an  dieselben  anschliesst.  Und  da 
liegt  es  nun  nahe,  diesen  geschlechtsreifen  Zustand  in  der  sog. 
Anguillula  intestinalis  zu  vermuthen,  die  schon  von  Bavay  mit 
seiner  Ang.  stercoralis  zusammen  im  Menschen  aufgefunden 
wurde  und  Charaktere  aufweist,  welche  einer  Zusammenstel- 
lung mit  unsern  Larven  in  jeder  Beziehung  günstig  sind.  Es 
geht  das  nicht  bloss  aus  den  Angaben  hervor,  die  Bavay  selbst 
über  seine  Ang.  intestinalis  macht,  sondern  noch  bestimmter 
aus  der  Beschreibung  und  Abbildung,  welche  Grassi  und  G. 
Parona  später  von  diesem  Parasiten  veröffentlicht  haben3). 

Die  Würmer,  welche  die  beiden  letztgenannten  Forscher 
ihren  Beobachtungen  zu  Grunde  legten,  stammten  aber  nicht 


1)  A.  a.  0.  S.  139  ff. 

2}  Sulla  dimorphobiosi,  Bologna  1873  (Mem.  Accad.  delle  sc.  dell' 
Instituto  di  Bologna  Ser.  III.  T.  IV).  In  dieser  und  einer  späteren  dem- 
selben Gegenstande  gewidmeten  Abhandlung  versucht  Ercolani  den  (miss- 
lungenen)  Nachweis,  dass  die  Nematoden  im  weitesten  Umfange  durch  Di- 
morphobiose sich  entwickelten. 

3)  Sovra  PAnguillula  intestinale  (dell'  uomo)  e  sovra  embrioni  pro- 
bahilimente  d  anguillula  intestinale,  Archivo  per  le  scienze  mediche,  Vol.  III. 
S.  10.  PI.  V. 
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aus  Cochinchina  oder  Sumatra,  sondern  aus  der  Lombardei,  wo 
dieselben  in  gewissen  Gegenden  dem  Anscheine  nach  kaum  we- 
niger verbreitet  sind,  als  derDochmius  duodenalis,  mit  dem  sie 
nicht  selten  auch  gemeinschaftlich  im  Darmkanale  auftreten. 
Die  geschlechtsreife  Form  (2,25  Mm.  lang,  0,03  Mm.  breit)  be- 
obachteten Grassi  und  Parona  allerdings  nur  in  einem  einzigen 
Falle,  in  einer  Leiche,  die  neben  vielleicht  tausend  Exemplaren 
auch  Eier  und  Embryonen  in  ausserordentlicher  Menge  aufwies. 
Die  Grösse  der  elliptischen  Eier  wird  auf  0,06  und  resp.0,04Mm., 
die  der  neugebornen  Embryonen  auf  0,24  bis  0,24  Mm.  (Dicke 
=  0,025  Mm.)  angegeben.  Aber  schon  nach  Verlauf  von  24 
Stunden  massen  die  im  Rothe  heranwachsenden  Embryonen 
0,45  Mm.  und  einige  Tage  spater  sogar  0,60  Mm. 

In  19  andern  Fällen  konnte  die  Anwesenheit  der  Anguillula 
nur  durch  den  Nachweis  der  Embrvonen  geführt  werden ,  die 
mehr  oder  minder  massenhaft  im  Kothe  der  Kranken  vorhanden 
waren.  Aber  die  Bildung  dieser  Embry  onen  liess  an  der  Iden- 
tität mit  den  Abkömmlingen  der  Anguillula  intestinalis  keinerlei 
Zweifel  aulkommen.  Es  waren  immer  die  gleichen  Formen, 
rhabditisartige  Junge,  in  Körperbau,  Beschaffenheit  des  Oeso- 
phagus und  Grösse  der  Genitalanlage  mit  den  von  mir  zuerst 
untersuchten  Embryonen  so  übereinstimmend,  dass  ich  allmäh- 
lich immer  bestimmter  zu  der  Überzeugung  kam,  es  seien  auch 
die  Würmer  des  Würzburger  Patienten  als  Abkömm- 
linge nicht  der  Rhabditisstercoralis,  sondern  der 
Anguillula  i n testina Iis  in  Anspruch  zu  nehmen. 

Von  besonderem  Gewichte  war  in  dieser  Beziehung 
der  Umstand,  dass  die  italienischen  Forscher  in  ihren  Zucht- 
gefässen  nach  40 — 12  Tagen  an  Stelle  der  früheren  Rhabditis- 
formen  Würmchen  antrafen ,  welche  ebensowohl  durch  die 
Länge  und  die  einfache  Gliederung  des  Oesophagus,  wie  durch 
die  »Unsichtbarkeit«  der  Genitalanlage  mit  den  von  mir  gezüch- 
teten filarienartigen  Larven  übereinstimmen1).     Der  abge- 


4)  Schon  Bavay  bat  übrigens  diese  Larven  gesehen  und  auf  seine 
Anguillula  intestinalis  bezogen.  »Dans  les  selles  de  trois  diarheiques  que 
nous  avions  conserväes  pour  suivre  le  developpement  de  l'Anguillula  ster- 
coralis —  so  lesen  wir  a.  a.  O.  —  nous  avons  trouve  qu'au  bout  de  quel- 
ques jours,  qu'clles  conlenaient  certaines  larves  diff6rentes  des  premieres. 
Elles  6taient,  en  effet,  plus  allongees,  avec  un  oesophago  cyiindrique  des- 
cendant  jusque  vers  le  milieu  du  corps  et  une  queue,  qui,  au  lieu  de  se 
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stumpften  Form  des  Schwanzendes  geschieht  freilich  keine  Er- 
wähnung. Ebenso  wenig  kennen  die  Verfasser  die  im  Freien 
sich  entwickelnden  Geschlechtsthiere ,  deren  Brut  ich  zu  den 
filarienartigen  Larven  sich  entwickeln  sah ;  dieselben  sind  viel- 
mehr der  Ansicht  ,  dass  die  betreffenden  Larven  direct  aus  den 
rhabditisförmigen  Jugendzuständen  der  Anguillula  intestinalis 
hervorgingen.  Auf  beides  aber  glaube  ich  um  so  weniger  Ge- 
wicht legen  zu  dürfen,  als  einer  der  Beobachter,  wie  wir  sehen 
werden ,  bei  einer  spateren  Gelegenheit  selbst  die  Möglichkeit 
einer  heterogonen  Abstammung  für  unsere  Thiere  zugiebt. 

Schon  vor  Veröffentlichung  der  oben  angezogenen  Beobach- 
tungen hat  uns  Grassi  übrigens  damit  bekannt  gemacht,  dass 
die  Anguillula  intestinalis  oder  doch  eine  damit  ausserordent- 
lich nahe  verwandte  Art  in  der  Lombardei  auch  bei  verschiede- 
nen Säugethieren ,  beim  Kaninchen ,  Schwein  und  Wiesel,  von 
ihm  aufgefunden  sei  und  namentlich  bei  ersterm  durchaus  nicht 
selten  vorkomme 

In  keinem  einzigen  Falle  wurde  übrigens,  weder  bei  den 
Thieren,  noch  bei  dem  Menschen,  eine  männliche  Anguillula 
beobachtet.  So  viele  deren  zur  Untersuchung  kamen,  alle  waren 
sie  weiblichen  Geschlechtes,  wie  das  auch  schon  von  Bavay  her- 
vorgehoben wurde.  Für  uns  hat  dieser  Umstand  eine  um  so 
grössere  Bedeutung ,  als  auch  die  sog.  Ascaris  nigrovenosa,  die 
wir  als  erstes  und  ältestes  Beispiel  einer  heterogonen  Entwick- 
lung oben  angezogen  haben,  einereignen  männlichen  Form  ent- 
behrt. Allerdings  haben  wir  durch  Sehne ider2)  inzwischen 
erfahren,  dass  der  weiblichen  Reife  dieses  Wurmes  ein  Zustand 
vorhergeht,  in  dem  die  Geschlechtsröhren  desselben  Samen- 
körperchen  erzeugen,  dass  die  Asc.  nigrovenosa  also  ein  Zwitter 
ist.  Aber  die  Samenkörperchen  sind,  wenn  später  die  weibliche 
Reife  eintritt,  und  die  Eier  in  einer  grösseren  Menge  sich  an- 
häufen ,  leicht  zu  Übersehen  —  und  so  mag  es  sich  denn  auch 
bei  unserer  Anguillula  intestinalis  verhalten.   Jedenfalls  aber 


terminer  en  pointe  fine,  etait,  au  contraire,  comme  tronquee  ä  l  extre- 
mite\  Bien  que  l'öducation  de  ces  larves  n'ait  pu  elrc  amen£e  assez  loin 
pour  etablir  d'une  facon  irröfutable  leur  identite  avec  l'anguillula  in- 
testinale, nous  n'avions  guere  de  doute  a  cet  egard.« 

I)  L'anguillula  intestinalis,  Gazetta  medica  Italiano-Lombardia  1878 
Xo.  48. 

1]  Monographie  der  Nematoden  S.  316. 
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giebt  diese  scheinbare  Eingeschlechtlichkeit  und  die  darin  sich 
aussprechende  weitere  Analogie  der  Anguillula  intestinalis  mit 
Ascaris  nigrovenosa  unserer  Annahme ,  dass  auch  erstere  ein 
heterogoner  Parasit  sei,  eine  neue  Stütze. 

Wenn  es  nun  aber  die  Anguillula  intestinalis  ist,  und  nicht, 
wie  wir  in  Uebereinstimmung  mit  Bavay  bei  Beginn  unserer 
Untersuchungen  annahmen,  die  Rhabditis  stercoralis,  an  welche 
der  Entwicklungscyclus  unserer  Wttmer  anknüpft,  wie  verhält 
es  sich  dann  mit  der  Angabe ,  dass  die  letztere  nicht  bloss  im 
Freien  geschlechtsreif  auftrete,  sondern  auch,  wie  Normand  und 
Bavay  behaupten,  im  Darme  zur  Entwicklung  komme  und  als 
Schmarotzer  neben  der  Anguillula  intestinalis  gefunden  werde? 

Zur  Prüfung  dieser  Frage  sei  es  mir  zunächst  erlaubt,  auf 
die  Mittheilungen  zurückzugreifen ,  welche  Perroncito  in  den 
oben  angezogenen  zwei  Abhandlungen  niedergelegt  hat.  Dieselben 
betreffen  ebensowohl  die  Anguillula  intestinalis,  die  Verf.  übri- 
gens nicht  als  eine  Anguillula  anerkennt,  sondern  dem  Genus 
Strongylus  zurechnen  möchte  —  Grassi  hat  für  dieselbe  den 
neuen  Genusnamen  Strongyloides  vorgeschlagen 1)  — ,  wie  die 
Rhabditis  Pseudorhabditis)  stercoralis,  die  beide  von  unserem 
Forscher  neben  Dochmius  duodenalis  bei  den  an  der  sog.  Tun- 
nelkrankheit leidenden  Arbeitern  der  Gotthard  -  Eisenbahn  auf- 
gefunden wurden. 

Das  Auftreten  dieser  Würmer  war  so  constant  und  in  der 
Regel  so  massenhaft,  dass  Perroncito  kein  Bedenken  trägt, 
dieselben  —  in  erster  Reihe  allerdings  den  (blutsaugend enj 
Dochmius  —  mit  der  genannten  Krankheit  in  aetiologi- 
sche  Beziehung  zu  bringen,  während  Grassi  und  Parona  über 
die  pathogene  Bedeutung  der  Anguillula  im  Gegensatze  zu 
Normand  -  Bavay  sehr  rückhaltend  sich  aussprechen  und  eher 
geneigt  sind,  die  cachectischen  Erscheinungen  und  die  Darm- 
affectionen  ihrer  Kranken  —  und  keiner  der  von  ihnen  unter- 
suchten Anguillulaträger  war  völlig  gesund  —  auf  anderwei- 
tige schädliche  Einflüsse  (schlechte  Ernährung,  Sumpfklima 
u.  s.  w.)  zurückzuführen. 

Ob  Perroncito  übrigens  die  uns  hier  interessirenden  zwei 
Würmer  im  geschlechtsreifen   Zustande  jemals  im  Darme 


1)  Sovra  l'anguillula  intestinale,  Rendicond.  Instit.  Lombardo  1879 
Vol.  XII,  Fase.  5. 
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beobachtet  hat,  rauss  ich  dahingestellt  sein  lassen.  Soviel  ich 
sehe,  wird  solches  nirgends  ausdrücklich  hervorgehoben.  Die 
ausgebildete  Rhabditis  stercoralis  w  ird  allerdings  (l'anemia  p.  63 
mit  Berücksichtigung  beider  Geschlechter  eingehend  beschrie- 
ben und  auch  mehrfach  i Fig.  34  u.  36)  abgebildet,  aber  selbst 
bei  dieser  Gelegenheit  vermissen  wir  einen  bestimmten  Hinweis 
auf  das  Herkommen  aus  dem  Darme.  Immer  und  immer  wieder 
recurrirt  Verf.  auf  seine  Culturversuche ,  die  ihm  ja  ,  wie  das 
schon  oben  von  uns  hervorgehoben  ist .  nach  mancherlei  ver- 
geblichen Versuchen  schliesslich  die  Zucht  geschlechtsreifer 
Rhabdiliden  gelingen  Hessen. 

In  Betreff  der  geschlechtsreifen  Anguillula  intestinalis  (Stron- 
gylus  papillosus  Perronc.)  sind  die  Angaben  so  spärlich,  dass 
man  wohl  annehmen  darf,  der  Verfasser  habe  dieselbe  nur  aus 
den  Beschreibungen  von  Normand-Bavay  und  Grassi  kennen 
gelernt. 

Trotzdem  aber  unterscheidet  Perroncilo  nicht  bloss  diese 
zwei  Formen  als  Repräsentanten  verschiedener  Arten,  sondern 
ebenso  auch  deren  Jugendzustände.  Sie  sind  beide  —  die 
auf  Dochmius  bezüglichen  Angaben  lassen  wir  als  bedeutungs- 
los für  unsere  Zwecke  bei  Seite  —  rhabditisförmig  und  ein- 
ander ausserordentlich  ähnlich.  Nur  insofern  besteht  in  for- 
meller Hinsicht  ein  Unterschied ,  .  als  die  Embryonen  der  An- 
guillula intestinalis  schlanker  sind  und  eine  Genitalanlage  von 
nur  äusserst  geringer  Grösse  besitzen. 

Sehr  viel  auffallender  aber,  als  difese  Differenzen,  sind  nach 
unserem  Verfasser  die  Unterschiede .  welche  beide  Jugend- 
formen in  ihrer  Entwickelung  zeigen. 

Die  Embryonen  der  Anguillula  intestinalis  unterliegen, 
wenn  sie  eine  Länge  von  0,48 — 0,50  Mm.  erreicht  haben  ,  einer 
einfachen  Metamorphose ,  in  Folge  deren  sie  unter  der  inzwi- 
schen abgestreiften  Cuticularhülle  —  im  encystirten  Zustande, 
wie  Perroncito  will  —  die  uns  bekannte  filarienartige  Larven- 
form mit  dem  langen  Oesophagealrohre  und  dem  abgestumpften 
Schw  anzende  annehmen,  während  die  Embryonen  der  Rhabditis 
stercoralis  in  der  oben  beschriebenen  Weise  zu  geschlechts- 
reifen Rhabditiden  heranwachsen  und  eine  Nachkommenschaft 
erzeugen,  welche  nach  Ansicht  unseres  Verfassers  eben  so 
direct,  wie  die  Brut  der  Anguillula  intestinalis,  im  menschlichen 
Darme  ihre  Entwicklung  bis  zur  Geschlechtsreife  fortsetzt. 
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Dass  sich  die  Rhabditis  stercoralis  auch  ohne  Auswander- 
ung und  freie  Zwischengeneration  im  menschlichen  Darme  ver- 
mehrt, unterliegt  für  Perroncito  (1.  c.  p.  55)  nicht  dem  geringsten 
Zweifel.  Er  erschliesst  dasselbe  aus  dem  Umstände,  dass  in  einem 
von  ihm  controllirten  Falle  die  Zahl  der  mit  dem  Kothe  entleer- 
ten Embryonen  im  Laufe  dreier  Wochen  um  ein  Beträchtliches 

■ 

und  in  stetiger  Progression  (bis  zu  7  und  8  Exemplaren  in  jeder 
Probe)  zunahm. 

Diese  letztere  Behauptung  verliert  übrigens  jede  Beweis- 
kraft, wenn  wir  aus  den  Detail-Angaben  unseres  Verfassers  er- 
sehen ,  dass  derselbe  überhaupt  nur  drei  Mal  in  längeren  Zwi- 
schenräumen (am  14.  und  20.  December  und  am  7.  Januar)  seine 
Zählungen  angestellt  hat .  und  dann  weiter  berücksichtigen, 
dass  die  Mengenverhältnisse  der  entleerten  Würmchen,  wie  das 
von  Seifert  beobachtet  wurde,  zu  verschiedenen  Zeiten  ausser- 
ordentlich wechseln. 

Was  Perroncito  sonst  über  die  Schicksale  seiner  Würmer 
mittheilt,  lässt  sich  mit  den  oben  dargelegten  Resultaten  meiner 
Untersuchungen  unschwer  in  Einklang  bringen.  Nur  muss 
man  dabei  von  der  Annahme  einer  specifischen  Verschiedenheit 
der  beiderlei  Formen  absehen,  dieselben  vielmehr,  wie  das  die 
positiven  Ergebnisse  meiner  Zuchtversuche  ausser  Zweifel 
stellen,  unter  sich  in  einen  genetischen  Zusammenhang  bringen. 
Was  Perroncito  als  die  Embryonen  der  Anguillula  intestinalis 
in  Anspruch  nahm,  ist  keine  eigne  Art,  sondern  die  geschlecht- 
lich erzeugte  Nachkommenschaft  der  frei  lebenden  Rhabditis 
stercoralis,  die  ihrerseits,  wie  wir  wissen,  von  der  parasitischen 
Anguillula  intestinalis  abstammt. 

Dass  Perroncito  den  genetischen  Zusammenhang  der  bei- 
den Formen  übersehen  hat,  ist  um  so  auffallender,  als  er  selbst 
in  Fig.  36.  C  als  »Larva  matura«  von  Rhabditis  stercoralis  genau 
dieselbe  Form  abbildet,  die  er  in  Fig.  32  unter  der  abgestosse- 
nen  Cuticula  der  jugendlichen  Anguillula  intestinalis  zur  Dar- 
stellung gebracht  hat1). 

Aber  nicht  bloss  bei  Perroncito,  auch  bei  Bavay  vermissen 
wir  einen  bestimmten  und  unzweifelhaften  Hinweis  darauf,  dass 
er  die  Rhabditis  stercoralis  geschlechtsreif  im  Darmkanale  seiner 
Leichen  aufgefunden  habe.  Dass  es  möglich  ist,  die  Darstellung 


I)  Lanhemia  p.  65  u.  48. 
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Bavay's  —  Normand's  Memoire  sur  la  diarrhce  dite  de  Cochin- 
ehine ,  Paris  4877  (besonders  abgedruckt  aus  den  Archives  de 
medecine  navale  1877,  p.  35)  habe  ich  leider  nicht  einsehen 
können  —  in  diesem  Sinne  zu  deuten,  unterliegt  keinem  Zwei- 
fel und  wird  auch  dadurch  bewiesen,  dass  die  Annahme  von 
dem  Vorkommen  geschlechtlich  entwickelter  Rhabditiden  in  den 
Eingeweiden  des  Menschen  auf  Grund  der  Normand-Bavay'schen 
Beobachtungen  eine  allgemeine  Verbreitung  gefunden  hat;  allein 
es  wird  dieses  Vorkommen,  wie  ich  wiederholen  muss,  nirgends 
ausdrücklich  bemerkt.  Durch  die  der  Darstellung  vorausge- 
schickte Beschreibung  der  Geschlechtsthiere  ist  dasselbe  keines- 
wegs ausser  Zweifel  gestellt ,  denn  diese  kann  ja  ebenso  gut 
nach  Exemplaren  entworfen  sein,  welche  Normand-Bavay  dem 
Rothe  entnommen  hatten,  in  dem  ja,  wie  sie  bereits  wussten, 
die  Würmchen  zur  Geschlechtsreife  sich  entwickeln.  Dass 
aber  da,  wo  von  dem  massenhaften  Auftreten  der  Parasiten  in 
dem  Darme  und  den  anhangenden  Drtlsengängen  die  Rede  ist, 
zunächst  und  vorzugsweise,  wenn  nicht  gar  ausschliesslich,  die 
Jugendformen  gemeint  sind,  geht  aus  der  Angabe  hervor,  dass 
diese  letztern  (vers  de  Tage  moyen)  weitaus  am  häufigsten  vor- 
kämen und  dem  Arzt  vor  allen  andern  bekannt  sein  müssten. 

Andererseits  kann  übrigens  nicht  bezweifelt  werden,  dass 
Normand-Bavay  die  mit  dem  Rothe  entleerten  Jugendformen 
für  die  directen  Abkömmlinge  derselben  Rhabditiden  hielten, 
welche  sie  im  Freien  gezüchtet  hatten.  Dass  es  Nematoden  giebt, 
die  in  ihrem  Entwicklungsprozesse  eine  Wechselfolge  freier 
und  parasitischer  heteromorpher  Generationen  aufweisen,  war 
den  französischen  Forschern  unbekannt ;  die  Anguillula  intesti- 
nalis, die  wir  als  die  Producentin  der  nach  aussen  entleerten 
rhabditisförmigen  Embryonen  kennen  gelernt  haben,  war  den- 
selben ihrer  Unscheinbarkeit  wegen  nur  bei  wenigen  Obductio- 
nen  aufgestossen  —  was  lag  unter  solchen  Umständen  näher, 
als  die  Supposition,  dass  die  geschlechtliche  Entwickelung  der 
Rhabditis,  welche  so  leicht  und  sicher  im  abgelegten  Rothe  vor 
sich  ging,  auch  im  Darme  stattfinde,  und  die  daselbst  lebenden 
Geschlechtsthiere  es  seien,  welche  die  massenhaft  nach  aussen 
auswandernden  Embryonen  erzeugten. 

Ich  weiss  sehr  wohl,  dass  ich  mit  dem  Versuche,  durch  Zu- 
rückweisung der  Annahme  von  dem  Vorkommen  der  geschlechts- 
reifen  Rhabditis  stercoralis  im  Darmkanale  die  Beobachtungen 
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und  Angaben  von  Perroncito  sowohl,  wie  von  Normand-Bavay 
mit  den  Resultaten  meiner  Untersuchungen  in  Einklang  zu  brin- 
gen, im  günstigsten  Falle  nur  einen  Indicienbeweis  zu  führen 
im  Stande  bin.  Die  definitive  Entscheidung  der  Frage  bleibt 
demnach  einer  weiteren  Beobachtung  vorbehalten.  Bis  zum  Be- 
weise des  Gegentheils  aber  halte  ich  es  für  äusserst  zweifelhaft, 
dass  die  geschlechtsreife  Rhabditis  stercoralis  das  Mutterthier 
der  mit  dem  Kothe  abgehenden  Embryonen  ist. 

Zur  weitern  Stütze  dieser  Behauptung  beziehe  ich  mich  auf 
die  Thatsache,  dass  weder  Grassi  noch  Parona  bei  ihren  Unter- 
suchungen jemals  eine  geschlechtsreife  Rhabditis  in  den  mit 
Angüillula  intestinalis  besetzten  Därmen  aufgefunden  haben. 
Und  doch  enthielt  der  Roth  in  ihren  Fällen  kaum  weniger  rhab- 
ditisförmige  Embryonen,  als  da,  wo  diese  als  Abkömmlinge 
der  Rhabditis  stercoralis  in  Anspruch  genommen  werden. 

Leider  ist  mir  die  Gelegenheit  versagt  gewesen,  die  Schick- 
sale der  von  mir  gezogenen  hlarienartigen  Larven  auf  experi- 
mentellem Wege  zu  verfolgen  und  auf  diese  Weise  ein  weiteres 
Material  zur  Entscheidung  der  schwebenden  Frage  zu  gewin- 
nen. Wohl  habe  ich  —  in  Ermangelung  eines  besseren  Ver- 
suchsobjectes  —  zwei  Mal  eine  (leider  nur  geringe)  Anzahl 
solcher  Larven  an  ein  junges  und  helminthen freies  Kaninchen 
verfuttert,  allein  das  Resultat  war  nur  wenig  befriedigend.  Die 
von  einem  meiner  Schüler,  Herrn  Stud.  Loos,  auf  meine  Bitte 
vorgenommene  Untersuchung  lieferte  in  dem  einen  Falle  ein 
durchaus  negatives,  in  dem  andern  ein  nur  zweifelhaftes  Re- 
sultat, zweifelhaft  insofern,  als.  wie  ich  durch  Ansicht  der  be- 
treffenden Präparate  selbst  mich  überzeugte,  im  Dünndarm  des 
Versuchsthieres  drei  Wochen  nach  der  Fütterung  ausser  einer 
Anzahl  Eier  mit  durchfurchtem,  zum  Theil  auch  wreiter  ent- 
wickeltem Dotter  zwei  dazu  gehörige  rhabditisförmige  freie  Em- 
bryonen gefunden  wurden ,  welche,  von  der  geringeren  Grösse 
^Länge  =  0,26  Mm.,  Breite  =  0,017  Mm.)  abgesehen,  mit  den 
rhabditisförmigen  Embryonen  des  menschlichen  Rothes  durch- 
aus übereinstimmten.  Das  Mutterthier  wurde  leider  nicht  auf- 
gefunden, doch  ist  nach  der  Beschaffenheit  der  gefütterten  Lar- 
ven kein  Zweifel,  dass  dasselbe,  falls  es  wirklich  von  den  letz- 
teren abstammte,  die  Charaktere  einer  Angüillula  intestinalis 
und  nicht  die  einer  Rhabditis  stercoralis  gehabt  hat. 

Wenn  ich  nun  aberdieCoexistenzdergeschlechtsreifenRhab- 
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dilis  stercoralis  und  der  Anguillula  intestinalis  in  Zweifei  zog, 
so  hatte  ich  dabei  zunächst  nur  die  naturlichen  und  normalen 
Verhältnisse  der  Trager  im  Auge.  Es  gilt  meine  Behauptung 
mit  andern  Worten  nur  für  den  lebenden  Menschen  oder  das 
lebende  Thier.  Wenn  die  Würmer  nach  dem  Tode  ihrer  Träger 
eine  längere  Zeit  im  Innern  des  Körpers  verweilen,  wie  etwa 
da,  wo  die  Section  erst  nach  Verlauf  mehrerer  Tage  vorgenom- 
men wird,  dann  kann  möglicherweise  auch  schon  im  Darm  die 
Geschlechtsentwicklung  der  jugendlichen  Rhabditiden  eintreten. 
Ich  sage  »möglicher  Weise«,  denn  einstweilen  ist  es  noch  unbe- 
kannt, welche  Factoren  zusammenwirken  müssen ,  um  unsere 
\Vfürmchen  zur  geschlechtlichen  Reife  zu  bringen.  Versuche, 
welche  ich  zur  Lösung  dieser  Frage  mit  Ascaris  nigrovenosa  an- 
stellte, haben  bis  jetzt  noch  kein  bestimmtes  Resultat  ergeben, 
indessen  behalte  ich  mir  vor,  dieselben  (unter  günstigeren  Be- 
dingungen als  zur  Winterszeit)  fortzusetzen. 

Sollten  Normand-Bavay  und  andere  Forscher,  wie  nament- 
lich Laveran,  im  menschlichen  Darme  wirklich  geschlechts- 
reife  Rhabditiden  gefunden  haben ,  was  ich  einstweilen  noch 
immer  bezweifle ,  dann  würde  daraus  noch  keineswegs  ohne 
Weiteres  geschlossen  werden  dürfen,  dass  diese  schon  bei  Leb- 
zeiten des  Trägers  vorhanden  gewesen  wären  und  die  Mutter- 
thiere  der  auswandernden  jugendlichen  Rhabditiden  seien.  Diese 
letzteren  stammen  vielmehr,  wie  ich  das  auf  Grund  meiner 
Experimentaluntersuchungen  und  im  Einklang  mit  den  Beo- 
bachtungen Grassi's  als  erwiesen  annehme,  von  der  sog.  An- 
guillula  intestinalis  ab.  DieRhabditisstercoralisselbst 
ist  aus  der  Zahl  der  selbständigen  Parasiten  zu 
streichen;  sie  repräsentirt  gleich  der  Rhabditis 
Ascaridis  nigrovenosae  trotz  ihrer  Geschlechtsreife 
eine  im  Freien  sich  entwickelnde  Zwischengene- 
ration, die  in  den  Entwicklungscy clus  derAnguil- 
lula  intestinalis  sich  einschiebt. 

Indem  ich  mit  dem  vorstehenden  Satze  das  Hauptresultat 
der  voranstehenden  Erörterungen  nochmals  recapitulire,  weiss 
ich  mich  in  völliger  Übereinstimmung  mit  Grassi,  der  in  seiner 
jüngsten  Publication  über  unsere  Würmer1}  die  Möglichkeit  zu- 
hiebt, dass  die  von  Perroncito  (und  früher  schon,  wie  wir  wis- 


i)  Anchilostomi  e  Anguillula.  Gazette  degli  ospitali  4 882,  S.  M. 
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sen,  von  Normand-Bavay)  gezüchteten  geschleehtsreifen  Rhab- 
ditiden  wirklich  von  den  nach  aussen  gebrachten  Embryonen 
der  Anguillula  intestinalis  abstammten,  und  unter  der  nach  mei- 
nen Beobachtungen  unzweifelhaft  richtigen  Voraussetzung,  dass 
bei  diesen  Cullurversuchen  kein  Irrthum  untergelaufen  sei,  hin- 
zufügt: »sarei  portalo  a  supporre  che  l'anguillula  intestinale  e 
dimorphobiotica,  come  Tascaris  nigrovenosa,  e  che  l'anguillula 
stercoralerappresenta  la  forma  libera  dell' anguillula  intestinale«. 

Was  die  systematische  Stellung  und  Benennug  der  Anguil- 
lula intestinalis  betrifft,  so  halte  ich  es  bis  auf  Weiteres  für 
zweckmassig,  dieselbe  mit  der  sog.  Ascaris  nigrovenosa  zusam- 
men dem  von  mir  neu  aufgestellten  und  vornehmlich  durch 
seine  heterogone  Entwicklungsweise  charaklerisirten  Genus 
Rhabdonema  einzuverleiben  und  unter  Berücksichtigung  des 
von  Grassi  vorgeschlagenen  Genusnamen  als  Rhabdonema  stron- 
gyloides  zu  bezeichnen. 

Auf  die  aus  den  Voranstehenden  resullirenden  Schutz- 
maassregeln gegen  die  Anguillula  intestinalis  gehe  ich  hier  nicht 
weiter  ein.  Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  sich  dieselben  vorzugs- 
weise gegen  den  mit  Embryonen  durchsetzten  Koth  zu  richten 
haben.  Die  nach  aussen  gebrachten  Würmchen  müssen  durch 
ein  geeignetes  Verfahren  abgetödtet  und  auf  diese  Weise  gehin- 
dert werden ,  die  Brut  zu  erzeugen ,  welche  das  lnfections- 
material  abgiebl. 

Dass  das  Vorkommen  der  Anguillula  auf  die  wärmeren  Ge- 
genden (und  Localitäten)  beschrankt1)  ist,  erklärt  sich  aus  dem 
Einflüsse,  den  die  Temperaturverhältnisse  auf  die  Existenz  und 
die  Enlwickelung  der  Jugendformen  ausüben. 

1  Wie  weit  übrigens  die  Anguillula  verbreitet  ist,  lasst  sich  einst- 
weilen noch  nicht  mit  Bestimmtheit  sagen.  Den  Mittheilungen  zufolge, 
welche  Pagenstecher  (Trichinen,  2.  Aufl.  S.  4  00)  über  den  Fund  eines 
»wie  es  scheint  bisher  unbeschriebenen«  Rundwurmes  beim  Schwein  ge- 
macht hat,  dürfte  dieselbe  auch  in  Deutschland  nicht  vollständig  fehlen. 
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